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Chapitre 1

Arithmétique

Exercice 1.1 On se propose de montrer de deux fagons différentes que Vn € N*, ds,t € N :
n=2%2t+1).

1) Premiére méthode : Utiliser une récurrence généralisée sur n.

2) Deuxiéme méthode : En considérant l’ensemble A = {m € N : 2™ /n}, montrer que A
posséde un plus grand élément noté s et que n = 2°(2t + 1).

Solution
1) * Pourn=1,n=2%2.0+1).
* Supposons que cette propriété est vraie pour tout k < n.
* Pour n : on distingue les deux cas suivants :
- Sin est impair, alors 3t € N:n =2t +1 d'oun =2°2t +1).
- Sin est pair, alors 3k € N* : n = 2k et puisque k < n, il résulte de I’hypothése de
récurrence que k = 2° (2t + 1) avec s',t € N. Ainsi n = 2571(2t + 1).
2)OnaA={meN:2"/n} CN, A#0 car0 e A et A est majoré, car Ym € A,
m < logn/log2. D’ou A posséde un plus grand élément qu’on note s. Alors, n = 2°k et
puisque 21 ¥ n, k est impair, i.e., 3t € N: k=2t + 1 donc n = 25(2t + 1).

Exercice 1.2

1) Montrer que si a € N et p est un nombre premier, alors p/a oup Aa = 1.

2) En déduire que si p et q sont deux entiers naturels premiers et distincts, alors p/A\q = 1.

3) Montrer que tout entier n > 2 admet un diviseur premier (Ind : Considérer l’ensemble
D ={d e N/ d>2etd/n}, montrer que D posséde un plus petit élément p et que p est
premier).

4) En déduire que l’ensemble des nombres premiers est infini. (Ind : on suppose que l’ensem-
ble P des nombres premiers est fini, i.e., P = {p1,...,pn}, avec p; les nombres premiers,
considérer lentier m = py ...p, + 1 et utiliser 3)).

Solution

1) Soit d = p A a. Puisque d/p et p est premier, d =1 oud =p. Ainsip ANa =1 ou p/a.

2) D’aprés la question précédente, p A q = 1 ou p/q et puisque q est premier et p # q,
pAq=1.

3) Soientn >2 et D={deN:d>2etd/n}. OnaD #0 (ne€ D) etDCN, douD
posséde un plus petit élément qu’on note p. Alors p est premier, sinon, 3d ¢ {1,p} tel que d/p
et par suite d/n, ce qui contredit le fait que p est le plus petit élément de D.
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2 CHAPITRE 1. ARITHMETIQUE

4) Supposons que P = {p1,...,pn} est fini et considérons m =p;...p, +1. On am > 2,
d’ou, d’aprés 8), Ip premier : p/m et puisque p = p;, alors p/py ...p, doncp/1 =m—py...py,
ce qui est absurde.

Exercice 1.3 Soient a,b € N.
1) Montrer que sia Nb=1, alorsa A (a+b) =bA(a+b)=1etabA(a+b)=1.
2) En déduire que si a Nb=d, alors (a+b) A (aV b) =d.

Solution

1) Sid/a et d/a+ b, alors d/(a 4+ b) —a = b et par suite d = 1. On utilise le méme
raisonnement pour vérifier que b A (a +b) = 1.

On a aussi ab A (a +b) = 1. En effet, supposons que ab A (a + b) # 1, Ip premier tel que
p/ab et p/(a +b), alors (p/a et p/(a+ b)) ou (p/b et p/(a+ b)) et donc a A (a+b) # 1 ou
bA(a+0b)#1.

2) Posons a = dd' et b = db, alors o ANV = 1 et donc
(a+b)A(aVb) = ((da’'+db')A(da'Vdl')) = (d(a'+b)Ad(a'V)) = d.((a'+V) A\ (a'V')) et puisque
a AU =1, on a, d’aprés la question précédente, (a' +b0') A (a'b') =1, dou (a+b) A (aVb) =d.

Exercice 1.4

1) Soit n € N — {0,1}. Montrer que tous les entiers suivants ne sont pas des nombres
premiers : n!+2,n!'+3,...,n! +n.

2) Donner 100 entiers consécutifs non premiers.

Solution

1) On remarque que 2/n!+2,3/n!+ 3,...et n/n! + n.

2) On prend n = 101 et ny, = n! + k avec 2 < k < 101. D’aprés la question précédente, les
100 entiers ny sont des entiers non premiers.

Exercice 1.5 Soit p € N—{0,1}. Montrer que si (p—1)! = —1(mod p), alors p est un nombre
premier.

Solution Supposons que p n'est pas premier, alors 3d € {2,...,p— 1} : d/p. Comme d €
{2,...,p—1},d/(p—1), d.e., (p— 1) =0 (modd). Or, on a (p—1)! = —1 (modd) car d/p,
contradiction.

Exercice 1.6 Soient n € N —{0,1} et p un nombre premier. Si p/n, on appelle p-valuation
de n, et on la note v,(n), Uexposant de la plus grande puissance de p divisant n. i.e., v,(n) =
sup{a € N*/ p*/n}. Si p{n, on convient que v,(n) = 0.

1) Déterminer vo(104), v3(243) et vs(81).

2) Montrer que sin,m € N—{0,1}, alors v,(nm) = v,(n) + vy(m).

3) Montrer que v5(1000!) = 994.

Solution

1) On a 104 = 23.13, d’ot v2(104) = 3. De méme, v3(243) =5 et vs5(81) = 0.

2) Posons v,(n) = a et vy(m) = 3, alors p®*# /nm et donc a + B < v,(nm). On a aussi
p* Pty nm, sinon p*t/n ou pPtY/m, alors v,(nm) = v,(n) + v,(m).

3) 1000! = 1.(2.1).3.(2.2).....999.(2.500) = 2°9.500!.k avec 2 { k, donc, en utilisant 2),
2(10001) = 500 + v5(5001). Aussi, v2(5001) = 250 + v5(2501), v2(2501) = 125 + v5(125),
(1251) = 62 + 12(621), v5(62!) = 31 + v2(311), va(31!) = 15 + v2(151), va(15!) = 7 + va (7)),
vo(7!) = 3+ v2(3!) =4 et ainsi v2(1000!) = 500 + 250 + 1254+ 62 +31 4+ 15+ 7+ 3+ 1 = 994.



Exercice 1.7 Montrer que :
1) 11/2123 4 3121
2) 7/32n+1 + 2n+2

Solution

1) On a 2° = —1 (mod 11), d’o 2! = 1 (mod 11). Aussi, on a 3° = 1 (mod 11), alors
2123 4 3121 — (210)12 93 4 (319)123 =23 + 3 =0 (mod 11).

2) 33+l L ont2 — (32" 3 12" 4 =2"(3+4) =0 (mod 7).

Exercice 1.8

1) Soient a,b € Z*. On suppose qu’il existe q,c € Z tels que b = aq + c¢. Montrer que
aNb=aAc.

2) Soit k € N. Montrer que (5k + 3) A (2k — 1) divise 11 et que (5k +3) N (2k—1) =1 si,
et seulement si, k + 5 n’est pas congru & 0 modulo 11 (Ind : Appliquer deux fois la réduction
issue de 1)).

3) Soient a = 327 et b = 823. Résoudre ’équation : ax + by = 36.

Solution

1) Posonsd=aANbetd =aANc. Onad/aq etd/b d’ou d/b— aq donc d/c. Puisque d/c
et d/a, alors d/d'. De méme, on vérifie que d'/d et ainsi d = d'.

2) *On abk+3=22k—-1)+ (k+5). Posonsb=5k+3,a=2k—1etc=k+5. En
utilisant 1), on a : (bk+3)AN(2k—1) = (2k—1)A(k+5). On a aussi 2k — 1 = 2(k+5) — 11,
alors (2k — 1) A (k+5) = (k+5) A 11 et ainsi (bk 4+ 3) A (2k — 1) = (k+5) A 11 divise 11.

*On a(k+5)AN11 =1 si, et seulement si, k+5 # 0 (mod 11), car 11 est premier, d’ou
(5k+3) A (2k — 1) =1 si, et seulement si, k+5 Z£ 0 (mod 11).

3) On prend k = 164,a = 2k —1 =327 et b =5k +3 =823; k+5 =169 = 4 (mod 11)
d’ou, d’aprés 2), a Nb = 1.

On a (k +5) A 11 = 1. Utilisons ’algorithme d’FEuclide pour déterminer s,t € 7 tels que
s(k4+5) 411t =1;k+5=169 =11 x 1544, q1 = 15,71 =411 =4 x2+3,qo = 2,75 = 3;4 =
3x1+1,g3=1,r3=1, alors 1 = (1 +q2q3)(k+5) +11(—q¢1 — g3 — q1G2q3) = 3(k+5) — 46.11 ;
on prend s = 3 et t = —46.

Utilisons la réduction 1) pour déterminer u,v € Z tels que ub+va = 1. On a s(k+5)+11t =
1, alors 1 = s(b—2a) + t[2(k+5) — a] = s(b— 2a) +t[(2b — 4a) — a] = (s +2t)b+ (—2s — 5t)a
et ainsi, on prend u = s + 2t = —89 et v = —2s — 5t = 224, d’ou 36ub + 36va = 36, alors
(x—36v)a+ (y—36u)b =0 (*), ainsi b/(x—36v)a et par suite b/(x—36v), car aNb = 1. Alors,
x = 36v +mb, o m € Z. En remplagant x par 36v + mb dans (*), on obtient y = 36u — ma.
On vérifie facilement que x = 36v + mb et y = 36u — ma est solution de l’équation et ainsi
S = {(36v + mb, 36u — ma)/m € Z} ={(8064 + mb, —3204 — ma)/m € Z}.

Exercice 1.9
) : x1 =1 (modulo 28) xe =0 ( modulo 28)
1) Déterminer x1, x5 € Z tels que { 1 = 0 (modulo 19) ¢ 23 = 1 (modulo 19)
x = 13 (modulo 28)

2) Déterminer x € Z tel que { z =9 (modulo 19)
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Solution
1) On a28N19 =1, d’ou 19.34(—2).28 = 1. En posant ¢; = 19u = 57 et ¢y = 28v = —56,
c1 = 1 (modulo 28)
c1 =0 (modulo 19)
(modulo 28.19 = 532).
x = 13 (modulo 28)

2) Posons by = 13 et by = 9 alors =9 (modulo 19)
(modulo 28.19 = 532), i.e, x = 13.57 — 9.56 = 237 (modulo 28.19 = 532).

on obtient et ainsi v1 = ¢ (modulo 28.19 = 532). De méme, x5 = o

si, et seulement si, v = byci+bocoy

Exercice 1.10
1) Soit p un nombre premier.
a) Montrer que pour tout entier naturel non nul k < p, on a p\q’;.
b) En déduire le petit théoréeme de Fermat : si p est premier, alors pour tout entier x
tel que © # 0 (mod p), on a zP~' =1 (modp).
2) Soit n € N*. On appelle Indicateur d’FEuler de n le nombre, noté p(n), des entiers m
tels quel <m <mnetmAn=1.1e., pn)=cardfmeN:1<m<netmAn=1}.
a) Calculer p(6),©(8),¢(13) et ¢(p) sip est premier.
b) Montrer que si p et q sont deuxr mnombres premiers distincts, alors
o(pq) = (p—1)(¢—1).(Ind : Déterminer le nombre des m tels que 1 < m < pq et m Apq # 1).

Solution

1)
a) On a pCI]f:ll = k:C;f d’ot p/kCI’f et puisque p ANk =1 (k < p et p premier), alors p/C;f.
b) Utilisons maintenant une récurrence finie sur {1,...,p — 1} pour montrer que z? = x

(mod p). Le résultat est évident pour x = 1, supposons que le résultat est vrai pour . Alors,
p—1

(x4+1)P = xp+ZC’;f:Up_k+1. Or, pourk :1<k<p-—1, p|C;f, dot (z+1)P =2P+1=0+1
k=1

(mod p).

Ainsi, pour tout entier z, p/zP — x = z(zP"t — 1), comme p Ax = 1, p/(xP7L — 1), i.e.,
2P~ =1 (modp).

2)

a) p(6) =2, (8) =4, p(13) =12 et puisque Vk € {1,...,p—1},kAp=1, p(p) =p— 1.

b) Soit m tel que 1 < m < pq. On a m Apq # 1 si, et seulement si, p/m ou q/m. Alors,
les entiers m tels que 1 < m < pq et m A pq # 1 sont exactement les multiples de p ou de q
dans {1, ...,pq}.

Les multiples de p dans {1,...,pq} sont p,2p,...,qp et par suite, leur nombre est q. De
méme, le nombre des multiples de q dans {1,...,pq} est p. Puisque pq est le seul multiple
commun de p et q dans {1, ...,pq}, le nombre des entiers m tels que 1 < m < pg et m Apq # 1
est p+ q — 1. Ainsi, le nombre des entiers m tels que 1 < m < pqg et m AN pg = 1 est

pg—(p+q—1)=(p—1)(q—1) et donc p(pq) = (p — 1)(qg — 1).

Exercice 1.11 (Le cryptosystéme RSA inventé par Rivest, Shamir et Adelman en 1977)
Une personne A wveut utiliser le cryptosystéeme RSA, il prend deux nombres premiers p et q
distincts, et pose n = pq. Il choisit un entier e avec 1 < e < ¢(n) et e A p(n) = 1.

1) Montrer qu’il existe un, et un seul, entier d tel que : 1 < d < p(n) et ed =1 (modp(n))
(utiliser U'identité de Bezout).



- Le couple (n, e) s’appelle la clef publique de A (cette clef est publiée sur Internet).
- Le couple (n,d) s’appelle la clef privée de A (p, q et d doivent rester secrets).
2) Montrer que pour tout entier z tel que 1 < x < n, on a (z°)! = x (modn). (Ind :
montrer le résultat modulo p puis modulo q en wutilisant ’exercice précédent).
3) Application : on prendp ="7,q=17,e = 11, n = 119 et p(n) = 96.
a) Trouver d tel que 1 < d < 96 et ed =1 (mod 96).
b) On veut envoyer le message x =5 a la personne A. Calculer y = x° (modn) (on
chiffre le message = avec la clef publique de A).
c) A regoit le message crypté y. Calculer y¢ (modn), et montrer que A peut retrouver
le message original x (A déchiffre le message codé y avec sa clef privée).

Solution

1) D’aprés le théoréme de Bezout, 3di,ds € 7 : ed; + p(n)dy = 1. Soit d le résidu de dy
modulo ¢(n), d'ou0 < d < p(n) eted =1 (mod p(n)). Il est évident que d ¢ {0,1}. Supposons
maintenant qu’il existe un entierd : 1 < d < @(n) eted =1 (modyp(n)), alors p(n)/e(d—d)
et par suite p(n)/(d —d), car e A p(n) =1. Comme |d —d| < o(n), on ad =d

2) Puisque ed = 1 (mod ¢(n)), 3d' € Z tel que ed + ¢(n)d' = 1. 1l est évident que d' € Z~
et par suite posons d' = —d € Z~. Distinguons les deux cas suivants :

*SizxAn=1, onaxP™t #0 (modq), sinon q/z et par suite v An # 1. Alors, en utlisant
le petit théoréme de Fermat, (xP~1)9"1 = 1 (modq). De méme, (271?71 = 1 (mod p), d’ou
q/:ﬁ(") —1et p/x*"(") — 1. Puisque p et q sont premiers et distincts, alors n = pq/xw(") —1et
ainsi ™ =1 (modn).

Comme ed — p(n)d” =1, (2¢)? = 21 (¢ =z (modn), car z¥™ =1 (modn).

*SixAn # 1, alors x est un multiple de p ou x est un multiple de q. Remarquons d’abord
que x me peut pas étre un multiple commun de p et de q, sinon, n/x ce qui est impossible car
1 <z < n. Supposons que p/x et que qtx (de méme si q/x et ptx), alors =1 # 0 (mod q)
d’ot, (zP~1)71 =1 (mod q). Ainsi, (z°)? = 21 (x*™)? = 2 (mod q), car z¥™ =1 (modq) et
comme (2¢)¢ = x =0 (modp), (z¢)? =z (modn).

3)

a)eNpn)=1.pMn) =96 =11.8+8, ¢ =8,r; =8, e=11=81+3, g = 1,79 = 3,
r=8=3242,q3=2,13=2,179=3=21+1,qu=1,r4 =1, alorsry =1 =1r9—1r3qs = 10—
(r1—r2g3)qs = —r1+r2(l+gsqa) = —r1+(e—7162)(1+¢3q4) = e(1+q3q4) —71(1+q2+q243q4) =
e(14¢3q1) — (p(n) —eq1) (1+q2+¢2q301) = e(1+q1+q192+q302+¢1924394) +p(n) (—1—G2—G2G344)
et par suite, on a d =1+ ¢ + q1g2 + ¢3¢4 + q1G23q2 = 35.

b) Calcul de 5" (mod 119) : pour simplifier les calculs, on écrit I'exposant 11 en binaire :
11 = (1011),, d’on 5! = 52’ 52 5! = 67.25.5 = 45 (mod 119).

c¢) Calcul de y? = (45)% (modn). on écrit lexposant 35 en binaire : 35 = (100011),, d’ou

y? = 45% 45245 = 18.2.45 = 5 (mod 119).

Lorsque A regoit le message vy, il calcule y¢ (modn) et obtient x, car y¢ = (x¢)?
(modn).

X
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Chapitre 2

Groupes

Exercice 2.1 Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G tels que H # G et K # G.
Montrer que HU K # G.

Solution

Si HC K (resp. K C H), alors HUK = K # G (resp. HUK = H # G). Supposons
que HZ K et que K € H, alors3h € H:h¢ K et 3k € K : k¢ H. On a hk € G, mais
hk ¢ HUK car si hk € H, alors k = h™'(hk) € H, de méme si hk € K.

Exercice 2.2 (Théoréme de Wilson) Soit p € N. Montrer que si p est un nombre premier,
alors (p—1)! = —1(mod p). (Ind : considérer le groupe multiplicatif (Z/pZ)* et déterminer ses
éléments T tels que T = T71).

Solution
On cherche d’abord les éléments & € (Z/pZ)* tels que T = T7'. On a T = 7' si, et
seulement si, T2 = 1 si, et seulement si, p/2* — 1 = (x — 1)(z +

1) si, et seulement si,
p/r—1oup/zr+1 e,z =10uz=—-1=p—1 Ainsi, si k € {2,...,p—2}, i.e., k €
(Z/pZ) —{1,p — 1}, alors k™' # k etk™' € {2,....p — 2} d’ou H k=1 etainsi(p—1) =

2<k<p—2

1.p—1. H k=p—1=—1 (modp).

2<k<p—2

Exercice 2.3 Soit G =< a > un groupe cyclique d’ordre n.
1) Montrer que tout sous-groupe de G est cyclique.
2) Soit H # {e} un sous-groupe de G et m le plus petit entier strictement positif tel que
a™ € H. Montrer que m/n et que |H| = .
3) Montrer que si d € N est tel que d/n, alors G posséde un unique sous-groupe d’ordre d.
Application : Déterminer le sous-groupe de Z /1047 d’ordre 4.

Solution

1) Soit H un sous-groupe de G =< a >. Supposons que H # {e} (si H = {e}, H =< e >
est cyclique), alors, d’aprés le cours, H =< a™ >, avec m est le plus petit entier strictement
positif tel que a™ € H.

2) On a H =< a™ >. En effectuant la division euclidienne de n par m, on obtient n =
mq + 1 avec (¢,7) ENX N et 0 <r<m.
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Puisque G =< a > est d’ordre n, e = a" d’ot e = a™%.a" € H et comme a™? = (a™)? € H
cara™ € H, a” = (a™?)~ € H. Etant donné que m est le plus petit entier strictement positif
tel que a™ € H et que 0 <1 <m, alorsr =0 et ainsi m/n.

Posons |H| = o(a™) = s. On a a™ = (a™)° = e d’o n/ms et puisque m/n, = /s. D’autre
part, (a™)m =a" =e d'ow s/2. Alors s = .

3) Sid =1, alors H = {e} est l'unique sous-groupe de G d’ordre 1.

Supposons que d > 1. Soit H =< ad >. Puisque d/n, %5 est le plus petit entier strictement

positif tel que ad € H ; en effet, si a® € H =< ai >, a® = (a4)! d’ow a*® = e ainsi n/sd et

puisque d/n, 5 /s. Alors, d’aprés b), |H| = & = d.
d
De plus, Si K est un sous-groupe de G (d’ordre d) alors K =< a™ > avec m est le plus petit
entier strictement positif tel que o™ € K et, daprés b), on a d = L dou

K =<a™ >=<ai >= H.
Application : 7./1047 est un groupe cyclique et 4/104. Alors,d’aprés c), 7./1047 posséde
un unique sous-groupe H d’ordre 4 et H =< 1TO4.I >=< 26 >= {0, 26,52, 78}.

Exercice 2.4

1) Soit m € Z/nZ. Montrer que Z/nZ =< m > si, et seulement si, m An = 1.

2) En déduire que si G est un groupe cyclique d’ordre n, alors @(n) est le nombre des
générateurs distincts de G.

3) Montrer que si d/n, alors ¢(d) est le nombre d’éléments de Z/nZ d’ordre d. (ind.
appliquer 2) o lunique sous-groupe de Z./nZ d’ordre d).

4) En déduire que n = Z o(d).

d/n

Solution

1) Supposons que Z/nZ =< m >, alors u € Z : 1 = wn =um, t.e., v € Z: um+wvn =1
d’oty m An = 1. Réciproqguement, si m An =1, alors Ju,v € Z : um +vn =1 d’ots um = 1
(modn) et ainsi Z/nZ =< m > (si & € Z/nZ alors T = xu.m € < m >).

2) Puisque G est cyclique d’ordre n, alors G ~ Z/nZ. Ainsi, d’aprés la question précédente,
le nombre de générateurs de Z/nZ n’est autre que le nombre desm:1 <m <n etmAn=1.

3) Soient H 'unique sous-groupe de 7 /nZ d’ordre d et m € Z/nZ. On a o(m) = d si, et
seulement si, H =< m >. Ainsi le nombre des éléments de Z/nZ d’ordre d est égal au nombre
des générateurs de H.

Comme H est cyclique d’ordre d, H ~ 7Z/dZ. Alors, d’aprés la question précédente, le
nombre des générateurs de H est p(d).

4) Soient d € N et Eg = {m € Z/nZ | o(m) = d}. Si d{n, alors E; =0 (o(m)/n,Vm €
Z/n7Z) et sid/n, alors Eg = {m € Z/nZ | o(m) = d} # 0 (question 3) de l’exercice précédent).
Aussi, si d # d', alors EgNEy =0 et Vin € Z/nZ,3\d : m € Ey. Ainsi, (Eq)asm forment une
partition de Z/nZ et par suite n = |Z/nZ| = anrd(Ed). Or, d’aprés 3), card(Ey) = o(d)

d/n
et donc n = ng(d).

d/n

Exercice 2.5 Soient G un groupe fini, H et K deux sous-groupes de G. On pose L = H N K
et (K/L)y, = {kiL,... ,k,L}, ou k1L, ...,k,L sont les différentes classes de K modulo L a
gauche.



1) Montrer que k1H, ... k,H forment une partition de KH.
2) En déduire que card(KH) = ZHEL

[HNK]|

Solution

1) Ona:

*V’l = 1,...,n . kZH % @ car ]{ZZ = /{Jie € /{JZH

*Sii# j, kiHNk;H =0, sinon 3h, W' € H : k;h = kb alors kj 'k; = h'h™ € HNK = L
d’ot k;L = k;L, ce qui contredit le fait que k;L N k;L = 0.

*On a Ul{:iH C KH. Vérifions alors l'autre inclusion : soit kh € KH. Comme K =

i=1
Uk’iL, alors 3j : k € k;L d’ou k = kjl, avec | € L, ainsi kh = k;(lh) € kjH carl € L C H
i=1
eth e H.

2) Puisque k1 H, ... k,H forment une partition de KH, card(KH) anrd (k;H). En

remarquant que¥Ni =1, ...n, f : H — k;H, h — k;h est une bijection, on a card(k‘ H)=|H|
d’ot card(KH) = n|H| D’apres le théoreme de Lagrange, on an = [K : L] = £l dou

L]
card(KH) = |K|!f| :

Exercice 2.6 Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes distingués de G et tels que
HNK ={e}.

1) Montrer que Vh € H Yk € K, hk = kh.

2) Montrer que HK est un sous-groupe distingué de G et que HK ~ H x K.

Solution

1) On aVh € HVk € K, hkh 'k = (hkh ")k~ € K car K < G et par suite hkh™ € K.
De méme, hkh™ k™' = h(kh™'k™') € H. D’ov hkh™ k™' = HN K = {e} et donc hk = kh.

2) Puisque HK = KH, HK est un sous-groupe de G. On a aussi HK < G. En effet, soit
g€ G,he H ke K, alors ghkg™' = (ghg)(gkg™) € HK car H et K sont distingués dans
G.

Montrons que HK ~ H x K. Soit f : Hx K — HK, (h,k) — hk. f est évidemment
une application surjective et en utilisant hk = kh,VYh € H,Vk € K, on vérifie facilement que
f est un homomorphisme de groupes. f est aussi injectif. En effet, soit (h,k) € ker f d’ou
hk =e alorsh=k'e HNK = {e}, i.e., h=k =e.

Exercice 2.7 Soit G un groupe.
1) Montrer que si |G| est pair, alors G posséde un élément d’ordre 2. (Considérer [’ensemble
E={ze€G/x#z7'}).
2) Soit G un groupe non cyclique d’ordre 6 et a un élément de G d’ordre 2.
a) Montrer que si b € G : o(b) = 2 et ab = ba, alors b = a. (Ind : considérer le
sous-groupe < a,b >).
b) Montrer que G posséde un élément d’ordre 3. (Ind. soit b € G —{a,b}. Montrer que
st o(b) = 2 alors o(ab) = 3).
¢) Dans la suite, on note c cet élément.
i) Montrer que ac # ca et que G = {e, a,c, c?, ac,ac?}.
i) En déduire que ca = ac® et que G ~ Ss. (Ind. considérer la table de multipli-
cation de G).
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Solution

1) Soit E = {x € G/x # x7'}. Supposons que E # (), sinon Vz € G : 2* = e et puisque
|G| > 1, il suffit de prendre x # e. On remarque que six € E, alorsx™' € E et x # x~' d’ou
card(E) est pair et par suite card(G — E) est pair. Comme e € (G—F),Jr € G—FE:x #e
et ainsi o(x) = 2.

2) a est un élément de G d’ordre 2 (un tel élément existe car |G| = 6 est pair (question
1)).

a) Si b # a alors H = {e,a,b,ab} est un sous-groupe de G, ce qui est faux car |H| =4 ¢
|G| = 6.

b) Soit b € G — {e,a}. Puisque G est non cyclique et b # e, o(b) € {2,3}. Supposons que
o(b) = 2 alors o(ab) € {1,2,3,6}. Or, o(ab) # 1 sinon b = a, o(ab) # 2 sinon ab = ba et par
suite b = a (utiliser a)) et o(ab) # 6 sinon G =< ab > est cyclique. Alors o(ab) = 3.

¢)

i) Si ac = ca, alors o(ac) = 6. En effet, o(ac) # 1 sinon ac = e et donc ¢ = a, o(ac) # 2
sinon (ac)? = a®c®> = ¢® = e et o(ac) # 3 sinon (ac)® = a®>c® = a = e et donc o(ac) = 6. D’ou
G est cyclique, contradiction.

Puisque o(a) =21 | <c>|=3,a ¢<c> doue,c,c a sont des éléments de G deuz
deux distincts. On vérifie facilement que e, c, c?, a, ac,ac® sont des éléments de G deuz & deux
distincts et donc G = {e, ¢, %, a, ac,ac?}.

ii) On a ca # e, sinon c = e, ca # ¢, sinon a = e, ca # ¢*, sinon a = ¢, ca # a, sinon

c=e. On a aussi, d’aprés la question précédebte, ca # ac d’ow ca = ac?.

(On peut aussi remarquer que |G :< ¢ >| = 2 alors, d’aprés le cours, < ¢ ><1 G et par
suite aca™t €< ¢ >. aca™t # e car c # e et aca”t # ¢ car ac # ca, alors aca™' = c* et ainsi
ca = ac?).

La table de multiplication de G est

F-le |a |ac |ac®|c |

e |e |a |ac |ac?|c |c?

a |a e c |ac |ac?

ac |ac | 2 |e c ac? | a | (Pour ne pas effectuer tous les calculs, on utilise le
ac? |ac* ¢ | |e |a |ac

c |c lact|a |ac |2

| Jac |act|a |e

fait que cette table est un carré latin).
L’homomorphisme f : G — S3 défini par f(a) = (12), f(c) = (123) est un isomorphisme
de groupes.

Exercice 2.8 Soit Gly(C) le groupe des matrices carrées d’ordre 2 inversibles a coefficients
dans C. On considére les éléments suivants : [ = L0 A= 0 "Vetp=|"7 02 ,
01 1 0 0 j

ot j = €'%.
On note G =< A, B > le sous- groupe de Gls(C) engendré par A et B.
1) Déterminer les ordres de A et de B.
2) Veérifier que ABA ! = B? et que AB*A™! = B.
8) Montrer que G = {A"B*/h € {0,1,2,3} et k € {0,1,2}}.

Solution



11

0

2
O) — B2 Aussi, AB2A~! — (ABA"1)? —

2) On a ABA™! = ABA3 = —ABA = ( ]0 ;
(—ABA)? = (B?)? = B.

3) Soit M € G, alors M = A™ B™ ... A" B" avec m;,n; € Z et r € N*. Puisque o(A) = 4
et o(B) = 3 alors M = AL B*'.. A" B avec l; € {0,1,2,3} et s; € {0,1,2}.

On a BA = AB? (question 2)), B2A = B(BA) = B(AB?) = (BA)B? = AB* = AB et
ainsi si C = B'A® (avecl € {1,2} et s € {1,2,3} alors C = A“B". (Par exemple, si C = BA?,
alors C = (BA)A = (AB%*)A = A(B%*A) = A(AB) = A?B). Par suite, M s’écrit sous la forme
M = A"B* avec h € {0,1,2,3} et k € {0,1,2}.

1) o(A) =4 (A2 = —, A5 = —A, A* = 1). o(B) = 3 (B2 = (jz 2) B =1).

Exercice 2.9 Soit G un groupe fini noté multiplicativement. Montrer que tout homomor-
phisme de groupes de (Q,+) vers (G,.) est triviale. i.e., si f : Q — G est un homomorphisme

de groupes, alors Vx € Q, f(x) = e. (Ind : remarquer que si 7= € Q, alors f(s.7+) = (f(1))*,
Vs € Z).

Solution
Soient L € Q et d lordre de G. Alors f(£) = f(d==) = (f(3%))? et puisque f(7=) € G
et d est Uordre de G, (f(4%))* =e.

Exercice 2.10

1) Déterminer les sous-groupes de Z/nZ et l'image de mZ par la surjection canonique
s: 27— Z/nk.

Application : Déterminer les sous-groupes de Z/127 et les images de 5Z et 87 par la
surjection canonique s : 7 — Z/127.

2) Montrer que si q/n, alors les groupes qZ/nZ. et Z/%Z sont isomorphes.

Solution

1) * Les sous-groupes de Z/nZ sont de la forme mZ/nZ tels que m/n.

*¥*s(mZ) = mZ+nZ/nZ = dZ/nZ ot d = n A m. En particulier, si m/n, alors s(mZ) =
mZ/nZ.

Application : Les sous-groupes de Z/127 sont de la forme mZ /127 tels que m/12. Ainsi,
(0,3,6,0), 47,127 —< 4 >= {0, 4,8}, 67,127 —< 6 >= {0,6) et 122,127 — {0}.

*¥¥%5(5Z) = (BN12)Z/12Z = 7127 et s(8Z) = (8 N12)Z /127 = AZ.]127.

2) Z/nZ =< 1 > est un groupe cyclique d’ordre n. Puisque q/n, q est le plus petit entier
strictement positifs tel que q.1 € qZ/nZ et ainsi qZ/nZ =< q > est le sous-groupe de Z/nZ
d’ordre o (cf. exercice 2.3)). Comme qZ/nZ est un sous-groupe du groupe cyclique Z/nZ,
qZ/nZ est cyclique d’ordre % et alors qZ/nZ ~ Z/%Z.

Autre méthode : On peut aussi montrer que qZ/nZ ~ 7./ gZ en utilisant le premier théoréme
d’isomorphisme. En effet, soit f : Z — qZ/nZ, x — GT. [ est évidemment un homomor-
phisme de groupes surjectif. Soit ¥ € Z, v € ker f si, et seulemet si, qT = 0 si, et seulemet si,
n/qx si, et seulemet si, %/x si, et seulemet si, x € %Z, ainsi ker f = %Z et en appliquant le
premier théoréme d’isomorphisme, on obtient Z/ %Z ~ qZ/nZ.
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L un automorphisme

Exercice 2.11 Soient G un groupe, a € G et 7, : G — G, v —— axa™
intérieur de G.

1) Vérifier que l’ensemble Int(G) des automorphismes intérieurs de G est un sous-groupe
de Aut(G).

2) Montrer que le centre Z(G) de G est un sous-groupe distingué de G et que G/Z(G) ~

Int(G).

Solution

1) D’aprés le cours, on aVa € G, T, € Aut(G). Alors, soit Uapplication f : G — Aut(G),
a — T,. Vérifions que f est un homomorphisme de groupes : on a Vx € G, Tu(x) =
abrb~la™t = a(bzb ™ )at = 7,(bab™!) = 7,0 Ty(x) dou Va,b € G, f(ab) = Ty = To0 Ty =
f(a)o f(b). Puisque Int(G) = f(G) et f est un homomorphisme de groupes, alors Int(G) est
un sous-groupe de Aut(G).

Autre méthode : On peut aussi vérifier que Int(G) est un sous-groupe de Aut(G) en utilisant
la caractérisation des sous-groupes : Int(G) C Aut(G), Int(G) # 0 car Idg = 7. € Int(G) et
VTa, Ty € G,Ta 0 (Tp) L = Tap1 car (7)™ = Tp1 €t T4 0 Te = Tae.

2) On a kerf = Z(G). En effet, soit a € G, a € ker [ si, et seulemet si, T, = Idg si, et
seulemet si, Vr € G,axr = xa si, et seulemet si, a € Z(G). Ainsi, Z(G) est un sous-groupe

distingué de G et en appliquant le premier théoréme d’isomorphisme, on obtient, G /ker f ~
Im f, i.e., G/Z(G) ~ Int(G).

Exercice 2.12 Soient G un groupe et Z(G) le centre de G. Montrer que si le groupe G /Z(G)
est monogéne, alors G est abélien.

Solution

Posons G/Z(G) =< aZ(G) > . Soient x,y € G, puisque G/Z(G) =< aZ(G) >, In,m €
Z :2Z(G) = (aZ(G)" = a"Z(G), i.e., x = a"z avec z1 € Z(G) et yZ(G) = (aZ(G))" =
a"Z(Q), i.e., y = a™zy avec z3 € Z(G). Ainsi, xy = a"z10™zy = a™ 20"z = yT car zy, 23 €
Z(G) et a"a™ = a™™™ = a™a".

Exercice 2.13 Soient n,d € N*, G un groupe abélien d’ordre n moté multiplicativement et
f:G— G,z+— 2.

1) Montrer que f est un endomorphisme de G.

2) Montrer que sin ANd =1, alors [ est un automorphisme de G.

3) En déduire que sin est impair, alors tout élément de G est un carré.

Solution

1) On aVa,y € G, f(x.y) = (zy)? = 2% car G est abélien. Alors f(z.y) = f(z)f(y).

2) Puisque G est fini et f: G — G est une application de G dans G, il suffit de vérifier
que f est injectif. Soit x € ker f, alors f(z) = 2% = e d’ot o(x)/d. D’autre part, o(x)/n car
x € G doto(x)/nANd=1 donco(x) =1 et ainsi z = e d’ot ker f = {e}.

3) Posons d =2, alorsn Ad =1 d'ou f: G — G, x — 2 est un automorphisme de G
et ainsi [ est surjectif, i.e., Vg€ G, Jwx € G : f(z) = 2> =g.

. . 1234567389 10
Exercice 2.14 Soit o = < 3714926985 10 ) € Sio.

1) Décomposer o en produit de cycles disjoints et en produit de transpositions.

2) Déterminer (o).

3) Calculer o207,
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Solution

1) 0 = (13)(2795) est une décomposition de o en un produit de cycles disjoints et o =
(13)(27)(79)(95) est une décomposition de o en un produit de transpositions.

2) Puisque o se décompose en un mombre pair de transpositions, (o) = 1.

3) Puisque (13) et (2795) sont des cycles disjoints, (13) et (2795) commutent et ainsi 0 =
(2795)2 = (29)(75). On a aussi o® = (13)(2795)(29)(75) = (13)(2597), o* = (13)(2795)(13)(2597) =
(2795)(2597) = e et ainsi o(c) = 4.

Comme 2007 = 4.501 + 3, 027 = (04)50L.03 = e0? = 03 = (13)(2597).

Exercice 2.15
1) Déterminer tous les éléments de A,.
2) Soient ¢ = (ijk) un 3-cycle élément de Sy et o € Sy. Calculer oco™
3) Montrer que Ay ne posséde pas de sous-groupes d’ordre 6.

1

Solution

1) Ay ={e, (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)}.
On rappelle que |A4| = |S—2‘ =2 =12

2) On aolijk)o™ = (oli)o(j)o(k)). En cffet, o(ijk)o Ho(i) = U(Z k)(@) = o(j). D
meéme, o(ijk)o~ (U(J)) = o(k) et o(ijk)o" (o(k)) = o(i). Sil & {o(i),0(j),o(k)}, alOT’S

L) gE {i,5,k} dou (ijk)(c™*(1)) = oY1), ainsi o(ijk)o™(l) = oo () = 1. Alors

(Zﬂf) = (a(i)o(j)o(k)).

3) Supposons que Ay posséde un sous-groupe d’ordre 6 qu’on note H. Alors H est distingué
dans Ay car [Ayg : H) = 2. D’autre part, puisque le nombre des éléments de Ay qui ne sont pas
des 3-cycles est 4, alors H contient un 3-cycle qu’on note (ijk). Alors (ikj) = (ijk)? € H.

Soient | ¢ {i,j k} et oy = (ijl). On a o1(ijk)oyt = (o1(i)o1(j)o1(k)) = (jlk) € H
car H est distingué dans Ay (01 € Ay et (ijk) € H) et par suite (jkl) = (jlk)? € H. De
méme, en considérant oy = (ilj), on a o3(ijk)oy = (09(i)o2(j)oa(k)) = (lik) € H et aussi
(Iki) = (lik)* € H

Ainsi, on obtient six 3-cycles distincts de H. Or e est aussi un élément de H, contradiction.

Exercice 2.16
1) Soient G un groupe, a et b deux éléments de G d’ordre fini tels que ab = ba et
<a>N<b>={e}. Montrer que o(ab) = o(a) V o(b).

2)
a) Soit n > 2 un entier naturel pair et o € S, : 0(1) = 3,0(2) =4,0(3) =5,0(4) =
6,....0(n—3)=n—-1,0(n—2)=,0(n—1)=1,0(n) =2. Déterminer o(c) et (o).
b) Soit n > 3 un entier naturel impair et o € S, : 0(1) = 3,0(2) =4,0(3) =5,0(4) =
6,....,.0(n—3)=n—1,0(n—2)=n,0(n—1) =2,0(n) = 1. Déterminer o(c) et (o).

Solution

1) Posons o(a) = n, o(b) = m et o(ab) = k. Puisque (ab)™™ = a™™p™™ = e.e = e,
o(ab)/nV m. D’autre part, on a (ab)* = e, i.e. a* = b~ et puisque a* =b* € <a>N<b>,
alors a* =b=% = e d’oun/k et m/k et ainsi nV m/k = o(ab).

2)

a) * On a o = cicy avec ¢; = (13..n — 1) et co = (24...n). Puisque les cycles c1 et co

sont disjoints, alors cicy = cacy et < cp > N < cg >= {e} et ainsi o(c) = o(c1) V o(cz) = §

(0(e1) = ofc2) = 3).
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¥ e(o) = e(ereg) = e(er)e(ey) = (=1)271(=1)2"1 = 1. On rappelle que si c est un cycle
de longueur k, alors e(c) = (—1)F1,

b) * On a 0 = cicy avec ¢; = (13..n) et ¢ = (24..n — 1). Puisque les cycles ¢1 et co
sont disjoints, alors cica = cacy et < ¢; > N < ¢g >= {e} et ainsi o(c) = o(c1) V o(ca) =

~—

nTH v %1 = (ni%nﬂ) (o(c1) = nT“a 0(02)%1%1, ”T*:ﬂet ”TH sont premiers entre eur).
“* o(0) = e(eres) = e(er)e(cn) = (1)L (=1)F L = —1.



Chapitre 3

Anneaux et corps

Tous les anneaux sont supposés étre unitaires et non triviaux.

Exercice 3.1 Soit A un anneau commutatif, I et J deuxr idéaur de A. On considére
([:J)={a€A:aJ CI}.

1) Montrer que (I : J) est un idéal de A contenant I.

2) Montrer que (I : J)J C I.

3) Montrer que si K est un idéal de A, alors (INJ : K) = ([ : K)n(J: K) et que
(I:J+K)=(U:J)n(:K).

Solution

1) * Montrons que (I : J) = {a € A:aJ C I} est un idéal de A. On a (I : J) C A,
(I:J)#0car0e ([:J).Ne,ye ([:J),VjeJ, ona(x—y)j=xj—yj et puisque xj,yj € I
et I est un idéal de A, (x —y)j €l d'ou (x —y) € (I:J). On a aussiVa € ANz € (I : J),
axJ = a(zJ) et puisque xJ C I et I est un idéal de A, axJ C I alors (I : J) est un idéal de
A.

*OnalC(I:J). Eneffet, Vie I,iJ C I car I est un idéal de A.

2) Comme (I : J)J est l'idéal de A engendré par U'ensemble {xy/x € (I : J) ety € J}, il
suffit de vérifier que {xy/x € (I :J) etye J} CI. Soitx e (I:J) ety € J, alorszy € I.

3) *Soitx € A.x e (INJ: K) si, et seulement si, tK C I et K C J, i.e., x € (I :
K)n(J: K).

*Size(I:J+K) alorsx(J+ K)CI dowaxJ+axK CI et commex] CaxJ+axK CI
(respxK CaJ+aK CI),ze (I:J)N(I: K). Pour lautre inclusion, soit x € (I : J)N(I:
K), alorsxJ C I etaK CI dovzJ+xK CI, ainsixz € (I:J+ K).

Exercice 3.2 Soient A un anneau commutatif, I, ..., I, des idéaux de A.

1) Vérifier que I,.(I5.13) = (I1.13).13

2) On définit par récurrence lidéal I...I, en posant I.1s.I3 = (I1.13).13,.... 1.1, =
(I1...1n1)I,. Montrer que si Iy = (ai1),...,1, = (a,), alors I1...I, = (a;...a,). En déduire
que I" = (a™) si I = (a).

Solution

1) 1l suffit de vérifier que I1.(Is.13) et (I1.13).13 sont (tous les deux) engendrés par l’ensemble
X ={ayz/x € I,y € I,z € I3}. On a X C I.(I5.13). Soit J un idéal contenant X. Montrons
que I.(Is.13) C J. D’aprés le cours, I1.(Iy.13) est engendré par l’ensemble {uv : u € Iy et
v € (Iy.I3)}. Ainsi, pour montrer que Iy.(I2.I3) C J, il suffit de vérifier que {uwv : u € I,

15
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et v € (Iy.I3)} C J. Soit uwv tel que u € I et v € (Iy.13), on a v = Zyizi, avec n € N*
i=1

yi € Iy, z; € I3 d’ot uv = Zuyzzl Puisque uy;z; € X C J et J est un idéal, uv € J.
i=1

De la méme fagon, on montre que (1.15).15 est engendré par X. Donc I,.(15.13) = (11.15).15.

2) D’aprés la définition de I...1,, I;...1, est 'ensemble des sommes finies d’éléments de la
forme zy...x,, avec x; € I;. Alors ay...a,, € I1...1,, et par suite (a;...a,) C Iy...I,. Pour lautre
inclusion, soit x € I...1,, alors x s’écrit comme somme finie d’éléments de la forme xy...x,,
avec z; € I;. Comme xy...x, = (S1a1)...(B,an) , avec B; € A, xy..x, = (5;...0,)01...an, €
(ay...an) d'ot x € (a;...ap).

Ainsi, si I = (a), alors I" =1...I = (a...a) = (a").

Exercice 3.3 Soient A un anneau, I,J deux idéaux de A, p un idéal premier de A et m un
idéal maximal de A.
1) Montrer que si IJ Cp, alors I Cp ouJ Cp et quesiINJ =p alorsp=1oup=J.
2) En déduire que le seul idéal premier de A qui contient m? est l’idéal m.

Solution

1) * Supposons que I € p, i.e., Ix € I : & ¢ p. Montrons que J C P :Vy € J, on a
xy € IJ Cp et comme p est premier et x & p, y € p.

*SiINJ=yp,aorsIJCcINJ=pdoulCpould Cpetcommep Cl etpC.J car
INJ=p,alorsp=1oup=.J.

2) On am? C m et m est premier car m est mazimal. Montrons que c’est le seul idéal
premier de A qui contient m2. Soit p un idéal premier tel que m? C p, alors d’aprés 1) m C p
et puisque m est maximal et p # A car p est premier, m = p.

Exercice 3.4 Soient A,B deux anneauz et f : A — B un homomorphisme d’anneaut.
1)
a) Donner un exemple d’un idéal I de A tel que f(I) n’est pas un idéal de B.
b) Montrer que si f est surjectif, alors f(I) est un idéal de A.
2) Montrer que si p est un idéal premier de B, alors f~1(p) est un idéal premier de A.

3) Donner un exemple d’un idéal maximal m de B tel que f~(m) n’est pas un idéal mazimal
de A.

Solution

1)

a) On prend i : Z — Q,a — a, i est un homomorphisme d’anneauzx, 27 est un idéal de
Z, mais i(272) = 27 n’est pas un idéal de Q.

b) (I,+) est un sous-groupe de (A,+) et f est un homomorphisme de groupes de (A,+)
vers (B,+) d’ou f(I) est un sous-groupe de (B,+). On a aussi Vb € B,Vy € f(I), b = f(a),
ot a € A car f est surjectif et y = f(x), avec x € 1. Alors, by = f(a).f(z) = f(ax) et puisque
ax € I car I est un idéal de A, by € f(I).

2) D’apres le cours, f~1(p) est un idéal de A. Montrons que f~*(p) est premier. On a
f~Yp) # A, sinon 14 € f~1(p) et par suite 15 = f(14) € p, i.e., p = B. Soient a,b € A :
ab € f~X(p), dov f(ab) = f(a)f(b) € p alors f(a) € p ou f(b) € p et ainsi a € f~(p) ou
be fHp).
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3) Soiti:7Z — Q,a+— a. (0) est un idéal mazimal de Q, mais (0) = i~*(0) n'est pas un
tdéal maximal de 7.

Exercice 3.5

1) Soit n € N —{0,1}. Déterminer U(Z/nZ) et [U(Z/nZ)|.

2) Soient A, B deux anneaux. Montrer que U(A x B) =U(A) x U(B).

3) Montrer que si m,n € N—{0,1} : m An =1, alors p(nm) = @(n).p(m). (ind : utiliser
Z/nmZ ~ Z./nZ x L]/mZ).

4) Soit n € N —{0,1}. Calculer ¢(n). (Ind : écrire n = pi*..... P, avec p; premiers,
pi #p; sii# j,a; # 0, calculer p(p™) sip est premier et utiliser 3)).

Solution

1) Soit m € Z/nZ, m € U(Z/nZ) si, et seulement si, 3| € Z/nZ : m.l =1 si, et seulement
si, Ik € Z : 1 = kn + ml si, et seulement si, m An = 1. Ainsi, U(Z/nZ)| = p(n).

2) Soit (a,b) € AxB. (a,b) € U(AX B) si, et seulement si, I(a’, V') € AXB : (a,b).(a/,b) =
(ad’,bV') = (1,1) si, et seulement si, (a,b) € U(A) x U(B).

3) Soient m,n € N—{0,1} : m An = 1. D’aprés le cours, Z/nmZ ~ Z/nZ X Z/mZ d’ou
U(Z/nmZ) ~U(Z/nZXZL/mZ) (en tant que groupes), alorsU(Z/nmZ) ~ U(Z/nZ)xU(Z/mZ)
et ainsi o(nm) = \U(Z/nmZ)| = \U(Z/nZ)||U(Z/mZ)| = p(n).o(m).

4) Soient p un nombre premier, m € N* etl € {1,...,p™}. Alors, INp™ # 1 si, et seulement
si, p/l. Or les multiples de p dans {1,...,p™} sont p,2p, ...,p™ 'p = p™ et leur nombre est p™*
d’ow p(p™) = p™ —p" .

Sin =pit..... p2" avec p; premiers, p; # p; si i # j,a; # 0, alors, d’aprés 3), p(n) =
P(3).o(pm) car pi* Apj =1 sii # j, et ainsi p(n) = (pi* — pi* 7). (o — pirTt) =
n(l =) (1—20).

Exercice 3.6

1) Soit K = {( 8 2 ) Ja € R}. Montrer que K, muni de l'addition et de la multiplication

des matrices, est un corps. K est-il un sous-anneau (au sens des anneauz unitaires) de l’anneau
Ms(R)?

2) Soit A — {( - ) Ja,be 7).
a) Montrer que A est un sous-anneau commutatif de Ma(R).

b) Montrer que I = {( 00

b 0 ) /b € Z} est un idéal premier de A. I est-il maximal ?

Solution

1) 1l est évidnt que (K,+,.) est un anneau commutatif. La matrice < 8 2 ) est l'unité

—1
de K et tout élément < 8 2 ) € K — {0} est inversible et son inverse est < 8 2 ) =

( g (1) ) . Ainsi (K, +,.) est un corps (commutatif ).

K n'est pas un sous-anneau (au sens des anneauzr unitaires) de My(R) car lyar) =

(59)ex
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2)
a) On vérifie facilement que A# 0, I € A, VX, Y € A X —-Y € A et XY € A.

b)Soz'tf:A—>Z,(a 0

b —— a. Il est évident que f est un homomorphisme d’anneaux

surjectif et que kerf = I. Ainsi, d’aprés le premier théoréme d’isomorphisme, A/l ~ 7 et
comme 7. est intégre, I est premier. Cependant, I n’est pas un idéal mazximal car Z n’est pas
un corps.

Exercice 3.7
1) Soient A et B deux anneaux de caractéristiques respectivement m et n. Montrer que
car(A X B) =nV m.
2) Soit A un anneau intégre fini de caractéristique p.
a) Montrer que p # 0.
b) Montrer que A peut étre muni d’une structure d’espace vectoriel sur Z/pZ. En
déduire que card(A) = p", ot n € N*.

Solution
1) Remarquons d’abord que sin = 0 ou m = 0, alors Yk € N*, k(1,1) # (0,0) et ainsi
car(A x B) = 0.

Supposons maintenant que n # 0 et m #0. On a (nV m).(1,1) = ((nVvm)l,(nVm)l) =
(0,0) car nV m est un multiple de n et de m. D’ot car(A x B) # 0. Posons s = car(A X B).
Alors, d’aprés le cours, s = o(1,1) ((1,1) est considéré comme élément du groupe additif
(A x B,+)). Comme (nVm).(1,1) = (0,0), s/nV m. D’autre part, on a s(1,1) = (sl,s1) =
(0,0), d'oun/s et m/s et ainsin V m/s.

2) Puisque A est intégre et d’aprés le cours, p =0 ou p est premier.

a) Comme (A, +) est un groupe fini, o(1) est fini et ainsi car(A) =p # 0.

b) Z/pZ est wun corps (commutatif) et (A,+) est un groupe abélien.
Soit - : Z/pZ x A — A, (k,a) — ka. - est une application bien définie. En effet, soient
(k1,a) = (kg,a) (ki,ka € {0,1,...,p — 1}) d’ott p/ky — ko et donc (ky — ko)1 = 0 (carA = p).
Puisque |k — ka| < p, k1 — ke = 0 et ainsi kja = kaa.

On vérifie facilement que A, muni de l’addition et de l’opération externe -, est un Z/pZ-
espace vectoriel.

Puisque A est fini, A est un espace vectoriel de dimension finie. Soient (uy, ..., u,) une base
de A. Alors, le nombre des éléments de A est égal au nombre des combinaisons linéaires de la
forme aquy + ... + Qyu, avec (aq, ..., 0,) € (Z/pZ)" et ainsi cardA = p".

Exercice 3.8 Déterminer le corps des fractions de l’anneau Z[v/5] = {a + b\v/5/a,b € Z}.

Solution
Fr(Z[V5)) = {&2% /a,b,c,d € Z et (c,d) # (0,0)}. Soit v = =8 ¢ Fr(Z[V5], x =
%. On ac—dv5#0 car (c,d) # (0,0). Dot x = Ezgigzgg + ((cbzc:;;?)\/g € Q5] =

{a+BV5/a,B € Q}.
Pour Uautre inclusion, Yo + 3v5 € QV5], a + V5 = 7+ g\/g avec a,c € 7 et b,d € Z*

(a;_%,ﬁ = 9). Alors, o + V5 = ‘“Hbiljf‘/g c Fr(Z[\5)). Ainsi, Fr(Z[\/5]) = Q5] (=
Q(V5)).



Chapitre 4

Divisibilité dans un anneau principal

Exercice 4.1 On considére l'anneau Z[i] = {a + b/ a,b € Z}.
1) Déterminer U(Z[i]) et Fr(Z[i]).
2) On considére Uapplication f : Z[i] — Z/10Z, a + ib — a + Tb.
a) Montrer que f est un homomorphisme d’anneauz surjectif.
b) Montrer que ker f = (3 +1).
¢) En déduire que Z[i|/(3 + 1) ~ Z/10Z.
d) 3+ i est -il premier dans Z[i] ?

Solution

1)* Soit x = a+ib € U(Z[i]), alors Iy = c+id € Z[i] tel que xy = 1 d’ov |zy|* = |z |y|* =
1, i.e.(a®+0?) (> +d?) = 1 et par suite a®> +b* =1 (a,b,c,d € Z) alors nécessairement a = +1
ou bien b = +1 donc U(Z[i]) € {-1,1,i,—i}. D’autre part, on a {—1,1,i,—i} C U(Z][i]).
Ainsi U(Z[i)) = {-1, 1,14, —i}.

¥ Onoa Fr(zZli) = {3/ = € Zi], y € (Z[i]))*}. Soit € Fr(Z[i]), alors, en posant

v =a+ib, y = c+id ((c,d) # (0,0), on a = = &b — LeBGHLead) (o g £ 0),

d’ot x = g;jggl + ZIC’§+Z§ € Q] = {a+iB/ o, € Q} et ainsi Fr(Z[i]) C Qli]. On a aussi
Q[i] C Fr(Z[i]) ; en effet, soit z = a+if8 € Q[i] alors a = § et = <, avec a,c € Z,b,d € Z*
(a,8 € Q), alors z = & + i< = «dtie ¢ pr(Z]i]). Ainsi Fr(Z[i]) = Q]i].

2)

a) Montrons que f est un homomorphisme d’anneaux : soient r = a+1ib,y = c+id € 7Z][i,
onaflz+y)=f((a+c)+i(b+d)=(a+c)+T7(b+d) = (a+Tb)+ (c+ 7d) = f(x)+ f(y).
Aussi, f(xy) = f((a + ib)(c + id)) = f((ac — bd) + i(ad + bc)) = (ac —bd) + 7(ad + bc) =
(ac + 49bd) + 7(ad + bc) = (a+7b)(c+7d) = f(x) f(y) car —1 =49 (mod 10)) ; on a f(1) =1
et ainsi f est un homomorphisme d’anneaut.

f est aussi surjectif. En effet, soit y € Z./10Z, alors 3 x =y € Z tel que f(x) =T = g

b) Montrons que ker f = (3 +14) : on a (3+1i) Cker f; en effet, f(3+i) =3+T7Tx1=0
d’ot 3+ i € ker f et par suite (34 1) C ker f. On a aussi ker f C (34 1) En effet,

1°7¢_méthode : Soit v = a +ib € ker f alors f(z) = a+T7b = 0 d’ot 3 k € Z tel que
a+7b = 10k ainsi & = (10k — 7b) +ib = 10k + (i — 7)b = (3 +4)(3 — D)k + (i + 3)(i — 2)b
(10 = B3+0)B—4) eti—T7=(i+3)(i—2)) alorsxz = (1 +3)((3—i)k+ (i —2)b) =
(i4+3)((3k —2b) +i(b—k)) € (i +3) (car (3k — 2b) +i(b— k) € Z[i]) et ainsi ker f C (3 +1).

2°m¢_méthode : Soit x = a + ib € ker f, alors f(x) = a+7b =0 dou I k € Z tel que
a+ 70 = 10k dou x = 10k — b + ib alors x = (i + 3)((3k — 2b) +i(b — k)) € (i + 3) et
ainsi ker f C (i + 3). Pour chercher (3k — 2b) +i(b — k), on procéde comme suit : supposons

19



20 CHAPITRE 4. DIVISIBILITE DANS UN ANNEAU PRINCIPAL

qu’il existe y = ¢+ id € Z[i] tel que v = 10k — 7b+ib = (i + 3)y = (i + 3)(c + id) alors
{ :CSC+_33 _ 10kb_ ik d'otc=3k—2betd=0b—Fk et ainsiy = c+id = (3k—2b)+i(b—k) ;
en multipliant (i + 3) par y, on obtient x.

c¢) D’aprés le premier théoréme d’isomorphisme, on a Zli]/ker f ~ Im f. Im f = Z/10Z
car f est surjectif et ker f = (i + 3), alors Z[i]/(i + 3) ~ Z/10Z.

d) L’anneau Z/10Z n’est pas intégre car 10 n’est pas premier, alors Z[i]/(i + 3) n’est pas
intégre d’ou l'idéal (i + 3) n’est pas un idéal premier et ainsi ’élément i + 3 n’est pas premier.

Exercice 4.2
1) Soient A un anneau intégre et a,b € A — {0} ayant un ppcm noté m. Montrer qu’il
existe d € A tel que ab = md et que d est un pged de a et b.
2) Soit 'anneau Z[in/5] = {a +ib\/5/a,b € 7}.
a) Déterminer U(Z[iv/5]).
b) Déterminer tous les diviseurs de 9 et de 3(2 +iv/5).
¢) Montrer que 1 est un pged de 3 et 2 +i\/5 et que 3 et 2+ i\/5 nont pas de ppem.
Conclure.
d) Montrer que les éléments 9 et 3(2 + iv/5) n'ont pas de pged dans Z[iv/5]. 9 et
3(2 +iv/5) admettent-ils un ppcm ?
e) Montrer que l’idéal engendré par 3 et 2 + ivb nest pas principal.

Solution

1) Puisque a/ab et b/ab, alors m/ab, i.e., 3d € A : ab = md. On a d = a N'b. En effet,
a/m et b/m d’ou o, € A:m = aa et m = pb. Ainsi, ab = md = aad (resp. ab = [3bd).
Puisque A est intégre et a # 0 (resp. b # 0), b = ad (resp. a = Bd), alors d/b et d/a. D’autre
part, soit ¢ € A : ¢/a et ¢/b, alors a = cu et b = cv. Comme a/cuv et b/cuv, m/cuv, i.e.
dt € A: cuv = mt dot cuv = aat et v = at car cu = a, a # 0 et A est intégre. Puisque
acv = ab =md = aad, cv = ad car a # 0 et A est intégre et ainsi cv = cat = ad d’ou ct = d
car a # 0 et A est intégre.

2)

a) Soit x = a + ibv/5 € U(Z[i\/5]), alors Iy = ¢ +id\/5 € Z[i\/5] : vy = 1. En passant
aur modules des complexes, on obtient (a* + 5b*)(c* + 5d*) = 1 d’ot a® + 5b* = 1 (car
a? +5b% € N). Ainsi, a = 41 et b=0, i.e. ¥ = 1. D’autre part, {—1,1} C U(Z[i\/5)]), alors
UZIVE) = {-1,1}.

b) Soit x = a+ib\/5 € Z[i\/5]. Si x/9, alors Iy = c+id\/5 € Z[i/5] : xy = 9. En passant
auz modules des complexes, on obtient (a* + 5b*)(c* + 5d?) = 81. Puisque a® + 5b* # 3 et
a® + 5% # 27, a®> + 5% € {1,9,81}. Si a® + 5% = 1 alors v = +1. Aussi, si a® + 5b* = 81,
i.e. 2 +5d* =1, alors x = +9 et si a®> + 50> = 9, alors (a = £3 et b = 0) ou (a = +2
et b= 42).i.e, v = £3 ou x = £(2 + iV/5) ou v = £(2 — iv/5). On vérifie facilement que
41,49, 43, +(2 +iV5) et (2 — iV/5) sont des diviseurs de 9. Ainsi, les diviseurs de 9 sont
+1,49, 43, +(2+4V/5) et (2 —i/5).

De méme, on montre que si x/3(24+i/5), alors x € {£1, 43, £(2+iv/5), £(2—iV/5), £3(2+
iv5)}. Or £(2 —iv/5) 1 3(2 +iV5). En effet, si, par exzemple, 3(2 + iv/5) = +2(2 — iV/5),
avec x = a + ib\/5, alors a®> + 50> = 9 d’ow x € {£3,+£(2 + iV/5), £(2 — iv/5)}. Cependant,
si v = £3, alors (2 +iV5) = +(2 — iV/5), si @ = £(2 4+ iV/5), alors 3 = (2 — i/5) et si
x = £(2 —iV/B), alors 6 + 3iv/5 = +(—1 — 4iV/5), ce qui est fauz. Donc, les diviseurs de
3(2 +iv5) sont +1,43,+(2 4+ i/5), £3(2 + iv/5)..
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¢) 1/3 et 1/2 +i\/5. Soit x = a + ib\/5 € Z[iv/5] : ©/3 et 2/2 + i\/5. Les diviseurs de 3
sont +1 et +3. Puisque £3 12 + Vb, T = +1/1 d’ou 1 est un pged de 3 et 2 + iV5.

Supposons que 3 et 2+ i\/5 admettent un ppem noté m, alors m/9 et m/3(2 + i\/5) (car
3/9, 2+iV5/9 et 3/3(2+v/5), 2+ iv/5/3(2 + iV/5) ). Ainsi, d’aprés b) m = +1 ou m = +3
oum = +(2+1iv5). Orm # £1 car 3/m, m # £3 car 2 +iV/5/m et m # £(2 +i/5) car
3/m.

Puisque 3 et 2 +i\/5 n'ont pas de ppem dans Z[iN/5], Z[in/5] n'est pas principal.

d) Supposons que 9 et 3(2 +i\/5) admettent un pged noté d. Alors, d’aprés b), d = +1 ou
d==43 oud=+(2+iV5). Mais, d # +1 car 3/d, d # +3 car 2 +iv/5/d et d # £(2 + i\/5)
car 3/d.

D’apres 1) et puisque 9 et 3(2+1i+/5) n'ont pas de pged, alors 9 et 3(2 +iv/5) n'ont pas de
ppem.

e) Supposons que (3,2 + i\/5) est principal, i.e. 3z € Z[i\/5] : (3,2 + i\/5) = (x). D’ox,
x/3 et /245 et d’aprés c), x/ £ 1 alors (3,2 +iv/5) = Z[iv/5]. Ainsi, 1 = 3(a + iby/5) +
(2 +iV5)(c+idV5), dou 1l =3a+2c—5d et 0 =3b+2d +c. Alors 1 =3(a+b+c—d), ce
qui est faux car a,b,c,d € Z.

Exercice 4.3 On considére l'anneau Z[i] = {a + ib/a,b € Z} et [application
§:Z)i)| — {0} — N,z =a+ibr— §(z) = a® + b*.

1) Montrer que ¥(x,y) € Z[i] x (Z[i] — {0}), 3q,r € Z]i] tels que x = yq +r avec r = 0
ou §(r) < o(y). Ainsi, Z[i] est euclidien. ( On dit qu'un anneau A est euclidien si A est
intégre et s’il existe une application 6 : A — {0} — N telle que Pour tout (x,y) élément de
A x (A—{0}) il existe q,r éléments de A tels que x = yq+ 1 avec r =0 ou §(r) < d(y), q est
dit quotient et r est dit reste).

2) Montrer que Z[i] est principal.

Solution

1) Vo = a+ib e Z[i|,Vy = c+id € (Z[i]] = {0}). On a £ = %Hg +i%% = a +if
avec a, 8 € Q. Soit m (resp. n) Uentier le plus proche de « (resp. de ). i.e., |ao — m| < % et
|8—n| < 3. Dotz =yla+if) = y((m+u)+i(n+v)) = y(m+in)+yu+iv) (u=a—m et
v=[-—n). Posons g =m+in et r =y(u+iv). Alorsx =yq+r et on a ¢ =m+in € Z[i] et
r=x—yq € Z[i]. Ona aussir =0 oud(r) = 6(y(u+iv)) = 6(y)(u?+v?) < d(y)(3+7) < 0(y).

2) Soit I un idéal de Z[i]. Si I = {0} alors I = (0) est principal. Supposons que I # {0}.
Soit X = {0(z)/x € I —{0}}. Ona X # 0 car I # {0} et X C N d’ou X admet un plus
petit élément; notons 6(y) cet élément et montrons que I = (y). Soit x € I,y € I — {0},
alors 3q,r € Z[i] tels que x = yq + r, avec r = 0 ou 6(r) < d(y). Comme y,x € I, alors
r=x—bg €l dour =0 sinond(r) € X etd(r) <y, ce qui contredit la minimalité de §(y)
dans X donc x =yq € (y) et ainsi I = (y) (ona (y) CI cary € I).
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Chapitre 5

Anneaux de Polynémes

Exercice 5.1

1) Soit P(X) € Q[X] un polynome non constant. Montrer que P’ divise P si, et seulement
si, P=a(X —a)", ot a,a € Q.

2) Soit P(X) = X —aX? — aX + 1 € Q[X]. Déterminer a de maniére que —1 soit une
racine de P d’ordre de multiplicité > 2.

3) Soit P(X) =1+ + Xz—,z + ...+ 27 € Q[X]. Montrer que P n’a pas de racines multiples.

Solution

1) Posons P = ag+a; X +...+a, X" avec a,, # 0. P' = a1 +2a, X +...+na, X" 1. Supposons
que P'/P, alors 3Q € Q[X]: P = P'Q, d’ou deg@ = 1 et le coeffecient dominant de Q) est
%, ie. QQ = %X + ¢ d’ou, en posant o = —nc, nP = (X — )P, ie., P = @P’. Donc
P = %P” et par suite P = (iiyj_al))z P’. Ainsi, on vérifie par récurrence sur k € {1,....,n}
que P = %P(k) et alors P = %P(") = %ann! = a,(X — a)". D'ou
nP' =P +(X—a)P" et (n—1)P' = (X —a)P". Aussi, (n—1)P" = P" + (X — «a)P" alors
(n—2)P" = (X —a)P" ainsi, P = (X;i,a)nP(") = a(X —a)". D’autre part, si P = a(X —a)",
alors P' = na(X — a)"1/P. -

2) —1 est une racine de P d’ordre de multiplicité > 2 si, et seulement si, (X + 1)?/P si,

et seulement si, P(—1) = P'(—1) = 0 si, et seulement si, a = —5.
3) Supposons que « est une racine multiple de P, alors P(a) = P'(a) = 0. Or, P’ =
1+ +.. 4 é:;, =P — X et ainsi P'(o) = P(a) — % = =2 =0 d’'ot a = 0. Cependant,

a = 0 n’est pas une racine de P.

Exercice 5.2 Soit P = ap + a1 X + ... + a, X" € Z[X]. On suppose que o = § € Q est une
racine de P avec (p,q) € Z X Z* et p A q = 1.
1) Montrer que p/ag, q/a, et en déduire que si a, = 1, alors a € Z.
2) Montrer que ¥Ym € Z, p — mq/P(m) et en déduire que p — q/P(1) et que p+ q/P(—1).
3) Application :
a) Déterminer les racines rationnelles du polynéme P = X3 —6X?+15X —14 € Z[X].
b) Soit P € Z[X]. Montrer que si P(0) et P(1) sont des entiers impairs, alors P n’a
pas de racines dans 7.

Solution
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1) On a ag + a1§ + ...+ anfl’—: =0 dott apq™ + a1pq"t + ... + ap_1gp" "t + a,p" = 0 et
—p(a1q"t + o+ A 1qp" T+ anp™ ) = apq” et ainsi p/agq™. Puisque p A q = 1, p/ag. De
méme, on montre que q/a,.

En particulier, si a, = 1, i.e., si P est unitaire, q/1 alors ¢ = 1 et par conséquent
o= % € 7.

2) On a P = Zaka € Z[X] C Q[X]. Alors, d’aprés la formule de Taylor, on a P =
k=0

Z P(k]i!(m) (X —m)*. En posant c;, = P(k;!(m) €Q, P=cp+ca(X—m)+..4+c,(X—m)". D'ou
k=0

Cn = Qp €Ly Cyy — ¢,.Cl.m = a,_1 et donc c,_1 = ¢,.Cl.m + a,_1 € Z et ainsi on vérifie
aussi que ¢,_a, ..., C1,Co € Z. Puisque P(%) =0, co¢" = —c1(p — mq)q" ' — ... — c.(p — mq)"
d’ot (p —mq)/coq" et par conséquent (p —mgq)/co = P(m) car (p —mq) Nq" =1 (pAg=1).
En prenant m =1 puis m = —1, on a (p —q)/P(1) et p+ q/P(—1).
Autre méthode : Puisque % est une racine de P, 3QQ € Q[X]: P = (X — g)Q d’ot qP =

!

(¢X — p)@Q. Posons Q = Z%Xi’ avec (b, ¢;) € Z x Z*, et m = ppem(cy,...,c), on a
i=0

m@Q = @ € Z[X] et en posant, Q1 = dQs, ot d = c¢(Q1), on a Qq € Z[X] est primitif. Comme,

gmP = (¢X — p)dQ2, c(mqgP) = ¢((¢X — p)dQ2) d’ot mqc(P) = dc(gX — p)c(Q2). Ainsi,

mqc(P) =d, car c(qX —p) = pAq =1 et Qq est primitif, et donc gmP = (¢X — p)mqc(P)Qs.

Puisque Z est intégre et gqm # 0, alors P = (¢X — p)c(P)Qy et ainsi (gqm — P)/P(m) dans Z.

On a , d’aprés 1, si m =0, alors p/ay.

3)

a) Supposons que o = § € Q est une racine de P. Alors, d’aprés 1) a = § S/
car P est unitaire et ainsi on peut supposer que ¢ = 1. On a aussi p/ag = —14 d’ou
p € {£1,4+2,+7, +£14}. D’autre part, on ap—q=p—1/P(1) = —4 d'oup ¢ {1,—2,£7, £14}
et ainsi les valeurs possibles de p sont -1 et 2. Puisque P(—1) = —6 et P(2) = 0, P admet
une seule racine rationnelle o = 2.

b) On a p/ag = P(0), p — q/P(1) et puisque P(0) et P(1) sont impairs, p et p — q sont
impairs et par conséquent ¢ =p — (p — q) est pair d’ot q # 1.

Exercice 5.3 Soit A un anneau commutatif unitaire. Montrer que A[X] est un anneau prin-
cipal si, et seulement si, A est un corps.

Solution

On a, d’apres le cours, si A est un corps, alors A[X] est un anneau principal. Récipro-
quement, soit a € A — {0}. Puisque A[X] est principal, l'idéal (a,X) est principal, i.e.
dP € A[X]: (a,X) = (P) d’ou P/a et P/X. Alors, P=0b¢€ A car Pla et P=b¢€ U(A) car
P/X d’ou (a,X) = (P) = A alors 3Q,S € A[X]: 1 =aQ + XS. Ainsi 1 = aQ(0) et donc a
est inversible.

Exercice 5.4
1) Dans Q[X], trouver une expression plus simple des idéauz suivants :
a) 2XQ[X] + (X + 1)Q[X].
b) 2XQ[X] N (X +1)Q[X].
c) 2XQ[X].(X + 1)Q[X].
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2) Déterminer un pged des polynémes P = X*+1 et Q = X® + X + 1 dans Z/2Z[X] et
dans Z/37Z[X].

Dans le cas ot P et () sont premiers entre eux, trouver deux polynomes U et V' tels que
UP+VQ=1.

Solution

1) Puique Q[X] est un anneau principal, (P) + (Q) = (P A Q) et (P)N(Q) = (PV Q).
Alors,

a) 2X)+ (X +1)=2X A (X +1)) =(1) = Q[X].

b) 2X)N(X+1)=2X V(X +1)=(2X(X +1))

c) (2X). (X +1)=(2X(X +1)) (c¢f exercice 3.2).

2) Dans Z)2Z[X]: P = QQ1 + Ry avec Q1 = X, R = X2+ X +1; Q = RiQy + Ry avec
Qs=X+4+1,Ry=X; R = ReQ3+Rsg avec Q3 = X +1 et Ry = 1. Ainsi, PAQ = 1. D’autre
part, on a1 = Ry = Ry — Ra@3 = (P — QQ1) — (Q — (P — QQ1)Q2)Qs5 = P(1 + Q20Q3) +
Q(=Q1 — Qi1Q2Q3 — Q3) Jie, X*P+ (X’ + X +1)Q=1.

Dans Z/3Z[X], P = QQ1 + Ry avec Q1 = X, R =2X? +2X +1 et Q = R1Qs + Ry avec
Q2 =2X +1,Ry =0. Alors, PANQ = R, =2X?+2X + 1.

Exercice 5.5

1) Soit K un corps (commutatif ). Montrer que K[X]/(X) ~ K. L’idéal (X) est-il premier ¢
maximal ?

2) Dans Z|X]|, l'idéal (X)) est-il premier ¢ maximal ?. En déduire que Z[X] n’est pas prin-
cipal.

3) Montrer que R[X]/(X?+1) ~ C. Dans R[X], l’idéal (X*+1) est-il premier ¢ maximal ?

Solution

1) On considére Uapplication [ : K[X] — K, P —— P(0). On vérifie facilement que f
est un homomorphisme d’anneaux surjectif et que kerf=(X). Alors, en appliquant le premier
théoréeme d’isomorphisme, on a K[X]/(X) ~ K et puisque K est un corps, (X) est maximal
(alors premier).

2) De méme que 1), on a Z[X]/(X) ~ Z, d’ou (X) est premier car Z est intégre. mais,
(X)) n’est pas mazximal car Z n’est pas un corps. Puisque (X) est un idéal premier non nul
et (X) n'est pas maximal, Z[X] n’est pas principal car dans un anneau principal, tout idéal
premzer non nul est maxrimal.

3) On considére Uapplication f : R[X] — C, P —— P(i). il est évident que f est un
homomorphisme d’anneauz surjectif. On a aussi ker f = (X? +1). en effet, (X? +1) C ker f
car X?+1 € ker f. Pour montrer l'autre inclusion, on utilise l’'une des deux méthode suivantes :

1°7¢_Méthode : Soit P € ker f, alors P(i) = 0 et puisque P € R[X], P(—i) = 0 d’o,
comme C est intégre, (X —i)(X +14)/P dans C[X], i.e., P = (X?+ 1)Q avec Q € C[X].

n n—2
Posons P = Zaka avec a, # 0 (le cas ot P = 0 est trivial), alors Q@ = Zkak et par
k=0 k=0
n—2
identification, on vérifie que Q = Z b X* € R[X] et donc P € (X2 +1).

k=0

Zme Méthode : Soit P € ker f. En effectuant la division euclidienne de P par X? + 1, on
obtient P = (X?+1)Q + R avec Q, R € R[X] et degR < 2 d’ots R = aX + b avec a,b € R.
D’autre part, on a 0 = f(P) = P(i) =ai+b dota=b=0, R=0 et ainsi P € (X>+1).
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En utilisant le premier théoréme d’isomorphisme, on a R[X]/(X?+1) ~ C d’ou (X? + 1)
est mazimal car C est un corps. Puisque (X? +1) est un idéal maximal, (X*+ 1) est un idéal
premier.

Exercice 5.6 Soient A un anneau intégre et P(X) € A[X]. Montrer que si S(X) = P(X+c),
ot ¢ € A, est irréductible dans A[X], alors P(X) est irréductible dans A[X].

Application : Soit P(X) = X*+ X? 4+ X?+ X + 1 € Z|X]. Montrer que P est irréductible
dans Q[X].

Solution

Puisque S(X) # 0 et S(X) ¢ U(A[X]) = U(A), P(X) # 0 et P(X) ¢ U(A[X]) = U(A).
Soit Q(X) € A[X] : Q(X)/P(X) alors IT(X) € A[X] : P(X) = Q(X)T(X) d'ou S(X) =
P(X+c¢)=Q(X+c)T(X +c¢) ainsi Q(X +¢) e U(A) ouT(X +¢) € U(A) et par conséquent
Q(X)eU(A) ouT(X) e U(A).

Application : Soit S(X) = P(X +1), on a S(X) = X*+5X3 +10X% + 10X + 5 € Z[X].
En prenant p = 5, on a p/ag = 5, p/a; = 10, p/as = 10, p/ag = 5, pt ay = 1 et p* |
ap = 5. Comme Z est principal et S est primitif, alors, d’aprés le critére d’Fisenstein, S(X)
est irréductible dans Z[X] et d’aprés la question précédente, P(X) est irréductible dans Z[X].
Ainsi, d’aprés le cours, P(X) est irréductible dans Q[X].

Exercice 5.7
1) Déterminer tous les polynomes irréductibles de degrés 2, 3 et 4 a coefficients dans Z /2.
2) Décomposer les polyndomes suivants en produit de polynémes irréductibles dans Z/37Z[X] :
a) X3+ X +2.
b) X4+ X3+ X + 1.

Solution

1) * Polynomes irréductibles de degré 2 dans 7./27[X] : soit P =aX?+bX +¢ € Z/27[X]
de degré 2 d’'otva =1, i.e., P = X% +bX +¢. Puisque P est de degré 2 et 7.)27 est un corps,
P est irréductible si, et seulement si, P n’a pas de racines dans Z./27, i.e., ¢ # 0 et b+c#1,
e, ¢ =1 etb =1 et ainsi le seul polynéme irréductible de degré 2 dans Z)27]X] est le
polynéme P = X? + X + 1.

* Polynomes irréductibles de degré 8 dans Z./27[X] : soit P = aX® + bX? +¢X +d €
7./27]X] de degré 3 d'owa =1, i.e., P = X4+ bX? +¢X + d. Puisque P est de degré 3 et
7.)27 est un corps, P est irréductible si, et seulement si, P n’a pas de racines dans 727, i.e.,
d#0etb+c+d#1,ie,d=1etb+¢=1 et ainsi les seuls polynomes irréductibles de
degré 3 dans Z./27Z[X] sont les polynomes Py = X3+ X2+ 1 et P = X3+ X + 1.

* Polynomes irréductibles de degré 4 dans Z./27[X] : soit P = aX*+bX>+cX?+dX +é €
7.)27[X] de degré 4, alors@ =1, i.e., P = X* +bX® +¢X? + dX + é. Puisque 7/27 est un
corps et P est de degré 4, P est réductible si, et seulement si, 3Q € Z/2Z[X]| de degré 1 ou
2 ou 3 tel que Q/P. i.e., P a une racine dans Z/2Z ou P est le produit de deuz polynomes
irréductibles de degrés 2. Alors, P est irréductible si ,et seulement si, e =1 etb+c¢+d=1 et
P#(X?+X+1)2= X"+ X?+1 (d’aprés la premiére question, le seul polynome irrédictibles
de degré 2 dans Z/27]X)] est le polynome X* + X + 1) et ainsi les polynéomes de degrés /
irréductibles dans Z./27]X] sont : X* + X3+ 1, X+ X +1 et X1+ X34+ X2+ X + 1.

) X3+ X+2=(X+D(X?+2X+2) et X+ X34+ X +1= (X +1)%
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Exercice 5.8 Montrer en utilisant le critére d’Eisenstein ou la réduction modulo p que les
polynomes suivants sont irréductibles.

1) X° —12X3 + 36X — 12 € Z[X].

2) 6X3 +10X% +8X + 2 € Q[X]

8) X3+Y3+1eC[X,Y]

4) X2+ Y4+ 7V + XY3+2X?Y2+5Y + X +1 € Q[X,Y].

Solution

1) On prend p = 3 et on utilise le critére d’Fisenstein.

2) Posons P = 2Q, ot Q = 3X? +5X? +4X + 1 € Q[X]. Puisque P et Q sont associés
dans Q[X], il suffit de vérifier que @ est irréductible dans Q[X].

On a Q € Z[X] et Q est primitif. En prenant p=2 et en calculant la réduction modulo 2
de @, on obtient p(Q) = X3+ X? +1 € (Z/27Z)[X].

Comme ©(Q) = X3+ X? + 1 n'a pas de racines dans (Z./27), o(Q) est irréductible dans
(Z)27)[X] et par suite @ est irréductible dans Z[X]. Ainsi, QQ est irréductible dans Q[X] et
donc P est irréductible dans Q[X].

3) On pose X3 +Y3+1=Y3+(X3+1) et on considére X3+ Y3 +1 comme un polynéme
a une indéterminée Y et & cofficients dans l’anneau principal A = C[X]. On prend p = X + 1
et on applique le critére d’Fisenstein au polynome P(Y) = X3+ Y3 +1=Y3 4+ (X3 +1).

4) On pose X2+ YO+ 7V + XV3 4+ 2X2Y24+5Y + X +1=(1+2Y) X2+ (Y3 +1)X +
(YO+7Y*+5Y +1) et on considére X? + Y0 +7V*+ XV3 4+ 2X?Y2+5Y + X +1 = P(X)
comme un polynoéme o une indéterminée X et a cofficients dans l'anneau principal A = Q[Y].

Le polynéome P(X) est primitif. En effet, posons D = c(P(X)) alors D/1 + 2Y? dans A
et puisque 1 + 2Y? est irréductible dans A, D est inversible ou D ~ 1 4+ 2Y2. Supposons que
D ~1+2Y2 alors 1 +2Y?%/Y3 + 1, ce qui est faux et donc D = 1.

On prend p = Y et on applique la réduction modulo p au polynome P(X), on obtient
o(P) = X2+ X +1€ AX]/(Y) =Q[X,Y]/(Y) ~ Q[X]. Puique o(P) est irréductible dans
Q[X] car X?+ X + 1 n'a pas de racines dans Q, P est irréductible dans A[X] = Q[X,Y].

Exercice 5.9
1) Soient K un corps (commutatif), a et b deuz éléments de K. Quels sont parmis les
1déaur suivants ceux qui sont premiers et ceuxr qui sont marimaux.
a) L’idéal (X — a) de K[X].
b) L’idéal (Y —b) de K[X,Y].
¢) Lidéal (X —a,Y —b) de K[X,Y].
2) Les idéaur (X? + 1) et (X? — 1) de l'anneau Q[X,Y] sont-ils premiers ¢ mazimauz ?

Solution

1)

a) On considére Uhomomorphisme d’anneaus f : K[X] — K, P(X) — P(a). On a f
est surjectif et ker f = (X —a). Ainsi, K[X]/(X —a) ~ K d’ou (X — a) est un idéal maximal
et donc premuer.

b) On pose A = K[X] et on considére ’homomorphisme d’anneaur f : AlY] — A,
P(Y)+—— P(b). On a f est surjectif et ker f = (Y —b). Ainsi, A/(Y —b) ~ A d’ov (Y — b)
est un idéal premier car A est intégre et (Y — b) n'est pas mazximal car A n’est pas un corps.

¢) On considére ’homomorphisme d’anneaux f : K[X,Y] — K, P(X,Y) — P(a,b). On
a [ est surjectif. Montrons que kerf = (X — a,Y —b). Puisque (X —a,Y —b) C ker f, il
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suffit de vérifier que ker f C (X —a,Y —b) : soit P(X,Y) € ker f. En posant A = K|[X],
P(X,Y)=Q(Y) € A[Y] et en effectuant la division euclidienne de Q(Y') parY —b, on obtient
QY)=(X —=b0)SY)+ R(Y) avec S(Y),R(Y) € A[Y] et degy R(Y) < 1, i.e. R(Y) € A, i.e.
R(Y)=T(X) € A= K[X] est un polynome & une seule indéterminée X et a coefficients dans
K.

Ainsi, P(a,b) =T(a) =0 dou R = (X —a)U(X), avec U(X) € K[X], alors P(X,Y) =
Y -0SY)+ (X —-a)U(X) e (X —a,Y —0).

2) On considére I’homomorphisme d’anneauz [ : Q[X,Y] — C[Y] P(X,Y) — P(i,Y).
On a ker f = (X? +1). En effet, puisque, (X? + 1) C ker f, il suffit de vérifier que ker f C
(X2 +1).

Soit P € ker f, en considérant P(X,Y) = Q(X) comme un polynome & une indéterminée
X et a coefficients dans A = Q[Y] et en effectuant la division euclidienne de P par X% + 1,
on obtient P = (X? + 1)Q + R avec Q,R € A[X] et degy R < 2 d’ots R = aX + b avec
a,b € A=Q[Y]. D’autre part, on a 0 = f(P) = P(i) =ai+b dota=b=0, R=0 et ainsi
Pe(X*+1).

Aussi, on a Im f = (Q[i])[Y]. En effet, soit P(X,Y) = i a; . XYk € QIX,Y], f(P) =

j+k=0

Z a; i Y* et puisque ajil € Qli, f(P) € (Q[i))[Y]. Inversement, soit P(Y) = ZakY’“ €
j+k=0 k=0

(@[Z])[Y], €., ap = ap+ibg, ot ag, b, € Q. Dot P(Y) = Zakyk—l—Z’ibkyk = f(z akYk+
k=0 k=0 k=0

> B XYF) eIm f.
k=0

Ainst, Q[X,Y]/(X? + 1) = (Q[i))[Y] d’ou (X? + 1) est un idéal premier car (Q[i])[Y] est
intégre et (X2 + 1) n'est pas mazimal car (Q[i])[Y] n'est pas un corps.

L’idéal (X? — 1) n'est pas premier car (X —1)(X +1) € (X*—1) mais X —1 ¢ (X?—1)
et X +1¢ (X2—1).

On peut aussi remarquer que puisque X2 — 1 n'est pas irréductible dans Q[X,Y], X% — 1
n'est pas premier dans Q[X,Y].

Exercice 5.10 On considére [’homomorphisme d’anneaux ¢ : C[X,Y] — C[X], P(X,Y) —
P(X, X?).

1) Montrer que ker ¢ = (Y — X?).

2) En déduire que l'anneau C[X,Y]/(Y — X?) est un anneau principal.

Solution

1) On a (Y — X?) C ker¢. Pour 'autre inclusion, soit P(X,Y) € ker . En considérant
P(X,Y)=Q(Y) € A[Y] comme un polynéme & une indéterminée Y et a coefficients dans A,
ou A = C[X], et en effectuant la division euclidienne de Q par Y — X2, on obtient P(X,Y) =
QY)= (Y —-X?)S(Y)+ R(Y), avec S(Y),R(Y) € A[Y] et degyy R < 1, i.e. R=T(X) € A.
Comme ¢(P) =0, p(R) = R=0 et ainsi P(X,Y) = (Y — X?)S(Y).

2) Puisque ¢ est un homomorphisme d’anneaux surjectif et kero = (Y — X?), on a
CIX,Y]/((Y — X?) =~ C[X] et par suite C[X,Y]/((Y — X?) est un anneau principal.

Exercice 5.11 Factoriser les polynomes suivants :
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1) X24+Y?+ 22— XY — XZ —YZ dans C[X,Y].
2) X3+ Y3+ 23 — 3XYZ dans Z|X,Y, Z).

Solution

1) On cherche Q € C[X,Y,Z] : degQ =1 et Q/P = X?+Y?+ 272 - XY - XZ-YZ.
Alors S € C[X,Y,Z] : P = @S. Puisque P est homogéne et C est intégre, ) et S sont
homogénes. Comme degP = 2 et degQ)Q = 1, degS = 1. Posons Q = aX + bY + c¢Z et
S=dX+VY +Z, avec a,b,c,a’, b, € C. Ainsi, puisque P = QS, ad’ = 1,b0 = 1,¢c =
Lat +bd =—1,ad +d'c=—-1,bd +Vc=—-1.Sia=a" =1,b+3 =—1 et on prend b = j
(j =€%) don V) = j2. On a aussi ¢+ 2 =—1 et comme jc + j°c = —1, on prend ¢ = j* et
par suite ¢ = j. Donc P = (X + jY + j22)(X + j2Y + jZ) et pusique deg@Q = degS =1 et
C est un corps, QQ et S sont irréductibles.

2) X34 Y3+ 23 _3XYZ =(X+Y+2)(X2+ Y2+ 22— XY - XZ -YZ).

Exercice 5.12 On considére Uanneau A = Z[in/3] = {a +ib\/3/ a,b € 7}
1) Déterminer U(A)
2) Déterminer le corps de fractions K de l’anneau A.
3) Montrer que le polynéme X? — X + 1 est irréductible dans A[X].
4) le polynéme X? — X + 1 est-il irréductible dans K[X] ?
5) Conclure.

Solution

1) OnaU(A) ={-1,1}.

2) On vérifie facilement que Fr(A) = Q[iv/3].

3) Posons P(X) = X? - X +1. Ona P(X) #0 et P(X) ¢ U(A[X]) =U(A) = {-1,1}.
Soit Q(X) € A[X] : Q(X)/P(X), alors 3S(X) € A[X] : P(X) = Q(X).5(X) dov 2 =
degQ(X) + degS(X) ainsi degQ(X) € {0,1,2}.

Or, deg Q(X) # 1. En effet, sidegQ(X) =1, i.e., Q(X) =aX +b, ova € A—{0},b€ A,
alors S(X) = d'X +V, avec ' € A— {0}, € A et ainsi a € U(A) = {—1,1} car P(X) =
Q(X)S(X) et P(X) est unitaire. Par conséquent, P(X) a une racine dans A, ce qui est fauz.

Si degQ(X) =0, alors Q(X)=a € A et S(X) =dX*+ VX + et par suite aa’ =1, i.e.,
Q(X) € U(A[X]). Dans le cas ot degQ(X) =2, onaS(X)=a€ A et Q(X) =dX?*+V X+
et par suite aa’ =1, i.e., S(X) € U(A[X]).

4) Le polynome X* — X + 1 n’est pas irréductible dans K[X] car X?> — X + 1 a une racine
dans K. (les deux racines de X? — X +1 sont —j = 1%@ et —j = 1%\/3 etona—j,—j€ K).

5) Puisque le polynome P est non constant et est irréductible dans A[X] mais, P n'est pas
irréductible dans K[X], ou K = Fr(A), alors A n’est pas un anneau principal.

Exercice 5.13 Soit P = X3 —2X? +4X +2 € Q[X].

1) Montrer que Q[X]/(P) est un corps.

2) On considére la surjection canonique s : Q[ X] — Q[X]/(P) et on note y = s(X?) =
X2. Dire pourquoi y est inversible et calculer Uinverse de y dans Q[X]/(P).

Solution
1) Le polynéme P est irréductible dans Z[X]. En effet, on remarque que P est primitif,
non constant; on prend p = 2 et on utilise le critére d’Fisenstein.
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Puisque 7 est principal, Q = Fr(Z) et P est un polynéme non constant et irréductible
dans Z|X], alors P est irréductible dans Q[X| et par suite l'idéal (P) est un idéal maximal de
Q[X] car Q[X] est un anneau principal. Ainsi, Q[X]/(P) est un corps.

2) On a X% ¢ (P) car st X? = PQ, ot Q € Q[X], alors 2=3+degQ, ce qui est faux. Ainsi,
y=5(X?) = X240 et doncy est inversible dans le corps Q[X]/(P).

Puisque P est irréductible dans Q[X] et P et X? ne sont pas associés, P et X? sont pre-
miers entre euzr dans l’anneau principal Q[X]. Ainsi, I3U(X),V(X) € Q[X] : X?U(X) +
PX)V(X) =1. En utilisant Ualgorithme d’Buclide, on vérifie que si U(X) = X?> —3X +5
et V(X) ==X+ 2, alors X?U(X) + P(X)V(X) = 1. En passant au classes modulo P, on
obtient yU(X) =1 et ainsi y™' = X2 — 2X +5.

Exercice 5.14 Soient K un corps (commutatif) de caractéristique différente de deux et P(X,Y, Z)
un polyome élément de K[X,Y, Z] vérifiant P(X,Y,Z) = —P(=X,Y, 7).

Montrer qu’il existe un polynome Q(X,Y, Z) élément de K[X,Y,Z] tel que P(X,Y,Z) =
XQ(X2Y,Z) (Ind : considérer P(X,Y,Z) comme un polynome en X a coefficients dans
Uanneau K[Y, Z]).

Solution
On considere P(X,Y,7Z) = S(X) = Zak(Y, Z)X*, avec ar(Y,Z) € KIY,Z], comme
un polynéme a une mdetermmee X et a coeﬁ‘iczents dans A = KI[Y,Z]. Alors S(—X) =

Z( )rap(Y, Z2)X Zak (Y, Z2)X*, ainsi pour les monémes de degré un entier pair

k=0
k, on obtient ax(Y,Z) = —ak(Y Z) et donc ap(Y,Z) = 0 car car(K) # 2 d’ou S(X) =

a1 (Y, 2) X +a3(Y, 2) X3+...4a0m 1 (Y, Z)X*™ L 2m+1 = n si n est impair et 2m+1 =n—1 si
n est pair). Alors, P(X,Y,Z) = S(X) = X(a1 (Y, Z)+a3(Y, Z) X%+ ...+ agm1 (Y, Z) (X)) =
XQ(X%Y,Z), avec Q(X,Y,Z) =a1(Y, Z) + a3(Y, Z)X + ... + agm+1(Y, Z) X™.

Exercice 5.15 Soit P = X?Y + X?Z +Y?X +Y?*Z + Z?°X + Z*Y € C[X,Y, Z].

1) Vérifier que P est un polynéme symétrique.

2) Exprimer P(X,Y, Z) sous la forme Q(o1,02,03), 0u Q(X,Y, Z) € C[X,Y, Z] et 01, 09,03
les polynomes symétriques élémentaires.

Application : Soient o, 3 et v les racines dans C de l’équation x3 + x — 2 = 0. Calculer

P(a, B,7).

Solution
1) Ona P(Y,X,Z)=P(Z)Y,X)=P(X,Y,Z) et alors P est symétrique.
2)OnaP(X,Y,Z) = XY(X+Y +2) + XZ(X+Y + Z)+YZ(X +Y + Z) —3XY Z =
(XY+XZ+YZ)(X+Y+2Z2)-3XYZ = 01.09—303 = Q(01,09,03), 00 Q(X,Y, Z) = XY —-3Z.
Application : on a X? + X —2 = (X —a)(X - B)(X —v) = X? —oy(a,5,7)X* +
oo(a, B,7)X — as(a, B,7). Alors, o1(c, B,7) = 0, oa(a, 8,7) = 1 et o3(ax, 3,7) = 2. D’autre
part, on a P(a, 8,7) = o1(a, B,7).02(c, B,7) — 3o3(a, B,7) d’ot P(e, B,7) =0.1—3.2 = —6.



Chapitre 6

Sujets d’examens

6.1 Controle final (2006-2007)

Exercice 6.1 Un groupe G est dit métacyclique s’il existe un sous groupe H de G cyclique,
distingué dans G et tel que G/H est un groupe cyclique.
1) Soient G = < a > un groupe cyclique d’ordre n et H un sous-groupe de G.
a) Dire pourquoi H est distingué dans G.
b) Montrer que H est cyclique.
¢) Montrer que G/H est cyclique.
d) Conclure.
2) Montrer que Ss est un groupe métacyclique mais que Ss n'est pas cyclique. (Ind. pour
montrer que S est métacyclique, on prend H =< ¢ >, ot ¢ est un 3-cycle de Ss).
3) Soit G un groupe métacyclique. i.e., il existe un sous groupe H de G cyclique, distingué
dans G et tel que G/H est un groupe cyclique. Soit K un sous-groupe de G.
a) Montrer que H N K est un sous-groupe cyclique et distingué de K.
b) Montrer que K/H N K est cyclique. (Ind. utiliser le deuxiéme théoréme d’isomor-
phisme et la question 1) b)).
¢) Conclure.

Exercice 6.2 On désigne par A Uanneau A = Z[in/7) = {a + ib\/T/a,b € Z}.
1) Déterminer U(A) et Fr(A).
2) Montrer que les éléments 2, 1 + T et 1 —i\/T sont irréductibles dans A.
3) En considérant 2° et (1 + iv/7)(1 —i\/T), montrer que A n’est pas principal.

Exercice 6.3
I) Soient A et B deur anneaux commutatifs unitaires, f : A — B un homomorphisme
d’anneauz surjectif. On se propose de montrer que sim est un idéal maximal de B alors f~!(m)
est un idéal mazximal de A.
1) Soit I un idéal de A.
a) Montrer que f(I) est un idéal de B.
b) Soit f: A/ — B/f(I), a=a+ I+ f(a) = f(a)+ f(I).
i) Montrer que f est une application bien définie et que f est un homomorphisme
d’anneaux surjectif.
ii) Montrer que si ker f C I, alors f est un isomorphisme.
2) Soit m un idéal mazimal de B et J = f~(m).

31
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a) Dire pourquoi J est un idéal de A.
b) Montrer que ker f C J et que f(J) =m.
¢) Montrer que J = f~(m) est un idéal mazimal de A. (Ind. Utiliser 1) b) 11)).
II) On considére l'anneau Z[X] de polynémes a une indéterminée a coefficients dans Z.
1)
a) Déterminer U(Z[X]) et U((Z/27)[X]).
b) Montrer que Q(X) = X3+ X +1 € (Z/2Z)[X] est un polynéme irréductible dans
(Z)2Z)[X].
¢) Montrer que le polynome P(X) = 15X3 4+ 12X% + 9X + 27 est irréductible dans
Q[X].
d) Le polynome P(X) est-il irréductible dans Z[X] ¢
2) On considére I’homomorphisme d’anneaux surjectif ¢ : Z[X] — (Z/27)[X],

Z a; X —s Za_l-Xi, ot @; désigne la classe de a; modulo 2.
i=0 =0
a) Montrer que ker p = (2) = 2.Z]X].
b) Dire pourquoi l'idéal m = (Q) = Q.(Z/27Z)[X] de (Z/27)[X] est un idéal maximal.
¢) Montrer que o~ (m) = 2.Z[X]| + PZ[X]. (ind. pour ¢~'(m) C 2.Z[X] + PZ[X],
remarquer que Q) = p(P) et que p est surjectif).

d) En déduire que 2.Z[X] + P.Z[X] est un idéal mazimal de Z|X]|. (Ind. Utiliser I).

Solution

Exercice 6.1 :

1)

a) Puisque G est cyclique, G est abélien et ainsi H < G.

b) Si H={e}, alors H =< e > est cyclique. On suppose alors que H est un sous-groupe
de G différent de {e}. D’ou il existe un plus petit entier m strictement positif tel que a™ € H
et alors < a™ >C H. D’autre part, si x € H, alors 3s € Z : x = a® car H C G =< a >. En
effectuant la division euclidienne de s par m, (q,7) € Z* : s = gqm + 1 avec 0 < v < m ainsi
a"=a*" " =a(a™)"9 € H et alors r =0 car m est le plus petit entier strictement positif tel
que a™ € H et ceci prouve que x = a® = (a™)? €< a™ >. Ainsi, puisque H est monogéne et
fini, alors H est cyclique.

¢) On a G/H =< a >. En effet, puisque < a > C G/H, il suffit de vérifier que G/H C
< a >. Soitz € G/H, comme x € G et G = < a >, alors Im ‘E‘Z cx = a” dou

q

=am=a" € <a>. Comme G est fini, H est fini et alors |G/H| 17| st fini.

Kl

d) Tout groupe cyclique est métacyclique.

2) Soient ¢ un 3-cycle de Sz et H =< ¢ > le sous-groupe cyclique de Ss engendré par c.
On a H <S5 car [S; : H) = g = 2. Comme le groupe quotient S3/H est d’ordre 2, S3/H est
cyclique. Ainsi, Sz est un groupe métacyclique. Cependant, puisque Ss n’est pas abélien, S
n’est pas cyclique.

3)

a) On a HN K est un sous-groupe de G et HNK C K d’ou HN K est un sous-groupe de
K.

Vérifions que HNK 9K :YVk€c KNy €c HNK, onakvk* ¢ H carx c H k€ KCG
et H <G et on a aussi kxk™ car v € K, k € K et K est un sous-groupe de G. D’ot
kxk~' e HNK.
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Remarque : On peut remarquer aussi que puisque H <A G et K est un sous-groupe de G,
alors, d’aprés le 2°™¢ théoréme d’isomorphisme, HN K <1 K.

D’autre part, H N K est un sous-groupe de H et puisque H est cyclique, on a, d’aprés la
question 1)b), H N K est cyclique.

b) On a, d’apres le le 2°™° théoréme d’isomorphisme, K/HNK ~ HK/H. Comme HK/H
est un sous-groupe de G/H et G/H est cyclique, on a, d’aprés 1)b), HK/H est cyclique et
par suite K/H N K est cyclique.

c) K est métacyclique et ainsi tout sous-groupe d’un groupe métacyclique est métacyclique.

Exercice 6.2 :

1UA) = {-1,1} et Fr(A) = {a+iVT/a, p € Q} = Q[iVT] (= Q(iVT)).

2) *2 est non nul et non inversible. Soit v = a + T e A: x/2 d’otw Jy = c+ id\T €
A: 2=y alors 4 = |zy|* = |z|? |y\2 (a® 4 7b?)(c* + Td?). Puisque a® + 7b* et ¢® + 7d* € N,
a® +7v* € {1,2,4}. Or, Va,b € Z, a*> + Tb* # 2 d’ou o® + Tb* € {1,4}.

Si a® + 70> =1, alors x = a+z’b\ﬁ =41 € U(A) et si a> +T0? = 4, alors A +Td* = 1
d’oty = c+idy7 = +1 € U(A). Ainsi 2 est irréductible dans A.

* 1+ i\/7 est non nul et non inversible. Soit v = a + ib\/7 € A : x/1+ T dow Jy =
c+idV/Te A1 :tz\/_ = zy alors 8 = |zy|* = |z|?|y|? = (a* + TV?)(c* + 7d?). Puisque a? + 7b?
et 2+ Td?> €N, a®> +70% € {1,2,4,8}. Or,Va,b € Z, a®> + Tb* # 2 et on a aussi a® + Tb* # 4,
sinon ¢® + 7d*> = 2, ce qui est impossible car ¢,d € Z. D’ot a® + Tb* € {1,8}.

Sia®+7b% =1, alors x = a+ib\/T = +1 € U(A) et aussi si a®> +T7b* = 4, alors > +T7d*> = 1
doty=c+idJ/7T==+1¢ U(A). Ainsi 1 £+ i/T est irréductible dans A.

8) On a8 = 2= (1+iV7)(1 —i\/T) et on remarque que dans la premiére décomposition
de 8 en facteurs irréductibles 8 = 23, on & facteurs irréductibles. Cependant, dans la deuziéme
décomposition 8 = (1 + iv/7)(1 — i\/T), on n'a que 2 facteurs irréductibles. Alors, A n'est pas
principal.

Remarque : * On peut aussi vérifier que 2 w'est pas associé ni & 1+ iv/7 ni a1 —iV/7.

* Aussi, on peut remarquer que 2 est irréductible mais 2 n’est pas premier : il suffit de
vérifier que 2/8 = (1 +iv/7)(1 —iv/T) mais 24 1+ VT et 24 1 —i/T car si 2/1 4+ iv/T (ou
2/1 — i), 2 € U(A), ce qui est fau.

Exercice 6.3 :

1)1)

a) cf. exercice 3.4)1)b).

b)

i) OnaVa=a+1¢€ A/l f(a) € B et done f(a) = f(a )+f( ) € B/f(I). Supposons que
a=">, alorsa—be I dou f(a—0b) = fla) — f(b) € f(I), i.e., f(a) = f(b) dans B/f(I) e
ainsi f(a) = f(g).

Montrons que f est un homomorphisme d’anneaus : on aVa,b € A/I, f(a+b) = f(
fla+0) = f(a) + [(b) = f(a) + f(b) = f(@) + f(b). De méme, f(a.b) = f(a).f(b) et
aussi f(14) = f(14) = 1p.

[ est surjectif. En effet, Vd € B/f(I),d € B dow3c € A: f(c) =d car f est surjectif
Ainsi, d = f(c) = f(E) avecc e A/l

i) Soit a € ker f d’ou f(a) = f(a) =0=0+ f(I) alors f(a) € f(I), i.e., I €I : f(a) =
f(x) d’ov f(a—=x) = f(a) — f(x) =0 ainsia—x € ker f C I et par suitea € I cara—x € 1,
x €1 et estunidéal de A. Alors, a =0 dans A/I et donc ker f C {0}. Comme {0} C ker f,
kerf = {0} et ainsi f est injectif.

2)
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a) Puisque f est un homomorphisme d’anneaux et m est un idéal de B, f~1(m) est un idéal
de A.

b) Soit x € ker f alors f(x) =0 €m et ainsi v € f~1(m) =J. Dot ker f C J. On a aussi
f(J)=m car [ est une application surjective.

¢) D’apres la question 1)b)ii), on a AJJ ~ B/f(J), i.e. A/f~*(m) ~ B/m et comme B/m
est un corps, A/ f~1(m) est un corps et par suite f~1(m) est un idéal mazimal de A.

1) 1)

a) Puisque Z est intégre, U(Z|X]) = U(Z) et donc U(Z[X]) = {—1,1}.

Aussi, puisque Z/27 est un corps, U((Z/27)| X)) = (Z/2Z)* = {1}.

b) Puisque Q(X) = X?+ X +1 € (Z/2Z)[X] est de degré 3 et (Z/2Z) est un corps, il suffit
de vérifier que Q(X) n'a pas de racines dans (Z/2Z). on a Q(0) =1, Q(1) =1 et ainsi Q(X)
est irréductible dans (Z/27.)[X].

¢) Ona P(X) =15X3+12X?+9X +27 = 35(X) avec S(X) = 5X3+4X%2+3X+9 € Q[X].
Comme P et S sont associés dans Q[X], il suffit de vérifier que S(X) est irréductible dans
Q[X]. En effet, S(X) € Z[X] est primitif et non constant et Z est principal. En prenant p = 2,
on a p est premier dans Z, p t 5 et la réduction modulo p = 2 de S(X) est X3+ X +1 =
Q(X) € (Z/2Z)[X]. Alors, puisque Q(X) est irréductible dans (Z/27)[X], on a S(X) est
irréductible dans Z[X].

En remarquant que Z est principal, Q = Fr(Z) et S(X) est non constant et irréductible
dans Z[X], on a S(X) est irréductible dans Q[X].
d) Puisque P(X) n'est pas primitif, P(X) n’est pas irréductible dans Z][X].
2)
a) On a 2.Z[X] C keryp, alors il suffit de vérifier que kerp C 2.Z[X]. Soit U(X) =

ZaiXi € kerp, dou p(U(X)) = Za_iXi =0 d.e, a =0 Vi, dot a; = 2b;, avec b; € Z.

1=0 1=0
Alors U(X ZaX’:2ZbX’€2Z

b) L’anneau (Z/ 27,)[X] est principal car (Z/27) est un corps et @ est irréductible dans
(Z)27,)[X], alors lidéal (Q(X)) est mazimal.

¢) Montrons que 2.Z[X| + PZ[X] C ¢ *(m) : soient U(X),V(X) € Z[X]. Alors, on
a p2U(X) + PV(X)) = QX).p(V(X)) € (Q(X)) = m et donc 2U(X) + PV(X) €
oY (m). Pour l'autre inclusion, soit U(X) € ¢ Y(m), d'ot o(U(X)) € m = (Q(X )), i.e.,
AU(X)) = QUX).V(X), o V(X) € (Z/2Z)[X]. Comme V(X) = o(V'(X)), o V/(X) €

(Z
Z[X], car ¢ est surjectif et puisque @(P(X
e(P(X).V'(X)) d’ot o(U(X)— P(X).V(X)) =
Ainsi U(X) = 2.Z[X] + P.Z[X].
d) Puisque ¢ est un homomorphisme d’anneauz surjectif et m est un idéal mazximal de
(Z/27)[X], alors, d’apres la question 1)2), 2.2[X| + P.Z|X] = p~Y(m) est un idéal mazimal
de Z[X].

= Q(X), alors p(U(X)) = p(P(X)).0(V'(X)) =
0, ice., U(X)—P(X).V(X) € ker p = 2.Z[X].

6.2 Rattrapage (2006-2007)

Exercice 6.4 Soient p € N un nombre premier et a € Z tels que p ne divise pas a.
1) Montrer que Z./pZ = {0,d, 2a..., (p — 1)a}. (Ind. on vérifiera que sii,j € {0,1,...,p—1}
tels que i # j, alors ia # ja,).
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2) En déduire (p — 1)la?~! = (p — 1)! (mod p).

3) Montrer que a?~* =1 (mod p).

4) Application : Montrer que pour tout entier a > 2, a’ — a est divisible par 42 = 2.3.7.
(Ind. utiliser 3) et a” —a=a(a®—1)=...).

Exercice 6.5 Soit G un groupe fini d’ordre n > 1 d’élément neutre e. On désigne par
N={teN:VzeGa" =e}.
1) Montrer que N n’est pas vide.
On pose m = inf N.
2) Montrer que pour G = Z/27 X 7./27 on a : m < n et déterminer m pour Ss.
3) Montrer que sit € N, alors m divise t et qu’ainsi m divise n.
4) Montrer que m = ppem(o(z)/z € G).
5) On suppose que G est commutatif, que m =rs avecr > 1, s > 1 et quer ANs=1. On
pose H={x e G:2"=¢}, K={r e G:2° =e}.
a) Montrer que H et K sont des sous-groupes de G.
b) Montrer que HNK = {e}, HK = G et qu’ainsi G est isomorphe & H x K.
c) Montrer que H # {e}, K # {e}.

Exercice 6.6 On considére l'anneav A = Zli\/p] = {a +ib\/p/a,b € Z}, ot p € N est un
nombre premier, et lapplication f : A = Z[i\/p] — Z/(p + 1)Z, a + ib\/p — a + pb.
1) Montrer que f est un homomorphisme d’anneauz surjectif.

2)

a) Montrer que p+1 € (1+41,/p), ot (1+1i/p) est lidéal de A engendré par 1 +i,/p.
b) En déduire que ker f = (1 +1i./p).
3)
a) On suppose que p = 2. L'idéal (1 + iv/2) de A est-il mazimal ? 1 + i\/2 est-il
premier ¢
b) On suppose que p # 2. L’idéal (1+i,/p) de A est-il premier ? 1+i,/p est-il premier ?

Exercice 6.7

1) Soient A un anneau commutatif unitaire et B un sous-anneau de A. Montrer que si I
est un idéal premier de A et I N B # B alors I N B est un idéal premier de B.

On considére l'anneau Z[X] des polynémes a une indéterminée a coefficients dans Z. et
Uanneau Q[X] des polyndmes a une indéterminée a coefficients dans Q.

2)

Z/X].

a) Montrer que le polynéme P(X) = X*+15X3+9X +3 € Z[X] est irréductible dans

b) En déduire que le polynome Q(X) = 2X* +6X3+ X + & € Q[X] est irréductible
dans Q[X].
3) Soit I = P(X).Q[X] l'idéal de Q[X] engendré par P(X). Dire pourquoi I = P(X).Q[X]
est un idéal premier de Q[X].
4) Soit J =1 NZ[X]. Montrer que J est un idéal premier de Z[X]. (Ind. utiliser 1)).

Solution

Exercice 6.4 :

1) Soienti,j € {0,1,...,p— 1} tels que ia = ja, alors p/a(i — j) et puisque pAa =1, on a
pli—j. Or0<|i—j| <p—1,donci—j=0,ie.,i=j. Ainsicard{0,a,2a...,(p—1)a} = p.
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Puisque {0,a,2a...,(p— 1)a} C Z/pZ et card(Z/pZ) = {0,q,2a...,(p—1)a} = p, on a
Z/pZ = {0,a,2a...,(p — 1)a}.

2) D’apreés 1), on a (Z/pZ)* = {1,...,p—1} = {a@,2a...,(p—1)a} dovw 1...p—1 =
a.2a...,.(p — 1a, i.e., (p— 1) = (p—1)la’?~ (modp).

3) D’apres 2), p/(p—1)!(a?~! — 1) et comme pt (p—1)!, alors p/(a?~' —1), i.e., a? ' =1
(mod p).

4) En posantp =7, on a ,d’apreés 3), 7/a® —1 et par suite 7/a” — a = a(a® —1). De méme,
3/a®—a et comme a®—afa”"—a (a"—a = (a®*—a)(a*+a®*+1)), on a3/a” —a. Aussi, 2/a*—a
et comme a* —afa” —a (a" —a = (a* —a)(a® + a* + a® +a® +a+ 1)), on a 2/a” — a. Ainsi
42 =2.3.7/a" — a.

Exercice 6.5 :

1) N n’est pas vide car n € N.

2) On remarque que m <n carn € N et m =inf N.

* Pour G = ZJ27 X ZJ2Z, on a n = 4. D’autre part, puisque G # {e} et ¥(z,7) €
G,2.(z,y) = (0,0), m = 2.

* Pour Sz, on an = 6. D’autre part, si 0 € S, on a o™ = e. Alors, en prenant o = T, ot
T est une transposition de Ss, on obtient 2/m car o(T) = 2. De méme, en prenant o = ¢, ot ¢
est un 3-cycle de Ss, on obtient 3/m car o(c) = 3. Ainsi, 6/m et puisque m <n =6, m = 6.

3) En effectuant la division euclidienne de t par m, on obtient q,r € N : t = mq + r avec
r < m. Alors, Vx € G,e = 2! = (z™)%.2" et puisque ™ = ¢, on a x" = e et ceci Vr € G. Vu
que m =1inf N et r <m, on ar = 0. Par conséquent et comme n € N, on a m/n.

4) Posons | = ppem(o(x)/z € G). Alors Vo € G,o(z)/l d’ot 2! = e ainsi | € N et par
suite, d’aprés 3), m/l. D’autre part, Vo € G,2™ = e d’ouVx € G,o(x)/m et ainsi l/m.

9)

a) Montrons que H est un sous-groupe de G : ona H C G, H # () care € H, etVx,y € H,
on a (zy )" = 2"y car G est abélien et donc (xy~')" =e.e = e dot xy~! € H. De méme,
on vérifie que K est un sous-groupe de G.

b) Soit x € HNK, alors 2" = e et x° = e d’ou o(x)/r et o(x)/s et par suite o(x) =1 car
rAs=1.

On a aussi HK = G. En effet, puisque HK C G, il suffit de vérifier que G C HK. Pour
ceci, puisque r As = 1, Ju,v € Z : ur +vs = 1. Ainsi, Vg € G, g = ¢g"*™" = ¢"*¢"". Or,
(g)" =g™ =e et (¢g") =g™ =e, ie., g*° € H et g*" € K.

Ainsi, en considérant f : H x K — G, (h, k) — hk, on vérifie facilement que [ est un
1somorphisme de groupes.

¢) On suppose que H = {e}. Alors G = K et par suite Vx € G,x°* = e d’otm/s et puisque
s/m, s =m, ce qui est faux car r > 1. De méme, on montre que K # {e}.

Exercice 6.6 :

1) Soient x = a + ib\/p,y = c+id\/p € Zli\/p], on a f(x +y) = f((a+c) +i(b+
d)\/p) = (a+c) +p(b+d) = (a+ pb) + (c+pd) = f(x) + f(y). Aussi, f(z.y) = f(ac— bdp+
i(ad + be)\/p) = (ac — bdp) + p(ad + be) = (ac + bdp?) + p(ad + be) car p* = —p(mod p + 1)
et ainsi f(x.y) = (a + bp)(c+pd) = f(x).f(y). On remarque aussi que f(1) =1 et que [ est
évidemment surjective.

2)

a) Onap+1=(1+1i/p)(l—iy/p) doup+1¢c (1+iy/p)

b) Il est évident que (1+i./p) C ker f. Montrons que ker f C (1+i,/p). Soit x = a+ib\/p €
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ker f, alors f(x) = (a+bp) =0 dov a+bp = k(p+1), ot k € Z. Donc x = a + iby/p =
(k(p+1) —bp) —b+b+(iby/p) = k(p+1) —b(p+1) +b(1+i/p) = (k—b)(p+1)+b(1+i/p) €
(1+1iy/p) carp+1€ (1+iy/p).

3)

a) En appliquant le 1°" théoréme d’isomorphisme et en prenant p = 2, on obtient Z[i,/p|/(1+
iV2) ~ Z/37, d’ou (14 iv/2) est un idéal maximal et par suite (14 iv/2) est premier et donc
Uélément 1+ iv/2 est premier.

b) En appliquant le 1" théoréme d’isomorphisme, on obtient Z[i\/p]/(14i\/p) ~ Z/(p+1)Z.
Comme p est premier et p # 2, p+ 1 n'est pas premier car p+ 1 est pair et p+ 1 # 2. D’ou
Zin/p)/ (1 + i\/p) n’est pas intégre et par suite lidéal (1 4 i/p) n'est pas premier et par
conséquent l’élement 1 +i,/p n'est pas premier.

Ezxercice 6.7 :

1) D’aprés le cours, I N B est un idéal de B. Montrons que I N B est premier. Soient
a,be B:abe INB, alors ab € I et puisque I est premier, a € I oub € I et ainsia € [N B
oubeINB. Comme INB+# B, alors I N B est un idéal premier de B.

2)

a) 1l suffit d’appliquer le critére d’Fisenstein en prenant p = 3.

b) Puisque P(X) est irréductible dans Z[X]|, P(X) est irréductible dans Q[X| et par suite
Q(X) =2X*+6X*+L8BX + 8 =2 P(X) est irréductible dans Q[X] car Q ~ P sont associés
dans Q[X].

3) Puisque P(X) est irréductible dans Z[X|, P(X) est irréductible dans Q[X]et omme
Q[X] est un anneau principal, idéal I = (P(X)) = P(X).Q[X] est mazximal dans Q[X] et
par suite I est premier.

4) On a B = Z[X] est un sous-anneau de l’'anneau A = Q[X]|. vu que I est un idéal premier
de A = Q[X] (question 3)), on a, d’aprés 1), IN B = J = I NZ[X] est un idéal premier de
B =Z[X].

6.3 Controle final (2007-2008)

Exercice 6.8
1) Soient A un anneau intégre, a,b € A — {0} ayant un ppcm noté m. Montrer que
(m) = (a) N (b).
2) On pose A = Z[i\/5] = {a +ib\/5/ a,b € 7Z}.
a) Montrer que 1 est un pged de 3 et 2 4 iv/5 dans A.
b) Montrer que A # (3) + (2 4 iv/5).
¢) A est-il principal ¢

Exercice 6.9 On considére l'anneau principal A = Z[in/2] = {a 4+ ibv/2/ a,b € 7}.
1) Vérifier que Fr(A) = Q[iv2] = {a +ibv/2/ a,b € Q}.
2) Soit x = a+iby/2 € A. On pose N(z) = a® + 21°.
a) Déterminer U(A).
b) Montrer que si N(x) est premier dans Z, alors x est irréductible dans A.
¢) En déduire que 1+ i\/2 est premier dans A.
3) Soit P(X) = X'+ 9X +3 € A[X].
a) Montrer que P(X) est irréductible dans A[X].
b) En déduire que P(X) est irréductible dans (Q[iv/2])[X].
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Exercice 6.10
I) Soient n > 2,myq,...,m, € N*, m = ppem(my, ...,m,) et
m=pt.p¥, o0 >1,...,0. >1 (%),
la décomposition de m en produit de nombres premiers distincts. Montrer que pour tout i, il
existe m; tel que p" /m; (en remarquant que ppem(ma, ..., my,) = ppem(ppem(ma, , ..., Mp_1), My,
raisonner par récurrence surn).
II) Soit G un groupe abélien fini d’ordre n > 2 et d’élément neutre e.
1)
a) Soit a € G d’ordre m. Montrer que si d/m, alors o(a@) = d.
b) Soient a,b € G d’ordres respectivement my et ms. Montrer que si mi A mg = 1,
alors < a >N < b>={e} et qu'ainsi o(ab) = mymy.
2) On pose m = ppem(o(x),x € G) et on considére m = pi*..p&, a1 > 1,...,0,. > 1, la
décomposition (*) de m.
a) Montrer que pour tout i € {1,...,r}, il existe a; € G tel que pj /o (a;) (ind : utiliser
1))
b) En déduire pour tout i € {1,...,r}, il existe b; € G tel que o(b;) = pi*. (utiliser
II)1)a)).
¢) On pose b = by ...b.. Montrer que o(b) = pi*..p%* = m (raisonner par récurrence
sur r et utiliser 11)1)b)) et qu’ainsi m/n.
3) Application : Soit K un corps (commutatif) fini ayant q éléments, avec ¢ > 3. On note
b un élément du groupe multiplicatif K* tel que o(b) = m = ppcm(o(z)/x € K*).
a) Dire pourquoi m < q — 1.
b) Montrer pour tout a € K*, a est racine du polynéome X™ — 1 € K[X].
¢) En déduire que m = q — 1 et que K* est cyclique.

Solution

Ezxercice 6.8

1) On a a/m et b/m, alors m € (a) N (b) et ainsi (m) C (a) N (b). D’autre part, si
x € (a) N (b), alors a/x et b/x, d’ot m/x et ainsi x € (m).

2)
a) On a 1/3 et 1/2 +i\/5. D’autre part, soit v = a + ib\/5 : x/3 et /2 +i\/5, dou
Jy = c+idV/5 € Z[i/5] tel que 3 = wy, alors 9 = (a?+5b%)(c2+5d?) et ainsi a®>+5b* € {1,3,9}.
Or a® + 5b* # 3,Va,b € Z. Aussi, a®> + 5b* # 9, sinon ¢ +5d?> = 1, i.e., y = £1 et donc
x = £3; cependant, £3 12+ iv5. Alors, a®> +5b* =1, ie., x = +1.
b) Supposons que A = (3) + (2 +iV5), e, 1 € (3) + (24 iV5), dot 1 = 3(a +

ib\/5) + (24 iv/5) (c + id/5), alors { 1= 3a+2c—>5d

0= 3b+2d+c
est impossible car a,b,c,d € 7.
¢) Puisque 1 est un pged de 3 et 2 4 iv/5 dans A et A = (1) # (3) + (2 + iV/5), alors
A n’est pas principal.
FExercice 6.9

1) Soit x € Fr(A), alors x = %, avec a,b,c,d € Z et c +idv2 # 0 (i.e., (c,d) #

et ainsi 1 =3(a+b+c—d), ce qui

(0,0)). Alors ¢ —idy/2 # 0 et 2 = (Hibfl(;l}idﬁ) = (%32 +i(H9)V2 = o+ iBV?2, avec
o= Zfigg‘zi EQetp= Cl;c;;jz € Q. D’autre part, soit x = a+ib\/2, avec a,b € Q. D’oti a = v

etb="=t olc,r€Zetd,secl". Alorsx:%é € Fr(A) car cs +irdv2 € A et ds € A*.
2)
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a) Soit x = a + ibv/2 € U(A). Alors, Iy =c+idvV2 € A:axy =1, d'ona®+ 20> =1
et ainsi v = £1. Comme +1 € U(A), alors U(A) = {—1,1}.

b) Soit x € A : N(x) est un nombre premier. Alors © # 0 et x ¢ U(A). Soit y €
A:y/x, alors 3z € A:x =yz d'ou N(x) = N(yz) = N(y)N(2) (N(yz) = y2.yz = yyzz =
N(y)N(z)). Puisque N(x) est un nombre premier et N(y)/N(z) dans N, alors N(y) =1 ou
N(y)=N(z). Or, si N(y) =1, y € (A) et si N(y) = N(z), N(z) =1, d’ou z € U(A) et par
suite, x ety sont associés. Ainsi, x est irréductible dans A.

¢) Posons x = 1 + i\/2. Puisque N(z) = 3 est un nombre premier, = est irréductible
dans A. Comme A est principal, x est un élément premier de A.

3)
a) A est principal et P est primitif non constant. Posons p = 1 + i\/2. D’aprés 2)c),
p est premier dans A. On a p/3 (3 = (1 +ivV2)(1 —iv2)), p/9 = 3.3, p{ 1. Aussi p® 1 3,
sinon p/1 —i/2, ce qui est faux car 1 — iv/2 est irréductible (N (1 —iv/2) = 3 est un nombre
premier) et p n’est ni inversible ni associé a 1 — i/2.
Ainsi, en utlisant le critére d’Eisenstein, P(X) est irréductible dans A[X].
b) A est principal, P est non constant, irréductible dans A[X|, alors P est irréductible
dans (Fr(4))[X] = (@[iv2])[X].
Exercice 6.10
I) Pourn =2 :onam; = pfl...pfﬁ mg = pt.p (0 < B N\i) et Vg =1,..,7, a; =
sup(f3;, A;j). Soiti € {1,...,7}, on a a; = sup(f;, i), alors pi* /my (si a; = B;) ou pi*/my (si
Supposons que c’est vrai pour n — 1.

Pour n : Soit i € {1,...,r}. Puisque ppem(my,...,m,) = ppcm(ppem(ma, , ..., My_1), My,)
et d’aprés le cas n =2, pi /m,, ou p;*/m’ = ppem(my,,...,mp_1).

Sipii /m/ = ppem(my, , ..., m,_1), alors m' = ppem(my, ,...,m,_1) = pii.qt...q0" est la dé-
composition de m’ en produit de nombres premiers distincts, avec o; < p,. D’aprés Uhypothése
de récurrence, Im; € {my,,...,m,_1} tel que pi/m; et donc Im; € {ma,,...,mu_1} tel que
pi/my car o < .

II)

1)
a) Posons o(a@) =s. On a (a@)? = a™ = e d’ou s/d. D’autre part, (a@)* = a"c =e,
alors m /™% et donc d/s.
b) Soitx €< a>N<b>,alorso(x)/my eto(x)/msy et donco(x) =1 carmiAmg = 1.
Posons o(ab) = t. On a (ab)™™ = (a™)™2.(b™2)"™ car G est abélien. D’ot (ab)™™? =
e.e = e et donc t/mymso. D’autre part, puisque (ab)! = e et G est abélien, a' = b~' €< a >
N < b>={e}, alors my/t et my/t et donc myma/t car my Amg = 1.
2)
a) On a m = ppem(o(z),z € G) > 1 carn > 2. Soit m = pi*..p%, a1 > 1,...,¢q, > 1
(*), la décomposition de m en produit de nombres premiers distincts.
Puisque G est fini d’ordre n > 2, 'ensemble {o(z)/ x € G} est fini de cardinal > 2. Alors,
d’aprés 1), pour tout i € {1,...,r}, il existe a; € G tel que p;*/ o (a;).

b) Posons o(a;) = m;, d; = pi*. Comme d;/m;, on a, d’aprés II) 1)a), o(b; = a," ) =
i = D; .
c) Pourr =2 : On a o(b)) = p{* et o(by) = p3?. Comme p; # pa, PP Ap5% =1 et
d’apres I1)1)b), o(by.be) = pi*.ps2.
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SuppOSOTI,S que C’@St vrat pourr— 1 et montrons que ¢ 768t vran pourr ! posons c = bl...brfl.
Qp—1

Alors, d’aprés Uhypothése de récurrence, o(c) = pi*...p, 1 . Puisque Vi =1,...,r — 1, p; # p, ,

r—1
onaVi=1,...,r—1, p} Api =1, d’ou pr Apeir =1, i.e., o(c) Nb. =1 et ainsi, d’apreés
i=1

I1)1)b), o(b) = o(cb,) = o(c).o(b,) = ﬁpf‘i.pﬁ‘r =m.

On am/n car o(b)/|G].
3) Application : D’apres I1)2)c) et puisque (K*,.) est un groupe abélien fini d’ordre g—1 >
2, il existe un élément b de K* tel que o(b) = m = ppcm(o(x)/x € K*).
a) On ao(b) =m/|K*|=q—1, doam < q—1.
b) Soit a € K*. Alors o(a)/m = ppcm(o(x)/x € K*) et donc a™ = 1.
¢) Le polynome X™ —1 € K[X] posséde au plus m racines car K est un corps. D’autre
part, d’aprés 3)b), X™ — 1 posséde q — 1 racines distinctes, ainsi g — 1 < m et m = q — 1.
Comme b est un élément de K* d’ordre m = q— 1= |K*|, K* =<b >.

6.4 Rattrapage (2007-2008)

Exercice 6.11 Soient G un groupe abélien fini d’ordre n, noté multiplicativement, a un
élément de G et H un sous-groupe propre de G tel que a ¢ H. On considére [’ensemble
N={teN*/d € H}.
1) Montrer que N posséde un plus petit élément. On pose m = inf N.
2) Montrer que si s € N, alors m/s.
3) Montrer que l'ordre de @, considéré comme élément du groupe G/H, est égal a m.
4) On considére l'ensemble K ={x € G/ 3j € Z,3h € H:z =d’h} =<a > .H.
a) Montrer que K est un sous-groupe de G, le plus petit (au sens de l’inclusion)
contenant H et a.
b) Vérifier que K/H =<a > .
c¢) En déduire que |K| = m|H|.
5) Application : On pose G = 7./247,, H = 67Z/247 et a =4 € G.
a)
i) Dire pourquoi H est un sous-groupe propre de G et vérifier que |H| = 4.
ii) Vérifier que a ¢ H et que m = 3.
b) En déduire que K = 27./247.

Exercice 6.12 Soit P(X) =2X3+1X — 1 € Q[X] et Q(X) =4X%+3X — 1 € Z[X].
1) Montrer que Q(X) est irréductible dans Z[X] et qu’ainsi P(X) est irréductible dans
Q[X].
2)
a) En déduire que K = Q[X]/(P(X)) est un corps.
b) On pose « = X € K. Dire pourquoi o est inversible dans K et calculer son inverse.

Exercice 6.13
I) Soient k € 2Z,k # 0 et N = {s € N*/ 2% divise k}.
1) Montrer que N posséde un plus grand élément. On note u = sup N.
2) En déduire que k = 2"t, ou t est un entier impair.
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IT) On considere l'ensemble Ay = {$ € Q/ a € Z, b € N* et b est impair}.
1)
a) Vérifier que As est un anneau intégre.
b) Vérifier que (Az) = {§ € Ay Ja € Z,b € N*, a et b impairs}. Ay est-il un corps ?
2)
a) Montrer que 2 est irréductible dans As.
b) Dire pourquoi si u > 1, alors 2" n’est pas irréductible dans As.
c) Soit x = § un élément irréductible de Ay (a € Z, b € N* et b est impair).
i) Dire pourquoi il existe k € Z* : x = 2.%.
ii) Montrer que x ~ 2 dans As (on suppose que k est pair et on utilise 1)2) et II)
8) On considére o : Ay — Z/27, § —— a.
a) Vérifier que ¢ est une application bien définie et que ¢ est un homomorphisme
d’anneaux surjectif.
b) Montrer que As/(2) ~ Z/27.

Solution

FExercice 6.11

1) Ona N # 0, carn € N, et N CN, alors N possede un plus petit élément qu’on note
m=1infN.

2) On effectue la division euclidienne de s par m, alors 3(q,r) € N : s = mq+r, avec
0<7r<m.Doua® = (a")"a" et donca” € H cara® € H et a™ € H. Vu que m est le plus
petit entier > 0 tel que a™ € H et que 0 < r < m, alorsr = 0.

8) On aa™ € H, d’'otva™ = € et ainsi o(a)/m. D’autre part, @9 =¢€, d'ot a®® € H et
donc m/ o (a). Ainsi o(a) = m.

4)

a) 1l est évident que K est un sous-groupe de G, que a € K, et que H C K. Soit K’ un
sous-groupe de G contenant a et H. Puisque¥j € Z,a’ € K', H C K', on aa’h € K',Vj € Z,
Vh € H, i.e., K C K'.

b) Soit a’h € K, alors @h=a.h=a €<a> car h € H. D’autre part, soit &y €< a >,
alors ad = al.e € K/H car d’.e € K.

c) K est un sous-groupe fini de G et K/H est un sous-groupe de G/H, d’ou |K/H| =
% =o(a) =m et ainsi |K| = m|H].

5) Application :

a)

i) On a 67 est sous-groupe de 7 et puisque 6/24, 247 C 6Z, alors 67/247 est un sous
groupe de Z/24Z. On a aussi 6Z/247 # 7247 car 6 et 24 ne sont pas premiers entre eu.
Comme (Z/247)/(6Z/247Z) ~ Z/6Z, on a |H| = & = 4.

i) On a 4 ¢ (67,/247), sinon 4 = 6k, alors 24/4 — 6k et par suite 6/4 — 6k et ainsi 6/4,
ce qui est fau.

On a aussi 2.4 ¢ (67,/247). Cependant, 3.4 =12 =162 € H, ainsi m = 3.

b) On a |K| = m|H| = 3.4 = 12. Puisque K est un sous-groupe de Z/247, alors K =
t7./247., avect/24. D’autre part, d’aprés le 3éme théoréme d’isomorphisme, (Z/247)/(t7./247.) ~
ZJtZ, alors f%" =t et donct = % =2, d.e, K =27/247.

Exercice 6.12
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1) On a Z est un anneau principal, Q(X) est primitif et non constant, p =5 est premier
dans Z et p = 5t 4. En utilisant la réduction modulo p =5, on a ¢5(Q) = 4X3 +3X —1 €
(Z/5Z)[X] est un polynome de degré 3, ©5(Q) n’a pas de racine dans Z/5Z (p5(Q)(0) =
4,05(Q)(1) = 1L p5(Q)(2) = 3,¢5(Q)(3) = 3,95(Q)(4) = 2), dott 05(Q) est irréductible dans
Z]7.Z[X] et par suite Q(X) est irréductible dans Z[X].

Comme Z est principal, Q = Fr(Z) et Q(X) est un polynéme non constant, irréductible
dans Z[X], alors Q(X) est irréductible dans Q[X].

D’autre part, puisque Q(X) = 6P(X), alors P(X) et Q(X) sont associés dans Q[X]| et
ainsi P(X) est irrédutible dans Q[X].

2)

a) Comme Q est un corps et P(X) est irréductible dans Q[X], alors (P(X)) est un idéal
mazximal de l'anneau principal Q[X] et par suite K = Q[X]/(P(X)) est un corps.

b) On o = X # 0 dans K car P(X) { X dans Q[X] et donc a est inversible dans K.
Pour calculer o™, il suffit de remarquer que P(X) = %X3 + %X —é = 0 dans K et ainsi
a ' =4X243.

Ezercice 6.13

Iy

1) On N C N, N # () car 1 € N, N est majorée car Vs € N,s < %
posséde un plus grand élément. On note u = supN.

2) Onau € N, alors k = 2%t, out € Z. Ainsi, t est impair, sinon 2“7 /k, ce qui contredit
le fait que u = supN .

II)

1)

a) Il suffit de vérifier que As est un sous-anneau de Q.

b) Soit § € U(Ay), ot a € Z,b € N* et b impair, alors 35 € Ay, ot c € Z,d € N* et

d impair: §. 3 =1, d’ot ac = bd est zmpazr et donc a est impair. D’autre part, si § € Ay

,a € Z,b € N* et a,b impairs, alors §.7: | = =1 et ainsi U(Ay) ={} € Ay Ja€ Z,bEN*, a et
b impairs}. Puisque U(As) # Ay — {0} (par ezemple 2 ¢ $U(Ay)), Ay n'est pas un corps.

2)

a) On a2 ¢ U(Ay). Soit § € Az, otva € Z,b € N*, b impair, tel que §/2, alors 35 € As,
ot c € Z,d € N* et d impair : §.5 =2, d’o 2bd = ac ainsi 2/a ou 2/c. Supposons que 2/a,
alors 2bd = 2kc (a = 2k), donc bd = kc d’ot c est impair et par suite $ € U(Az), alors § ~ 2.
De méme, si2/c, alors a est impair et donc § € (Ay). Ainsi, 2 est irréductible dans As.

b) Si u > 1, alors 2" n’est pas irréductible dans Ay car 2/2% et 2 n’est ni inversible ni
associé o 2% (2471 ¢ U(Ay) caru—1>1).

¢)

i) Soit x = { un élément irréductible de Ay, otva € Z, b € N* et b est impair, alors a € 27
et a est non nul car x est non inversible et non nul, d’ou 3k € Z* : x = 2.%.

i1) On suppose que l’entier non nul k est pair, alors d’aprés 1)2), k = 2“t, ou u > 1,
t € Z est impair. Donc & = 2"t .1 et ainsi x ~ 2T car { € U(A;). Or, d’ apres I1)2)b), 2vt!
n’est pas irréductible, contradiction. Alors k est impair et donc x ~ 2 car € U(As).

3) @ est bien définie. En effet, soient § = 5 € Ay, ol a,c € Z,b,d € N* et b, d impairs. On
a ad = be, d’ota.d = b.ec dans Z/27, et ainsi @ =7¢ (car b et d sont impairs).

Soient $,< € Ay (a,c € Z,b,d € N* et b,d impairs). On a p($+5) = o(“2) = ad + be

o(1)

et par suite N

@‘

E+ccarb—d—1 d’ot p(§+5) = o($) + (). OnaaUSSZQp(%g)d:@(%) Sy o

|
N ||
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ainst @ est un homomorphisme d’anneaut.
@ est surjectif car Va € Z/27Z,3x = § € Ay : p(x) =T.
b) Montrons que kerp = (2). On 2 € kerp, d’ou (2) C ker . D’autre part, soit § ker o,
avec a € Z,b € N* et b impair, alors a € 27, d’'ou Ik € Z : § = 2.%, ainsi 3 € (2).
D’aprés le 1° théoréme d’isomorphisme, on a Ay/(2) ~ Z./27Z.



