Chapitre 1
Intégrale sur |a, D]

Définition : Soit I = [a,b] un intérvale de R avec a et b deuzx éléments

de R (a<b), on appelle subdivision de [a;b] toute famille finie :
To=0a<T] < ...... < xp < neen <xp=">

Dans ce cas on note 6, = max{(x;11—x;)/i = 1;2;.....;n—1} et on appelle
le pas de la subdivision .

Exemple :

1. Prenons le cas de I = [0,1].
—x0=0<21 = % < x5 = 1 est une subdivision de I et il est claire

que son pas est égale a § = %

fx0:O<x1:%<x2:%<x3:%<x4zlestuneautre

subdivision du méme intérvale I mais cette fois le pas est égale a
_1
0=3
- x0:0<x1:%<x2:%<x3:%<x4:
1

est une sudivision de I avec le pas § =

4
n

2. Dans le cas ou I = [a,b], on peut considérer la subdivision uniforme

suivante :

x0:a<:ﬂ1:a+.b77a<x2:a+2.b77“<x3:a+3.b77“ ...... < xR =

a+ k.IFTa < .... < & = b c’est une subdivision uniforme de I dont le
_1

pas 0, = ;-
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Fonction en escalier :
Définition :
On appelle fonction en escalier sur I = [a,b] toute fonction ¢ : [a,b] — R

telle que il éxiste une subdivision rog = a < x1 < ...... < xp = b de [a,b] avec :

o/|xi—1,xi[= \i = constante

pour tout v = 1;2;...;n.

Définition :
Soit ¢ : [a,b] — R wune fonction en escalier sur [a,b] , alors on définie
Uintégrale de ¢ sur [a,b] par :

n

/b ¢(z)dr = Z Ni(zi — mi_1)
a i=1
Définition :
Soit f : [a,b] — R une fonction , zy = a < x1 < ...... < xp = b une
subdivision de [a,b] donnée; avec le pas oy, .
Dans chaque intérvale [xp—1,xp] On choisit un élément &,.
On appelle somme de Riemann de f relativement a la subdivision (x;)o<i<n—1

, au pas Oy, et au éléments (§,)p la quantité :

n

Sp = Z(SUp - -Tp—l)-f(fp)

p=1
On dit que f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b] si : quand 6,, — 0 (le

b
pas tend vers zéro ) la suite S, tend vers une limite finie notée : / f(x)dx
Propriétés : ¢
Soit f : [a,b] — R et g : [a,b] — R deux fonctions intégrables au sens de

Riemann sur [a,b] et A € R alors on a les propriétés suivantes :

1. /Z(f + Ag)(x)dz = /Zf(x)dm + )\/Zg(x)daz.

b
2. Sif20:>/f(x)da:20



b

Sifzg= | Zf(:c)dxz | s(@da

a

[ s@ant < [ sta) | de

. Relation de Chasle :por tout a < c¢<bon a :

w

Ot

/Zf(a:)dx:/:f(a:)dx+/cbf(m)dx

(=2

. /:f(:x)dx = —/Zf(a?)dm
7. /af(:c)dx =0, pour tout a € R

Théoréme :

Toute fonction continue sur un intérvale [a;b] est intégrable au sens de
Riemann .

Somme de Riemann pour les fonctions continues :

Soit f : [a,b] — R une fonction continue; alors les deux suites suivantes :

1= (b—a) 1L (b—a)
un—ﬁ;:%f(a—i—k. - ),et,vn—ﬁkz::lf(a—i—k.T)

sont convérgentes vers la méme limite ;et on a :

1 b
lim u,= lim v, = /f(t)dt

n—-+oo n—+o0 b—a

Exemples :

1. Calculer la limite de la suite suivante .

VI+V2+ .+
Up =
Il est claire qu’on a pas a faire a une suite ordinaire :

En effet u, = %(\/%-i— \/% + e \/%) est une suite de Riemann et

on a :

2
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2. Calculer la limite de la suite suivante :

~ % v

De la méme maniére que précedement cette suite est une somme de

Riemann car

pour la fonction f(z) = ,71::732 et a —|—p—b;“ =Letdonca=0etb=1
1
et donc ona lim v, = 1—%/ fx)dx = [V1 _|_g;2](1) =v2-1
n—-+4oo 0

Primitive :

Soit f une fonction définie sur un intérvale I , une fonction F est dite une
primitive de f sur I si et seulement si :

1) F est dérivable sur I.

2)Vx € I, F'(z) = f(x).

Notation :

Dans ce cas on note

= /f(x)da:

Si G est une autre primitive de f sur I alors F' — G = const.

Remarque :

Proposition :

Soit f une fonction continue sur [a, b] et F' une primitive de f sur [a, b] alors

[ sz = F) - Fla)

Proposition :
€T

Soit f une fonction définie et continue sur [a, b] , alors la fonction / f(t)dt

a
est une primitive de f sur [a,b] .

Primitives usuelles :

1. /xo‘d:ﬁ = %H:UO‘H si a# -1

2. /%dm = Ln(|z]) + ¢



w

: /cos(a:)dx = sin(z) + c.

4. /sin(x)d:c = —cos(z) + ¢

ot

: /1122 = Arctg(x) +C

6. \/ﬁ? = Arcsin(z) + C
7. | — \/flf? = Arccos(x) + C
Exemple :

1
Calculer I:/ x|z|dx
-1

0
1
Onal==[ oo+ fotde = —33a%0 + = ~§+ =0,

Théoréme de la moyenne :
Soit f :a,b] = R et g:[a,b] — R deuz fonctions continue , avec f(x) > 0

sur [a,b] ; alors il existe ¢ € [a,b] tel que :

b b
| 1wt = g(o) [ ieyar

Démonstration :

puisque g est continue sur [a,b] alors il existe m et M dans R tel que
g([a,b]) = [m, M] avec m = min{g(x)/x € [a,b]} et M = max{g(x)/z €
[a,b]}.

Donc pour pour tout = € [a,b] on a m < g(x) < M et par suite on a :

m [ s < [ sgar < [ s

b
/ F()g(t)dt

(t)g
Et par conséquence “—<;——— € [m, M] , ce qui implique I'éxistence d’un
f(t

[ swa

[ st
ole) = oy
/ F(t)dt

a

¢ dans [a, b] tel que :
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Intégration par partie :
Proposition :

Soient u et v deux fonctions de classe C* sur [a,b] , alors on a :

Démonstration : . N

Onpose: F(z) = / ' (t)v(t)dt et G(x) = u(:r)v(a:)—u(a)v(a)—/ w(t)v'(t)dt.
Alors on a : F(a) —'0 et G(a) =0 ‘

De plus G'(z) = v/ (z)v(z) + u(z)v'(z) — u(z)v' (z) = v/ (z)v(x)

et F'(x) =u/(z)v(z) .

Donc F' = G + constante et puisque G(a) = F(a) = 0 alors la constante est
nulle .

Donc F(z) = G(x) pour tout x € [a,b] en particulier pour b .

Remarque :
La démonstration qu’on vient de faire est valable aussi pour les primitives
et on a la proposition suivante :
Proposition :

Soient u et v deux fonctions de classe C* sur [a,b] , alors on a :

Exemple :

Calculer les intégrales et primitives suivantes :

LI:/m@ﬁ
2
ZJ:/}mm@
1
1
3. K:/ arctan(t)dt.
0

Pour 1) on pose v/ (t) = 1 et v(t) = In(t) et donc

/ln(t)dt =tln(t) — /t.idt =tln(t)—t+c



. Pour 2) ona :
2 1 21,1 3
= [ tin(t)dt = [=t*In(t 2—/ —t2.—dt = 2Ln(2) — =
J= [ tm(dt = [GEmOR — [ 58 d=2Ln() - ]
Pour 3 On a :
/1 tan(t)dt = [z.arctg( / EJ[L (1422} = T Ln(2)
0 arctan LL"CLTCg ]_+:L’2 9 n X 0= n

Changement de variable :
Proposition :
Soit ¢ : [, B] — [a, b] une fonction de classe Ct et f : [a, b] — R une fonction

continue , alors on a :
»(B) 8
| rwde= [ )6 0t
p(a) @

Démonstration :
X

é(x)
On pose F(x) = /¢(a)f(u)du =et G(z) = /af((b(t)).qb’(t)dt
On a alors F'(a) =0et G(a) =0
Deplusona: G'(z) = f(¢(x)).¢'(z) et F'(z) = f(¢(x)).¢'(x) et donc F = G

Remarque :

Si ¢ est bijective alors :

o71) /
[ rwan= [ 7 e

Exemple :

1
1. Calculer I :/ V1 —t2dt.

2. Calculer J = / i jf:zs;c(z dz.

Pour la premiére on pose le changement de variable ¢t = sin(z) donc dt =

cos(x)dz.

Donc I = /20082($)dl‘ et puisque cos?(z) =
0

I /02(; n coséZ:c))dx _ %([m]

1+cos(2x)
2

, alors on a :

[=IVTE]

)+ %[sm(Qx)](? =

NE
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Pour la deuxiéme intégrale on fait le changement de variable suivant :

u = cos(z) < du = —sin(x)dz et donc on a :
J = 11‘?2 = —arctan(u) + ¢ = — arctan(cos(z)) + c.

Téchniques de calcules :

Pour calculer une intégrale on a toujours le probléme de savoir quel méthode
utilisée , est ce que un changement de variable (il y’en beaucoups ) ou une
intégration par partie ou d’autres; dans la suite on va donner une série de

méthodes concérnant certaines classe de fonctions :

1. Intégrale d’une fraction rationnelle :g.
On procéde par étapes;
-ler Etape :
Si deg(P) > deg(Q) ; on fait d’abord une division Euclidiénne et donc
ona :P=F.Q+ R

R(z
Donc on a : Qg; E(x) + Exg ; avec; deg(R) < deg(Q)
-2eme Etape :
On fait la décomposition en éléments simples dans R[z] de Sgg
Exemple 1 :
z—1
Calculer I = /z3+4z
Dans cet exemple on passe diréctement a la deuxiéme étape :
x—1 x—1 a br+c
J(w) = w344 z(z2+4) 5—’_ x? 44
Calcule de a, b, et ¢ :
xf(x) = ;2114 =a-+ mibfj:) et on donne a x la valeur 0 donc a = %.
lin%)xf(x) =0=a+betdoncb=1.
T—
Et puis f(1)=0=a+ ¢ =c=1.
donc
x+4 — dx
d 0
+/4x2+4 n(lz)) 8/ 2+4 /(§)2+1
et donc I = L In(|z|) + %lm(m2 +4) + 3 arctan(%) + ¢
Exemple 2
Calculer J = / x3dfx2

On pose g(z) = —~ :x2(571)2%+%+ <

2322



Et on calcul a, b, c
22g(z)/r=0=b=—1
(z—1g(x)/Jr=1=c=1

lim zg(z)=0=a+c=a=-1

Tr——400
Donc

-1 -1 1 1
T= [ =S+ e = —nja]) + - +In(la — 1)) +

Exemple 3 :
_ zt+a?44
Ca]culer K = mdfﬁ
On fait d’abord une division Euclidienne et on trouve :

rt 42?4 - 1822 + 36z + 24
= r —
23+ 5x2 +8x + 4 23+ 522 +8x+4
et 23 + 522 +8r +4= (v +1)(z +2)?

Et on va décomposer en éléments simples la fraction rationnelle :

1822 +36z+24  a L e
23 +522+8x+4 x4+1 x+2 (z+2)2

Et aprés calcules on trouve :

2%+ 4 5 6 N 12 N —24
= r —
23 4522 + 8z + 4 r+1 z+2 (z+42)?
Et en fin :
K=Lt(—o52t6mie+1))+12mn(e+2)) + — +
=_—.(x — n(|z n(|z —+c
2 T+ 2
Exemple 4 :
_ d
Calculer T = /x3-:|p—1

Tout d’abord on remarque que z° + 1 = (z + 1)(22 — 2 + 1)

Donc on décompose en éléments simples la fonction

1 a N bx + ¢
o3 4+1 x4+l 22—z +1

f(x)

Et aprés un petit calcule on trouve :
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—1 2
_ 1 _ _3 = rt3
f(x> T xS+l T oz+l + z2—z+1
Z1,42 1
Et 3 %73 _ =1 2x—1 + 3
2 —x+1 6 x2—x+1 2 —x+1
Et de meme
1 1
2 _ 2 _ 2 1
2 _ - 1\2 37 a9/ 2 1 \2
-—r+1 (r—35)%+7 3(—3m——3) +1

DoncT:%/(|x+1)—%ln(!mQ—x+1|)+%/mdm
2

i ' 1
et on posant le changement de variable u = NV

I8

On trouve :

1 1 2
T:SIn(]aj—i—l)—ln(]a;Q—x—i—lD—i—\ég.arctan(w— ) +c

1
6 V3 V3

. Intégrale d’un polynéme en Sin(x) et Cos(x).

On se raméne au cas :

I, = /cosp(a:)sinq(x)daz

avec p ,et ¢ deux éléments de N et Il ya 3 cas a envisagé :
Si p =2k + 1 impaire :
I,q = /(0082($))k5inq(:c)cos(:z)dx = /(1 — sin®(z))*sind(x)cos(x)dx

Dans ce cas on pose le changement de variable u = sin(x) et donc .

I, = /(1 — u?)*uldu

Exemple :

Calculer I = /cos(m)sinz(m)dw

on pose u = sin(z) donc du = cos(z)dzr et par suite

I= [uldu=tud+c=sind(z)+c

Si ¢ = 2k 4+ 1 impaire :

I, = /(sin2(a:))kcosp(a;)sin(m)da: = /(1 —cos?(x))Fcost(x)sin(x)dx

Dans ce cas on pose le changement de variable u = cos(z) et donc .

I,q= /(1 — u?)ruldu
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Exemple :

Calculer J = /6034(x)sin3(:c)dx

Il est claire ici qu’on va poser u = sin(x) donc du = cos(z)dz , et donc
J:/u4(1—u Jdu = tu® — Tu” +c

Donc
1 1
J = 5sin5(x) - ?sin7(x) +c
Si p et ¢ tout les deux paire :

Alors dans ce cas on est obliger de faire une linéarisation .

Exemple :
Calculer : T = /cosQ(x)sinZ(x)dx
Dans ce cas on a : cos(z).sin(z) = 3sin(2z) donc cos?(z)sin’(z) =

1sin?(2z) = §(1 — cos(4x))

Et donc I = %x — g5sin(4x) + ¢

. Primitive de la forme : | F(z, {, g;jg)da; , avec ad — be # 0.

On pose le changement de variable :

afax+b n ar+b dy™ —b
= -

cr+d Y cr+d a—cy”

Exemple :

Calculer I = /@'gﬁfl-

Alors on pose le changement de variable :

1 21 dyd
y=1{ +x<:>x=y ode = 2%
1—2z v+

Ce qui donne :

2
[ / 4ydy
3)(y2+1)

Et en décomposant en éléments simples la fraction rationnelle :

du _3+1:>4y2dy_3+1
w=3)u+1) u—-1 u+l  GP-3)2+1) -1 y>+1
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Donc I = /yQ—?’_gdy + /% et le réste est évident .

4. Intégrale de la forme /F(cos(:z:), sin(x))dz .
Pour le calcule de ce genre de primitives ou intégrales il ya plusieures

changement de variable possibles le plus important est peutétre :

. ' ot 1—¢2
t = tg(§) = dx = mdt, .S’Ln(l') = ma .COS(I’) 1 1+ ¢2

Exemple :

Calculer I = / mdl‘

D’apres le changement de variable précédent on a :

_ 2dt
I'= 3+t2-

Formule de WALLIS :

Il s’agit de la formule suivante :

JIp = /5 sin"(x)dx
0

On vois facilement que Jo = § et J; =1
Soit n un entier strictement supérieur a 1.

On intégre par partie et on a :

us

Jn = /05 sin™ ! (z)sin(z)dr = [Cos(x)sz'n”_l(x)]o%—i-(n—l) /05 cos?(z)sin™ 2 (z)dx

Donc

Jp = (n—1) /05(1—sin2(x))sin"_2(x)dfn = (n—1) /05 sin™2(z)dz—(n—1) /05 sin"(z)dx

Et enfin on a : nJ, = (n —1).J,_2 Alors en utilisant cette formule on trouve

facilement :

J _2n—12n—-32n-5 31w
T Ton n—22n —47TTTT 153

et

J - 2n 2n—22n-—75 42
2n+1-2n+12n—12n_4 .............. 53
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Fonction définie par une intégrale :
Proposition :
Soit f : I — R une fonction continue , avec I un intérvale de R; et u; v

deux fonctions définies de J — I des applications de classe C! .

v(z)
Gz) = /u ., T

Alors G est une fonction dérivable sur I et on a :

On pose alors :

Démonstration :

En effet soit F' une primitive quelconque de f sur I , alors on a :

G(xz) = [F(1]u2) = F(u(2)) — F(u(x))

Et donc

G () = F'(0(2))-0/(x) = F'(u(@))ad (2) = fo())0(2) - f(ule))ad ()

Exemple :

Etudier les fonctions suivantes :

1. G(z) = [ 4 et

T Vi+e?
2. I(z) = fosmz(x) arcsin(v/t)dt + fOCOSQ(m) arccos(v/t)dt
1] La fonction f(t) = ——— est définie continue sur R ; donc intégrable

V1+t2
sur tout intérvale ferlé du type [a,b] , en particulier sur [z, z

dans R.
Ce qui entraine que le domaine de définition de G est Dg = R.

2] pour tout =

D’autre part les fonctions u(x) = x et v(z) = 2z sont de classe C' et donc

G est dérivable sur R et on a :

2 1
x) = —
V1+422 1+ 22

Ce qui donne :

&' () k

T VIt VI 1422V T 2 + VI 422)
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2| Les fonctions arcsin(v/t) et arccos(v/t) sont continues sur [0, 1]; donc sont
intégrables sur [0, sin?(z)] et sur [0, cos? ()] respectivement pour tout = dans
R ., donc le domaine de définition de la fonction I est R.
De plus il est facile de vérifier que I est paire et périodique de période T' = .
En effet I(—x) = I(x) car sin?(—x) = sin®(z) et cos®(—x) = cos*(x).
Et :

sin?(z 4+ ) = (—sin(x))? = sin’(x)

cos®(z + ) = (—cos(z))* = cos*(x)
Donc on réduit le domaine d’étude a l'intérvale [0, T].
Soit F' une primitive de arcsin(y/t) et G une primitive de arccos(y/%).
Alors :I(x) = F(sin?(z)) — F(0) + G(cos*(x)) — G(0).

Donc :

I'(z) = F'(sin®(z)).2cos(z).sin(zx) — G'(cos?(x)).2cos(x).sin(x)

donc

I'(x) = sin(2x)[arcsin(|sin(x)|) — arccos(|cos(z)])]

Et puisque x € [0, §] , donc sin(z) et cos(x) sont positifs alors :

I'(z) = sin(2x)[arcsin(sin(z)) — arccos(cos(z))] = sin(2z)(z —z) =0

Donc I est constante sur [0; 5], et cette constante est égale :

’ 2

. é

Z):/ arcsin(\/i)dtJr/ arccos(V/t)dt
0 0

donc

I(x) = /0 (arcsin(v/t)dt + arccos(v't))dt

or pour tout = € [0,1] on a : arcsin(z) + arccos(z) = 5 et donc :

Ia) =7



Chapitre 2
Intégrale généralisée

Définition 1 :
Soit I = [a,b] avec (b€ R oub=+o00 ), f: 1 — R, une fonction localement

intégrable sur I c.a.d intégrable sur tout intérvale [a,x] C I.
x

Pour a < x < b on pose (z) = / f@t)dt; si lin%w(a:) =1 existe (€ R); on
a r—

b b
dit que / f(t)dt converge , et on écrit tout simplement / f(t)ydt =1
a a

b
Dans le cas contraire on dit que / f(t)dt est divérgente.
a

Exemples
- I = / —converge .
On effet /0 \/% = [arcsin(z)]§ = arcsin(«)

Et puisque liml arcsin(a) = 5 alors I converge et ona [ = §
a—
2
- J= /1(?5_d7§)2 diverge .
x
Sil < z < 2 alors ¢(x) :/ ﬁdt === -
1
Et donc si x — 27 alors ¥(z) — +o0
1
- K :/ dt Jiverge .

On effet K = hm [ln( )L = +oo

- L= / diverge.

jus
2

15
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En effet
N ) 1
L= lim[—], = lim(-1+ —) = 400
Théoréme 1 : )

On pose I(a)) = / f—ﬁ Alors on a les deuz situations suivantes :
0
1. Sia < 1= I(a) converge .
2. Sia>1= I(a) diverge .

Démonstration :
Si a =1 c’est 'exemple 3 'intégrale est divergente .

Si o # 1 deux situations se présentent :

Ldt e 1 X«
Ia)= | — =1 L= —
(o) o t¢ XH—>nO l—a]X Xlino(l—a 1—a)
Et donc : ) o . oo
(Oé) o {—i-oo st 1-a<0

Conséquence 1 :

Soit a un réel strictement positif; alors on a :

a1
/ —dt converge Sa<l
0t®

Démonstration :
méme téchniques que le théoréme précédent .
Conséquence 2 :
Sogent a et b deux réels alors ona :
a(biiii)a , convérge , si et seulement si @ < 1
Démonstration : .
Soit a <z < bet(r)= / (biii)a on pose alors u = b—t et donc du = —dt

a

vw)=- [ : (Z;L =/ ZZU

Et on tf]ziiasant tendre x vers b on a :

ce qui donne :

I = / Z—Z est convérgente si et seulement si o < 1 d’apres la conséquence
0
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Théoréme 2 : oo
Soit f € R on pose I(3) = / f—g alors on a : I(3) converge si et seulement
siB>1 !
Démonstration :
Si=1alorson a:

100 = i[5 = i G0 = i (n(00)) = s

Si#1 Alors on a :

X dt 1 1
I(3) = i — = lim [—t P = lim (—X"F - ——
)= Jm f 3= =gt = im (5 1-5

Etdoncf(ﬂ)eroosi1—5>0etf(5):—ﬁsi1—5<0.

Exemples

+oo
- /1 gl—\/tg est divérgente car % <1(Vt= t%)

00
dt 4
- nvergen rz>1
/1 75%estcovegetecab 3 >

Théoréme 3 :
Soient f et g deuz fonctions positives sur I = [a,b| localements intégrables
sur I et telles que :

Veel: f(z) <g(x)

Alors on a les affirmations suivantes :

b b
1. Si/ g(x)dx converge :>/ f(z)dz converge .

a

b b

2. Si/ f(z)dz diverge :>/ g(x)dx diverge .
a a

Exemples

—+o00
dzx
2’

1. Etudier la nature de l'intégrale généralisée : I = /
1

L Sx%pourtoutx>0.

T2

On remarque facilement que 0 <

+00
Et puisque / j—g convérge car 2 > 1 il en résulte que I converge .
1
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4]
8=

dz.

|

“+o0o
2. Etudier la nature de l'intégrale généralisée :J = / =
1

1
De la meme facon que dans 1 on va majoree la fonction f(z) = <5 par

une fonction dont l'intégrale généralisée est convérgente :

1
x21:>—§1:>e%§e:>0§f(m)§
x

&M‘ @

+oo
Or / % converge = J converge.
1

+oo
3. Etudier la nature de l'intégrale généralisée : K = / e\/gdm.
1

On pose f(x) = e\;; qui est une fonction positive .

Si 2 > 1 alors y/z > 1 donc ﬁ < 1etdonc f(z) <e ™.

+o0
Or / e~*dx = [-e~*]{° =1 converge , donc K converge.
1

Remarque
La condition f et g positives est une condition nécessaire .

Donc avant d’utiliser ce critére il faut s’assurer que les fonctions sont positives

Théoréme 4 :

Soient a et b deuz reels et I = [a,b]; f: I — R une fonction positive et

localement intégrable . On suppose qu’il existe r € R tel que :

lim(b—z) f(z) =1 R"

z—b
Alors on a :

b
1. Sir<1 :>/ f(z)dz converge .

b
2. Sir>1 :>/ f(x)dx diverge .
Exemples :

1
1. Etudier la nature de l'intégrale généralisée I = / m\/?'d:p
0

Le probléme se pose en 0 , avec f(x) = lin{@)] ,etona:

Nz

lim (z — 0)" f(z) = lim ()"~ 2|In(z)| = 0

x—0 z—0
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Pour tout r — % >0

En particulier on peut choisir un r qui vérifie a la fois r — % > 0 et
r < 1 par exemple r = 2 ( en réalite tout les r €]3,1]).

Donc d’aprés le théoréme précedent I converge.

1
2. Etudier la nature de l'intégrale généralisée J = /0 \/ll_—xd:n

De la méme maniére due précedement on a , on pose f(z) = N

1
lim (1 — )" f(z) = lim (1 — DC)T_% =0, si,r — i 0

z—1 z—1
Donc on prend un r qui vérifie a la fois r — % > 0 et r < 1 par exemple
3
r =4, et donc J converge.

Théoréme 5 :
Soient a un reel strictement positif , I = [a,+oo[; et f: I — R une fonction

positive et localement intégrable . On suppose qu’il existe un r € R tel que :

lim (z)"f(z) =1 R"

Tr—-+0c0
Alors on a :

b
1. Sir>1 =>/ f(z)dz converge .
a

b
2. 8ir<letl#0 :>/ f(z)dz diverge .

Exemples :
+o00
1. Etudier la nature de I'intégrale suivante : [ = X Vﬁ.
— 1 .
On pose f(x) = ry ey et donc on a :
. - . 11
lim 2"f(z)= lim 2" 4.—&/ =0
r——+00 xr——+00 ed

Pour tout r en particulier pour les r > 1.
Donc I converge .

e Tdx

+oo
2. Etudier la nature de l'intégrale suivante : J = / Tx
1

Comme dans le premier exemple on pose f(z) = % et on a:

1 1
lim 2" f(z)= lim 2" 2¢*=0,st,7—=>0
Jm 2"f(z) = lim 8l = 5
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Si par exemple r = 2 alors on a :
. . N
xgrfmef(x) = zll)l}:@:ﬂ% =0
Donc J converge.
Définition 2 :
Soient a,b € R = RU {—o0,+0c}; I =]a,b[ et f : I — R une fonction
localement intégrable .

b
On dit que lintégrale / f(x)dx converge si et seulement si pour tout a <
a

c b
c<b / f(z)dz et/ f(x)dx convergent .

b c b
Dans ce cas on écrit tout simplement : / f(z)dz = / f(z)dx +/ f(z)dz.

Remarque :

b

Dans la dérniére équation / f(z)dz ne depend pas de ¢, ce qui veut dire
a

que :

b c
/ f(z)dz converge si et seulement si il existe a < ¢ < b tel que / f(z)dx
a a

b
et / f(x)dx convergent .

Exercnples :
) S R 1 d
1. Etudier la nature de 'intégrale généralisée [ = [~ \/%7

ici on va prendre ¢ = 0.

= lim [arcsin(z)]) =

/1 dx i /X dx .
—— = lim e m
0o Vi—22 X-1Jo V1-22 X-1 2
Et
0 dx ) 0 dr . . . -
L Ve e /Y Ty laresin(@)y = 5
Donc I converge et on a : I = .

dt

+0oo
2. Etudier la nature de l'intégrale généralisée J = /7ool+—t2

De la méme maniére que dans le premier exemple on va prendre ¢ = 0

et on a:

0 dt . 0 gt _ .
/m Tre i | = i farctan(®)]y
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Et

/0 1+¢2 XEEOO/O 1+ 2 Xfﬂoo[arc an(t)]o 5

Donc J converge et on a :J = .

Faux probleme ¢ Certaines fonctions présentent des problémes qui
sont "des faux problémes" dans certain cas et on peut facilement les surmon-
ter .

Proposition :

Soit I = [a,b] avec b € R et f: I — R une fonction positive et localement
intégrable.

Si limb f(z) =1€R; alors la fonction f est prolongeable par continuite en b
Tr—

b
et donc / f(z)dz est convergente.
a

Exemples :

1.
— Etudier la nature de l'intégrale généralisée I = / %(t)dt
Il est evident que nous avons a faire a une situation de fau probléme

en 0, car }/irr(l) %(t) =1 et donc la fonction ¢ — %(t) est prolongeable

par continuite en 0 et donc I est convergente.
1
— Etudier la nature de l'intégrale généralisée J = / @dt
0

. 5 . - tg(t
De la méme maniére que dans le premier cas ona }IH(l) # =1 et donc
—

J converge.

1—cos(t?) dt

1
— Etudier la nature de l'intégrale généralisée K = / o
0

1—cos(t?)
+2

Donc K est convergente .

. . 1—cos(t?
Dans ce cas on a lim = lim tQ*C;’fu = 0.% =0
t—0 t—0

Théoréme 6 :
Soient a € R et b€ R = RU{—00,+00}; I = [a,b] et f;g deus fonctions

positives et localements intégrables sur I :
b b

On suppose que f(x) ~ g(x) au voisinage de b Alors / f(x)dx et/ g(z)dx
a a
sont de méme nature ( c.a.d convergent ou divergent en méme temps ).

Exemples :

1
sin(t)dt
o tVE
Dans ce cas le probléme se pose en 0 , et au voisinage de 0 on a :

1. Etudier la nature de l'intégrale suivante : I = /
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sin(t)

N

|~

ft) =

1

Et puisque % < 1 alors / L dt converge , donc I converge.
0t2

NI

1
2. Etudier la nature de l'intégrale suivante : J = / tgx(—f)daz
0

Dans ce cas la fonction f(z) = tgx(;'f) ~ 7
1

Et puisque 2 > 1 alors t%dt diverge , donc J diverge .
0

au voisinage de 0 .

z2\/z
Pour cette exemple on a deux problemes (‘en 0 et en +00 ) :

+0o0
3. Etudier la nature de l'intégrale suivante : K = / 1-cos(a®) g,
0

— 2 . .
La fonction h(z) = 1;207‘\3/%’3) ~ 2 au voisinage de 0 .
t2

1
Et puisque 3 L <1 alors / 2.dt converge .
0t2

+o00
D’autre part 0 < h(t) < 2 pour tout ¢t > 1 et puisque / =dt
t2 1 t2
5 Feo 1—cos(t?)
converge (car 5 > 1)donc / —mi dt converge .
1
Et donc pour conclure que K = /01 ;;f/f )dl‘ +/ L ;;’f/f dx

converge.
Définition 3 :
Soit I = (Ja,b] ou [a,b] ou |a,b]) un intérvale quelconque de R et f: I — R
une fonction localement intégrable .

b b
On dit que lintégrale / f(z)dz est absolument convergente si / |f(x)|dz
a

est convergente .

a

L’intérét de cette définition réside dans le fait que tout les critéres que nous
avons vue concérne les fonctions positives. Et le théoréme suivant va nous
donner un moyen efficace pour étudier le cas des fonctions non positives.
Théoréme 7 :

Soit f : I — R une fonction localement intégrable avec I comme dans la

définition précédente alors .

/ |f(x)|dz, converge :>/ x)dx, converge
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Changement de variable et intégration par partie :
b

On les appliquent de maniére naturelle ou présque ; puisque / f(x)dx n’est
a
q’une limite d’intégrales naturelles .

Exemples :

._.

1. Etudier la nature de l'intégrale I = / cos(3)dx

~+

1

Dans ce cas le probléme ce pose en O et on a :/ = lim cos(%)dt.
X—+oc0) X
1
On note I(X) = / cos(1)dt et on efféctue le changement de variable
X
suivant :
1 -1
u=—=dt=—du
u
Et donc : .
cos(u)
I(X) = - /L “
X
Et en fin :
. _/1 cosgu) Ju— lim /}1( cosgu) s — /+oo COSgU) Ju
X—0t % u X—0tJ1 u 1 u

“+oo
Or ‘COS(U)‘ < 1 > pour tout u > 1, et donc/ u%du converge car 2 > 1
1

+o0o +oo
Donc / |COS(“ |du converge et d’aprés le théoréme précédent / Cozg“) du
1 1
converge .
+oo .
sin(t)
(0) gy

Dans cette situation le probléme se pose en 0 et en 400

2. Etudier la nature de I'intégrale généralisée J =

On a lim S”z( ) — 1 donc la fonction f(t) = %(t) est prolongeable par

1
continuite en 0 et donc J; = / Sm( s gt converge .
0

1 ¢ X—+o00

une intégration par partie nous donne.

+oo . ‘ x D)
D’autre part si on pose Jo = / sin® ¢ = lim I sm( dt alors

— X cos
h= Jim (Freosll ~ [
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ce qui donne :

L cos(X) X cos(t)
J = Xl_l)rﬂoo(cos(l) ~ % —/1 2 dt)

+00 .

Et doncJs = cos(1) — %ydt converge .
1

Et puisque J = J; + Jo alors J converge .

La fonction I :

Il s’agit de la fonction suivante :
+oo
I'(z) :/ tE=De~tgt
0

Cherchons le domaine de définition de cette fonction : oo

Pour cela on pose I'1(x) = / tE=De=tdt et Ty(z) = / tE=Detdt,
0 1

Et il est claire que le domaine de définition de I' est D = Dr, N Dr,.

Pour T'; le probléme se pose en 0 et on a au voisinage de 0 :

t('r_l)e_t ~ t(‘r_l) =

t(a:—l)

1
Et donc / W%l)dt converge si et seulement si 1l —x <1< 2 >0

Donc Dr, =0, +o0|.
Pour I's ona :

t’l‘—‘r:l‘—l

lim #+@ Ye™t — Jim
t——4o0 t—-+o0 e

=0;VreR VtieR

En particulier pour » > 2, et donc Dp, =R
Et donc on conclus que D = Dr, N Dr, =0, +00|
Proposition :

Pour tout > 1 on a :
INz)=(zx—1).I'(x—-1)

démonstration :

On va faire une intégration par partie .

Y Y
= 1 (‘T_l) —t — 3 _ (1‘—1) —t1Y _ ($_2) —t
@) =t oo Vet = i (Ve Foren) [Pty
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Et donc
T(z) = (z — 1) /O T Dt ) = (o — 1T — 1)

Conséquence :
Pour tout n € N* on a :
I'(n) =n!

Démonstration :

En effet on a :
I'(n) = (n—1)I'(n—1) = (n—1).(n—2).'(n—2) = (n—1).(n—2).(n—3)....... 2.I°(1)

et '(1) =1
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Chapitre 3
Equations différentielles

1. Définition :

On appelle équation différentielle d’ordre n ( n € N ) toute équation

du type :

F(z,y,9,y", o y™) =0 (E)

avec x une variable réelle y la fonction inconnue et y/, y”, Ly ces

dérivées succéssives.

Exemple :
(a) xy’ + 2%y? — 22 = 0 est une équation différentielle d’ordre 1
(b) yy' +y” = Ln(x) est une équation d’ordre 2
() (14+2)y =1—y est une équation d’ordre 1

(d) (1+ 22)y’ + 3zy = 0 est une équation d’ordre 1

2. Solution ou intégrale :

On appelle solution ou intégrale sur un intérvale I de R, de I’équation

(E). toute fonction f:I —IR; n-fois dérivable telle que :

F(z, f(x); f'(), f7 (2); ... f" (@) = 0

pour tout x € I

27
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Solution maximale : C’est une solution définie sur un intérvale maxi-

mal , c-a-d qu’on ne peut pas prolonger & un intérvalle J contenant

1.
3. Equation du premier ordre :
C’est une équation du type : y = f(x,y) (E1)
4. Equation a variables sépparées :
C’est une équation du type vy = f(x)g(y) (V.S)
Ou f et g sont des fonctions continues données sur des intérvales I et
J
Exemple :

(a) (14 22)y + 32y = 0 ce qui est équivalent a y' = 1;3;”’2 BT

(b) zy =y + xy ce qui est équivalent a y' = (1 +1).y
(c) y'sin(z) =y ce qui est équivalent a 3/ = ﬁ(i).y
Pour résoudre L’équation (V.S); on I’écrit tout d’abord sous la forme :

1
@dy = f(x)dx

et puis on continue la résolution en intégrant les deux cotés de I’équa-
tion.

Exemples :

(a) Dans I'exemple 1) ona :

d -3 3
Zy =17 ; = In(ly|) = —iln(l + 2?) + cont
1 K
= |y| = e =y=
vl (14 22)V1+ 22 Y (1+22)V1+ 22
Avec K € R

(b) Dans I’éxemple 2 ) on a

U — (G o = Inyl) = (@ + Inflel) + ¢
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ly| = €. |z|e® = y = Kxe®
Avec K e R

(c) Dans I’exemple 3) on a :

REToRd Al ey
N sin(x sin(x

= In(ly)) = / S;?g()j)x - fmc(fifé
Alors un changement de variable u = cos(z) ( du = —sin(x)dx) :
du 1 du du 1 1—u
n(|y|) = /1 _—< —a 1+u>:2ln(‘1+u)+c
Et donc
YT =R g
Avec K € R
5. Equation homogéne :
Ce sont des équations du genre :
y =1 (H)
Exemples :
(a) 227y —y? = day
(b (41‘ +3zy + %) +4(y? + 3zy +2%)y’ =0

(c
(d

)
) vy +3wy? + 223 =0
) 2r+y— (4o —y)y' =0
(e) ayy —y* = (z +y)e >

Résolution :
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On fait un changement de fonction inconue et on pose :

u:g@y:mujy':u—{—u'x
T

Donc (H) sera équivalente a :

qui est une équation a variable séparée

Exemples :
244
() wr = L = (1) + 2(1)

donc il s’agi bien d’une équation homogeéne

_ Yy _ /o !
donconposeu=:cy=rusy =utuzx

, 1
<:>u—|—ux:§u2—|—2u

<:>ln(‘ :L_
u

U 2Kx
<:>u+2 x < u( x) TE U= T

2 2
donc y = fﬁfgx Avec K un réel

(b) dans cette équation on a :

(42% + 3y +y°) +4(y* + 3zy + 2%)y' = 0

N /__(4x2+3$y+3/2)
YT A 1 3ay + 2?)
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4+3.8 4 (1)

A +3(H) +1)

Donc il s’agit bien d’une équation homogéne :

—_ Yy _ /_ !
donconposeu=2y=rusy =utuzx

Lo — __Ad3utu® lp — _ Af3udw®
Et donc u2+13w: = T surD) T YT T Tqiisurn ¢ T
—4—Tu—13u"—4u”
4(u2+3u+1)

(¢) Dans I'exemple ¢) y3y’ + 3zy? +22° =0

—9_ 3(&)2

Y\z g Y2 ’ x Y
= 3(= 2=0<«—¢y = ——2 — f(Z
Cry +300)°+ Y OE )
Il s’agit bien d'une équation homogeéne
donc on poseuz%@yzxu@y’zu%—uﬁ
Et donc
o —2 — 3u? , -2 — 3u? —u? uddu dz
UHur=—F—+<—ur=———F+— " <— " ————— = —
u? u? 24+ 3u?+ut oz
/ uddu _ [d=x
2+3u2+ut ) x
Or X2 +3X +2=(X+1)(X +2)
3
done g = ngl) + Zgig

E t un petit calcule montre que
a=—-1;b=0;c=2;et;d =0

Donc In(|z|) = FHn(1 4+ u?) + n(2 + u?) + ¢ = In( 2f+“;) +c

Et on continue la résolution

6. Equation linéaire d’ordre 1 :

Elle est de la forme :

a(z)y’ + b(x)y = h(z)
Avec a,b et h des fonctions continues sur un intérvale donné I.
Exemples :
Day —y=5"59
2) y' — xy = sin(x)
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Reésolution :
1) On commence par résoudre l’équation sans second membre c.a.d

a(z)y’ + b(z)y =

0
sy = —%.y

Qui est une équation a variable séparée , et on sait la résoudre .

Dans l'exemple 1)

E.S.S.\M :est : zy' —y = 0 donc .

/
1
LYt
T
d dzx
&= =—
Y T
d d
o [Wo [l
Yy x

< In(ly]) = In(|z]) + C
& lyl = e Ja]
Sy =Kz

Avec K € R Dans ’exemple 2) ESSM est ¢y — 2y =0

sa résolution sera de la méme maniére :

—y:xda:
d
@/—y:/xda;
Y
2
& inlly) = 2 +C

ZE2
& g0 = K.exp()

avec K € R
Et donc yo = K.Uy avec Uy = exp(%)
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7. Théoréme :

On considére I’équation linéaire de 1" ordre :
a(z)y’ +b(z)y = h(z) (E)

Si yp, est une solution particuliére de (E)

Alors Toute autre solution y de (E) vérifie

a(x)(y — yp) +b(@)(y —yp) =0

Donc y — 1y, est une solution de I’équation homogeéne , donc y —y, = yo

Donc
Y=y 1Y%
8. Recherche de y, :
Méthode de la variation de la constante :
Soit Uy une solution de ’équation sans second membre .

On pose 1y, = c(x).up avec ¢(x) est une fonction a chércher pour que

yp soit une solution de (E)
Donc y/, = c/(z)ug + c(z).u/y puis on remplace dans I’équation (E)

et donc on aura :
a(z)(du0 + cu'0) + b(x)(cuo) = h(x)
Ce qui entraine que :

a(z)d (x)ue + a(z)c(z)ul, (x) + b(z)e(z)uo(x) = hx)

h
Et donc dz) = a(x)(u?(x)
Exemple :
résoudre ’équation différentielle xy’ —y = -1 (1)

On commence par résoudre ’équation sans second membre E.S.S.M
ESSM : 2y —y =0

dy _ dx
=2 =9
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= Ln(|y|) = Ln(|z]) + ¢
sy=Kz
avec K e R

On pose alors ug =«

et on va chercher une solution particuliére y, = c(x).up
On dérive y, et on remplace dans I’équation (1)

et on obtien z(cu, + cul) — (cu,) =
= 22 (z) = '
= (@) = s = 3 T e T
= c(z) = —In(|z]) + 3in(jz* — 1)

= yp = c(z).u

= yp = K.z + 2(—In(|z]) + Lin(|2? — 1])

avec K € R

On va alors donner les solutions sur les intérvales :] — oo, —1[, ] — 1, 1]
et |1, 400]
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. Equation de BERNOULLI :

C’est une équation du type

Y = a(x)y + B(x).y" (E)

avec nun élement de R | a(x) et B(x) des fonctions numériques données

sur un intérvale I.
Exemple :

(a) v =y +2%y? icin =2

(b) y=y+y> icin=3

() y—y=\y icin=3
Reésolution :
1) Sin=1 alors :y' = a(x)y + B(x).y = () + B(x))y
donc on a une équation a variables séparées
2)Si n# 1 'équation (E) est équivalente a :

/

g — o8 = B(x) (E1)

yn yn—l
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On pose alors z(x) = ynl,l

donc 2/(z) = —(n — 1)5—;

Et on remplace dans I’équation (E)

Ce qui nous donne : —ﬁ — a(x)z = fB(x) qui est une équation
linéaire de 1°" ordre .

Exemple :

Résoudre I’équation suivante :(E) y =y + zy?

(E) est équivalente a :%/ - i =z

On pose z:% , donc 2’ = —3—; puis on remplace dans ’équation pré-
cedente :

et on obtien 2’ 4 z = —2?

Et on va résoudre cette équation par :
1)2/4+2=0= Z;’ =-1=>%L = _dr=in(z)=-2+c=z2=Ke®
avec K € R

On pose alors zg = e™*

Et on va chercher une solution particuliére par la variation de la constante :

zp = c(x).20

= 2'p =2+ cz|)

= c’zo + cz(') + czp = —?

= d(z) = —2?e”

= c(z) = — /:L’Zemdx = (=22 + 22 — 2)e”

Donc z,=(—22 + 2z — 2)e%.e ¥ = —a? + 2z — 2
Et donc la solution generale est donner par :
zg=zp+ Ke*=—22+22 -2+ Ke ® avec K € R

Et en fin y, = Avec K € R

1
—1242x—2+ke <
Equation de RICCATI :

C’est une équation du type :

y = afx).y® + B(z).y +(x)
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Avec a(x); B(z) et v(x) des fonctions numériques continues sur un
intérvale I
Résolution :

On a besoin de connaitre une solution particuliére y;
On pose alors z =y — 1
Equation de second ordre a coéfficients constants :

Ce sont des équations de la forme :
(E):ay” +by +cy = f(x)

Avec a,b,c des constantes réelles et f une fonction continue sur un
intervale 1
Exemples :

(a) y” +3y' +y = sin(z)

(b) v + 3y’ + 4y = e” cos(x)

(c) 2y” +9 — 2y = (2% + 3z + 2)e**
Equation sans second membre :
Il s’agit de I’équation :

(Eop) cay” +by +cy=0

pour résoudre I’équation FEj, on remarque d’abord que ’ensemble des

solution de Ej est un espace vectoriél de dimention 2

et que pour chercher sa base on a besoin de I’équation carractéristique :

Equation carractéristique :
c’est I’équation de second degré : ar? +br4+c =10 (E.C)
Il ya 3 cas possibles :

1" cas: A = b2 —4ac > 0 dans ce cas nous avons deux racines

réelles distinctes r1 # ro et alors les solutions de Fy sont de la forme :

Yssm = Aexp(rix) + pexp(roz) , avec A et p deux réels :

2eme

cas :

A = b?>—4ac = 0 dans ce cas I’équation caracteristique admet une seule
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solution double r; = ro = r et dans ce cas les solutions de I’équation

sans second membre sont données par la formule :

Yssm = (Az + p) exp(r.x)

Avec A et p deux réels quelconques. 3¢ cas :

A = b> —4ac < 0 dans ce cas nous avons deux racines complexes
distinctes z; # 2z avec 21 = a+ 10 et zo0 = a — i et dans ce cas
les solutions de 'equation sans second membre sont données par la

formule :

Yssm = exp(ax)[A cos(fz) + Bsin(fz)]

avec A et B deux élements de R
Exemples :

résoudre les équations suivantes :

(a) v +3y —4y=0

(b) v —4y' +4y =0

() v" +4y +5y =0
Pour 1) I’équation caracteristique est : 72 +3r —4 = 0 dont le A =
b2 —dac=9+16 =25 et donc ry = =55 =T et ry = =55 = —4
et donc yssm = Aexp(z) + pexp(—4x) , avec A et p deux réels :
pour 2) I’équation caracteristique est : 72 — 4r +4 = 0 dont le A =
b —dac=16—16 =0et doncry =1y = 5 =2
et donc Yssm = [Ax + p]exp(2z) , avec A et p deux réels :
pour 3) I’équation caracteristique est : 72 + 4r + 5 = 0 dont le A =
b? — dac =16 — 20 = —4 = (2i)?
Alors z1 = # =-—2+1i et z9=—-2—1
Et dans ce cas yssm = exp(—2x)[A cos(z) + Bsin(z)] avec A et B deux

élements de R
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13. Recherche d’une solution particuliére :

considerons d’abort I’equation :
ay” + by’ + cy = e**. P, ()

Avec « un réel et P, un polynéme de degrée n

Dans ce cas on cherche une solution particuliére de la forme :
Y, =e" 2’ (Ao + A1z + ... + Apx™)

Ou Ag, Ay, ...... A, des constantes réelles a déterminer .
Et s vérifie :

— s =0 si a n’est pas racine de F£.C

— s =1 si « est racine simple de E.C

— s = 2 si « est racine double de E.C

Exemple :

Résoudre 'équation différentielle suivante :
y? — 3y — 4y = 6e*" (1)

On commence par résoudre I’équation carracteristique :r2 —3r —4 = 0
Ona:A=9+16=25doncry =4 et ry = —1 et donc la solution de

I’équation sans second membre est :

T

Yssm = >\64x + pe

avec A et p deux réels

On cherche ensuite une solution particuliére de la forme :
Y, = e2*.20.(A) = A.e*

Alors y), = 2Ae*" et 7, = 4Ae®” et on remplace dans "equation (1)

4Ae*® — 6Ae* — 4Ae*® =6 => —6A=6=A=—1
Et en fin la solution générale de (1) est :

Y= Yssm T Yp = Ae'” + pe " — >
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Exemple 2 :

résoudre I’équation différentielle suivante :
Yy’ —2y — 3y = —3ze " (2)

L”equation carracteristique :

r* —2r—3=0

Et A =16 donc 1 = —1 et r9 = 3; donc la solution de ’équation sans

second membre est donneé par :
Yssm = Ae " + pe®® Net p €R
On cherche ensuite une solution particuliére de la forme :
yp =€ .z (Ag + A1)

avec s = 1 car —1 est racine simple de ’équation carracteristique .
Et on calcule y;, = e™*(Ag+(24; —Ag)z—A12?) puis y'p, = e (241 —
240+ (Ag — 4A1)x + A1$2) .

Et on remplace dans I’équation (2) :

3
g.
Ce qui nous donne la solution générale de (2) :

ce qui nous donne :Ay = 1—36 et A1 =

3 3
=)\ 7 3x - e
y=2Xe "+ pe’ +e 33(*164—83:)

Considérons maintenant ’équation différentielle suivante :
ay” + by’ + cy = e**.P,(x)cos(B.x)

Avec a , B deux réels et P, un polynome de degrée n

Dans ce cas on cherche une solution particuliére de la forme :
yp = e 2’ [Qn(z)cos(f.x) + Ry (z)sin(f.x)]

Ou @y, et R, sont des polynoéme de degrée n et
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— s =0si o+ i n’est pas racine de I’équation carracteristique .

— s =1si a+1if est racine de ’équation carracteristique

Exemple 1 :
Résoudre I’équation diofférentielle suivante :y” —3y'—4y = —8e”.cos(2x)
Equation carractéristique : 72 —3r —4 =0, donc A =25 et 7 = —1

et ro = 4 et donc la solution particuliére sera de la forme :
yp = €”.(Acos(2x) + Bsin(2x))

On a s = 0 car 1 4 2¢ n’est pas une racine de I’équation carracteris-
tique; et on calcule y, et y”, puis on remplace dans I'équation (3) et

A 3 _ =5
on trouve :A = = et B= 2.
Exemple 2 :

Résoudre ’équation différentielle :
y” + 2y + 5y = 4e” "cos(2x) y(0)=1, ¥ (0)=0

L’equation carracteristique est : 724+2r+5 = 0 et son A = —16 = (44)?
donc les solutions sont z; = —1+2i et 29 = —1 — 2¢

On cherche donc y, = (Acos(2z) + Bsin(2z)).z.e” (on a s = 1 car
—14-2i est racine de I’équation carracteristique ) et le réste des calcules
est laissé au étudiants .

Remarque :

Pour résoudre une équation du type :
ay” + by + cy = e**.P,(x)sin(B.x)

on procéde de la méme maniére et la solution particuliére sera aussi

du type :
yp = €% (Qn(z)cos(B.x) + Ry (x)sin(f.x))

Principe de supérposition :

Soit I’équation différentielle :

ay’ +by' +cy=fi+ fo (E)
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Ou f; et fo deux fonctions .

Pour chercher une solution particuliére de E'; on cherche une solution
particuliére y; de : ay” + by’ +cy = f1 et une solution particuliéreys de
ay” + by + cy = f2 et alors y, = y1 + y2 sera une solution particuliére
de E.

Exemple :

Résoudre ’équation différentielle suivante :
yn +y/ _ 2y — % + 6—256

tout d’abort on écrit ’équation carracteristique 72 4+ —2 = 0 et sont
A=14+8=9
Donc ry = =2 et 7o = 1, donc la solution de I’équation sans second

membre est :

Yssm = Ae” + ,U-€_2x A et ne R

Pour chercher une solution particuliére de cette équation on cherchera

les solutions particuliére de y” +3' — 2y = €% et de y” +y' — 2y = e~ 2%,

— pour la premiere équation y; = A.x.e® (s = 1) car 1 est une ra-
cine de léquation carracteristique et donc y} = (Az + A)e® et
y1” = (Az + 2A)e” | et puis on remplace dans I’équation et on
trouve : 34 =1, donc A = %

— Pour la deuxieme équation yo = B.z.e 2* (s = 1 car —2 est une

racine de I'équation carracteristique et donc y) = (—2Bz + B)e™2*

et y2” = (4Bx — 4B)e™2* | et puis on remplace dans I’équation et

on trouve :—3B =1, donc B = _%

Donc y, = y1+y2 = %xe’”—%xe—% ; et la solution générale de I’équation

est :

_ 1 1
2x+fxex—fa:e 2x

Yg = Yssm + Yp = e’ + n.e 3 3

Avec et p deux éléments de R



42

CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES



Chapitre 4

LES EXERCICES

EXERCICES D’INTEGRATION SUR R

1. EXERCICE :

Calculer les limites des suites suivantes :

() uy =1 [{L/§+ VA o, T \"/ZTL] U s [1\/12 T2 4222 + n2...... + nvn2 +n2}

n

(b) v, = n.[l_i_an + 22}_”2 + 32_11rn2 + e + m] Up = %
k=1
n 1 n
(¢) wy = H(l + %)W wy, = #ka pour p entier naturel .
k=1 k=1
n—1 n n
1 P =1 P
(d) in = n.pzoy/nQ—&-pQ Fin nkglk g v/ (n+k— 1 (n+k)
n
(€) 7= pi/er Tp =% [arctan(T) + arctan(f%) + ... + arctan(T)}
p=1
n
(f) zn = ZQDH(I’“;)J:H(”)HS 2y =+ [aurcsm(%Jr )+ arcsm(’,:T) + . + arcsin(%)}
p=1
n k
— 1 — _n
(8) sn = Z (n+p)(I+In(p+n)—In(n)) Sn = ”ZEIT
p=1 k=1

43
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2. EXERCICE :

Soit f une fonction continue sur [0;1] on pose

-y

Calculer la limite de cette suite

,pour n > 1

3\)—'

3. EXERCICE :

Calculer les primitives suivantes :

(a) /cos(x)exdx 4)/xcos(aac)dx
(b) /Ln(m)dw 5)/sin(3x) cos(4z)dx

X

sin(z) — cos(x)
(©) / 22 cos(x)dw 6) / o) T cone) ™
4. EXERCICE :

__cos(z) _ [ __sin(@)
On pose I = /cos(x )+sin(x) dx et J = /COS(x)JFSin(x) dx
(a) Calculer I +Jet I —J
(b) Endéduire I et J
5. EXERCICE :

Calculer les integrales et primitives suivantes :

4 9
a) /Oﬁdm /4(\/5 — \}E)dw
) /% /Arcsin(:n)dx

2 dx
(c) /:Etg (z)dx T

6. EXERCICE : Calculer les integrales et primitives suivantes :
6A'rctg(z) Sin(l‘)dﬂ?
(a) /(1+$2)§dx /cos(ac)(1+cos2(m))
(b) 3) / e / 2" Ln(z)dz
1
2 1
5)/ Ln(z + Va2 + 1)dx, / (Arccos(z))?dx
1 -1
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11.
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EXERCICE :

Trouver une relation de récurence pérmettant de calculer l'intégrale

1
— __dt
In - / (1+t2)"
0
I

suivante :

. EXERCICE : On pose I, = / tg"(z)dx pour n € N
0

(a) Trouver une relation I, et I, 4o

(b) Calculer liril I,

. EXERCICE :

1
Soit J, = / " sin(rx)dr; n e N
0
(a) trouver une relation entre J, et ; J, 1o
(b) Calculer lim n2.J,
n—-+oo
EXERCICE :
1

1) Décomposer en élements simples la fonction f(t) = =)

2) Endéduire %
EXERCICE :

(a) Donner la décomposition en éléments simples de la fraction ra-
. 2
tionnelle : f(.ZU) = mxﬁw

t4

(b) En déduire une primitive de la fraction rationnelle g(¢) = (EER L oE

z
4 sint(x)dx
0 1+cos2(x)

(c) Calculer alors l'intégrale I = /
EXERCICE :

a) Décomposer enélements simples :les fractions rationnelles suivantes :
(a) f(x)= (Hi;)%’ oum e R*"
O IE E———
b)Calculer Alors I(z) = /Zf(t)dt avecr < Oet J(s) = /Zmdt
c) Calculer les limites suivantes :

lim I(X) et lim J(s)

X——00 s——+00
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13.

14.

15.

16.

17.

CHAPITRE 4. LES EXERCICES

EXERCICE :

En utilisant le changement de variable x = cos(t) calculer

1
/0 1+z zdr

EXERCICE :

Soit a < b deux réels et soit f : [a,b] — R une fonction bornée

intégrable et

vérifiant :pour tout
€ [a,b],f(a—i—b—a?) :f<l')

b
1) Montrer que / x.f(x)dr = “TH’.ff f(z)dzx
2) Application :

Caleuler I = / R )
EXERCICE :

Soit f(x) = mS@‘fl).

1) Donner la décomposition en éléments simple de f et calculer / f(z)dz.

2) On pose g(z) = xﬁz’("iﬁl) , en déduire /g(m)dw
EXERCICE :

Soit € R | un réel , et f(z) = mgfﬁ)

1) Décomposer f en éléments simples dansR [X].
2) Calculer F,, = /f(x)dx

3) Pour quels valeurs de « , F,(x) est une fraction rationnelle .

4) On suppose que o = 2 , calculer /+oof(x)d:c.
EXERCICE : 1

Soit f(x) = #ﬁl) , ou 3 est un réel donné ,

1) Décomposer f en élements simples .

2) Calculer Gg = /f(:v)d:n

)
3) Pour quels valeurs de 3 , G est une fraction rationnelle .
)

+oo
4) On suppose que § = 2, calculer / f(x)dx.
1



18. EXERCICE :

Calculer les integrales suivants :

1 . 1
/ 1%54 ; 2) / a"In(z)dz , 3) / (22 + 32 + 1)e%dz ; 4)
0 0 0

19. EXERCICE :

Calculer par parties les intégrales ou primitives suivantes :

(a) I = /1 (2% + 5z + 6) cos(2z)dx J = /sin(ln(az))daz

) K = /ziljr(j; ; L= /ex cos(2z)dx
20. EXERCICE :

calculer les intégrales et primitives suivantes :
_ d 2+sin(x)
(a) I = /1+cc‘;rs(:r) Iy = /?)Jr31n(av)+cos(av)daj

0) 5= [ 5= [

(©) K:/f

21. EXERCICE : Soit G(x / V14 tidt

(a) Montrer que G est dérivable sur R et calculer G'(z)
(b) Montrer que /1 + t* > ¢2 pour tout ¢t € R.

(c) En déduire les limites suivantes :

lim G(z) lim €& lim S lim €@
T—+00 z—+oo0 T z—+oo T z—+oo T
lim G(I)

T—+00 x5

222 1
2 V1241
(a) Montrer que H est dérivable sur R et calculer H'(x)

22. EXERCICE : Soit H(z) = dt

(b) Montrer que 0< H'(z) < 53 Ve e R
(c) En déduire hm H(z)
o 22 4ad
23. EXERCICE : Soit F(z) = / . Wioe

47

Q
8
=

lim .
r—-4oo T
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(a) Calculer F(1)
(b) Montrer que F' est dérivable sur R et calculer F/(z) pour x € R

1 2% 4a’ dt
c¢) Calculer lim —— /
( ) r—1 z—1 14z 144

T

ZLEXERCKE:&Mhm):/Aaéﬁ%?ﬁdﬁmewﬂa+m[

1
(a) Calculer h(1)

(b) Montrer que h est dérivable sur Iet calculer h'(x) pour tout x € T
(c) En déduire h(z)pour z € [

25. EXERCICE : On considére por n € N l'intégrale J,(x) = /(Hd%

(a) calculer Jy; Jiset Jo

(b) Etablir une relation de récurence entre J,41 et J, . En déduire
J3 et J4

26. EXERCICE : Calculer I = /cos(x)ef‘dx et en déduire

eArctg(t)
J:/———Tﬁ
1+

27. EXERCICE : calculer les primitives suivantes :
_ dt
(@A_/ﬂu%

= [ dz
(b) B= /x\/l—i-ln(w)
©) [t

1
28. EXERCICE On pose I, = [t"/1+tdt
0

(a) Calculer Iy et , Iy

(b) Comparer t" et "' pour 0 <t < 1 et en déduire la monotonie
de la suite I,

(¢) Montrer que n%Ll <I,< n—\fl

(d) Montrer que pour tous t € [0;1] : 0<V2—VI+t<1(1—1)
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32.
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(e) En déduire alors que Y5 — ﬁ I, < ‘[1 et calculer la limite
de I,,et ni,

EXERCICE :On pose In = /x(ln(m)"dx pour n € N
1

a) Calculer I et I

(a)
(b) Trouver une relation de recurence entre Inet Ip1
)

c) Montrer que In est décroissante et que == < I

( — n+2
(d) Calculer limite de I, et nl,

EXERCICE : Calculer les primitives suivantes :
1
(a) I—/ 1%4 J:/sin(Ln(x))dx

K /smz /anx
1
) F= [tpde

EXERCICE :
On pose I, :/ e Pdt (neN)
1

1) Montrer que la suite I,est croissante
n

2) montrer que I, < / te=t* dt
1

3) En déduire un majorant de I, et la convergence de la suite I,

EXERCICE :

Soit f une fonction continue sur R ;| on pose :

41
- /xflf(t)dt

1) Montrer que F' est dérivable sur R et calculer F7(x)
2) Montrer que F' est constante si et seulement si f est périodique de
periode T' = 2

3) Envisager le cas f(z) = cos(mx)
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33.

34.

35.

CHAPITRE 4. LES EXERCICES

EXERCICE

1) Décomposer en élements simples la fraction rationnelle f(z) =

1
(z4+1)(z2—z+1)
2) Calculer les primitives suivantes :

dx . x3dx
z3+1 z3+1

3) Calculer la primitive / dz

z2+/x

EXERCICE :

Calculer les primitives suivantes :

1
1) I= / 2V —x% + 2xdr (on posera t = arcsin(x —1))
0

1
2) J = /_1\630—1\ o

EXERCICE :
Soit F,, la fonction définie par :
VzeR* ; VneN ; F,(z)= 1/;“(008(75))”6” cos(t) it
' 2

1) Motrer queVz € R* ; Vne N ; F,(x) = #/0 (cos(t))e” () gt
2) a) Ecrire F,,(0) et en integrant par partie trouver une relation de
recurence entre

F,(0) et F,,—2(0) , pour n > 2.

b) En deduire la valeur de F,(0) et celle de Fy(,11)(0) por tout
n>0
3) On suppose que por tout z € R* et pour tout n > 0, F)(z) =
Frii(x) .
( F'1, désigne la fonction dérivée de F, )
4) Exprimer Fék) en fonction de Fj pour tout k > 1
5) En déduire le développement limité a ordre 7 de la fonction Fj au

voisinage de 0
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37.

38.

39.

40.

EXERCICE :

1
Soit In—/0 fj_—xdx

(a) En majorant la fonction integrée , montrer que I,, tend vers zéro

(b) Calculer I, + I, +1

n
. . . (_1)k+1
(c) Déterminer nETOO( E —).

k=1

EXERCICE :
1
Soit In:/ (1 —t2)ndt
0
(a) Etablir une relation de récurence entre I, et I, 41

(b) Calculer I,

(¢) En déduire Z g;i)f nk
k=0

EXERCICE :
1
Soit In= / t"eldt
0
(a) Calculer I(), Il, _[2 13, I4.
(b) Etudier la suite I,

EXERCICE :
Soient I:/ rcos?(x)dx et J:/ xsin?(x)dx
0 0

(a) Calculer I +J
(b) Calculer I —J
(c¢) En déduire I et J .

1
EXERCICE : On pose pour p,q € N :I,,, = / tP(1 —t)4dt
0
(a) Montrer que : Vp € N;Vg e N*; I, , = Zﬁlp“vq_l'

(b) En deduire que : ¥p,q € N, I,,,, = (pfﬁl)g

q

—1)k Iq!
(c) Montrer que :Vp,q € N; kzp(-i-k-)i-l = (pfq‘il)!
=0
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42.
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EXERCICE :

Soit f une fonction de classe C! sur [a, b] on pose :

I, — / " b (t) sin(nt)dt T = / b F(t) cos(nt)dt

Montrer que I, et J, tendeent vers zéro lorsque n tend vers +oo

EXERCICE :

I] Soit f une fonction continue de R dans R |, et soient u et v deux

fonctions dérivables sur R

On définie la fonction G de R vers R par :

v(z)
Gla) = / O

1] Montrer que G est dérivable sur R

2|Montrer qu’on a :

G'(x) = v'(x).f(v(x)) — u'(2).-f (u(x))

I1] Soit f et F les fonctions définies par :

=ttt e Fa)= | Y

(a) i. Donner le domaine d’étude Dg de f et dresser son tableau de

variation sur Dg

ii. Montrer que pour tout z € R , f(z) < &
i. Calculer la fonction dérivée F’ de F
ii. En déduire que Vz € [0,1] : [F'(z)| < 2

(b) Montre que Yz € [0,1]: 0 < F(z) < 1

(¢) On considérant la fonction g(z) = F(z) — x montrer qu’il existe
xo €]0, 1] tel que F(zp) = o

(d) Soit u, la suite définie par : wug = 0;..et;..upt1 = f(un)

i. Montrer que wu, € [0,1]
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ii. En utilisant le théoréme des Accroissement finis entre u,_1

et Tg , montrer que
[un — mo| < & |un—1 — 0|

iii. En déduire que u, converge vers xg

43. EXERCICE : Calculer les primitive suivantes :

I /sm (x)
J / c?)lsr;(x +1)3

K / cos +sm

44. EXERCICE :
Calculer les primitive suivantes :

Sﬁ: T
() [ S5t de

Vi—1
b) / Ly
(c) /t 2at

@ | it
) / S e

45. EXERCICE :

Calculer les primitive suivantes on utilisant un changement de variable :

_ dz
(a) Il - v/ 14+

b) I = [2Zde

) I = (22

(C) I3 = /(ﬁigg)Q

(d) Iy = /(3:2 — 1)vVa3 — 3zdx

(S I5 = Ln(ﬁ) dx
(e) L



54 CHAPITRE 4. LES EXERCICES

46. EXERCICE :
Calculer les intégrales et primitives suivantes on utilisant une integra-
tion par partie :

1) I1 :/tsin(2t)dt 2) 12 = jld% 3) I3:/arcsin(t)dt 4)

1
I4:/ el cos?(t)dt5) 15:/sm(ln dt 16/ t2etdt

-1

47. EXERCICE :

Calculer les integrales et primitives des fractions rationnelles suivantes :
/ JE = R b = R e e )
/(962+1 Lde 6) Is = /( Hpdr T) Iy = /gg;‘jdaz 8)

48. EXERCICE :
(a) Justifier la définition de l'application I de R\ {—1,1} dans R

définie par :

2m
Ve e R\ {-1,1},I(z) = /0 In(z? — 2cos(8).z + 1)dé.

(b) Montrer que I est paire .

(c) Pour tout § € R; décomposer le polynome z# — 2cos(#).2? + 1 en
produit de polynomes irreductibles dans R[X].

(d) Soit x € R\{—1;1}calculer I(22) en fonction de I(z) ; puis I(x>")
en fonction de I(z) pour tout n € N

(e) Déduire des résultats précedents la valeur de I(z) pour z € R, |z| <
1.

(f) Aprés avoir calculer I(1); détérminer la valeur de I(z) pour z €
R, |z| > 1

(g) Retrouver les résultats de 5) et 6) directement a 1’aide des sommes

de Riemann.
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INTEGRALES GENERALISEES

. EXERCICE :
Etudier la nature des intégrales suivantes a partir de la définition et

les calculer éventuellﬂement :

' 2 _dt
B /0 1—t2dt /O sin(t)

. / S )
Otln(t) 0(14—t)2
+00 +oo
- / e dx (a € R) / t2etdt
0 0
. EXERCICE :

Etudier la nature des intégrale suivantes :

+00 400 +o00
o (1—cos(z)) . cos(x) 2
1)[-/0 ——"dx ; 2) /0 o7 dr 3) /O Tia57 4T

x3
+oo

+OOsin(wQ)
. \/Td:r 5) /0 —z—dr

. EXERCICE :

4)

Etudier la nature des intégrales suivantes en déterminant les limites

corréspondants :

0
/ Lu(t)dt 2) / g(t)dt 3) /0(1+t)2dt
+oo
)/1 tm 5) /1 arctg(1)dt

. EXERCICE :

+oo
1) Motrer que / 7 cos(t) cos(1)dt est absolument convergente .
1
+o0
2) En déduire la nature de / sin(t) sin()dt
0
. EXERCICE 5 :

En utilisant la définition , montrer que les intégrales suivantes

sont convergentes et calculer leurs valeurs :

o
I:/O el etJ / t+1
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6. EXERCICE :

Etudier la convergence des integrales suivantes :

T 90 gin(r) Y
D[ e o [ ) [ har
1 1
4) /Olfdi/fdt 5) /Oarcgcfs(t)

. EXERCICE :

Etudier la convergence des intégrales impropres suivantes

et calculer leurs valeurs le cas échéant :
+oo 1 +oo
I = dx I — dx P - dx
V= xvx—1 0 27 o xaw®) 0 3Ty Vertd

. EXERCICE :

T
Soit l'intégrale I :/
0 143

1) Montrer que I est convergente ( le calcule de I7 n’est pas demandé)

2) a) Effectuer la decomposition en éléments simples de la fraction

_1
1+t3

(rappel : 1 +#3 = (1 +#)(1 —t+1t2)).
b) Soit z > 0 . Calculer / ﬁdt ¢) Endéduire la valeur de I3
0

rationnelle

+oo

3) On considere I'integrale [ = / (lfﬁ
0

Etablire une relation entre I7 et I permettant d’exprimer I3 en

fonction de Iy

4) Soit I, = /()Jroo(lflé)n ; avec n un entier non nul .
Montrer que I, est convergente

5) montrer que I, 1 < I, pour tout n

6) Montrer que l'on a : 0 < I, < 3{715 pour tout n > 1

7) Déduire de ce qui précéde que la suite I, est convergente et calculer
sa limite

8) Etablire une relation entre I, et I,11 . En déduire 'expréssion de
Iht1 en

fonction de I7 .
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11.

12.

o7

. EXERCICE

Calculer les intégrales géneralisées suivantes :

2 %
@ [ iy | Vi

0
3 I
(b) / * wtm / " cos(t)Ln(tg (1) dt
EXERCICE
Calculer les intégrales suivantes :
(a) /-i-oo &t +o0o &t 400 &
0 (1+¢2)2 s t2+2t42 0 (1+t2)2
(b) oo 2t2+1dt O g T g
o F)? o Lt o At
+00
© [ wotkemy
EXERCICE
Calculer les intégrales suivantes :
b
(a) __dt

1
dt
(b) / | TPVITE

+00
(c) / te=Vidt
0

1
Ln(1—t?)dt
(d) /O %

(e) ! Ln(t)dt

0 Vit
+00
t3Ln(t)
0 [ Haa
EXERCICE
Calculer les intégrales suivantes :
+o0 9
(a) ; Ln(1+ $)dt
e 14t tdt
) f - Lo i) @ty

0

+00
© [ 5
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LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

. EXERCICE
On considere 1'équation différentielle : (E) : z(x — 1)y +y == .
1) Determiner les solutions définies réspectivement sur chacun des in-

térvalles :
I =] — 00,0[; Iy =]0, 1[; I3 =]1, +-00]

2) Montrer qu’il existe une infinité de solutions définies sur I; =
| — 00, 0[.

3) Montrer qu’il existe une et une seule solution définie sur R

. EXERCICE
Intégrer 'équation (en précisant les intérvallles de définitions maxi-
males.)
(2442 —5)y —3(x +y) = (x +5)°
. EXERCICE

Intégrer I'équation différentielle : (1 + 22)y’ + 2y + 22 =0

. EXERCICE

Intégrer les équations différentielles suivantes :
(1) y'sin®(x) — ytg(z) = tg(x)
(2) ¥y + vy +y =xsin(x) — cos(x)

. EXERCICE

On considére ’équation différentielle suiante :

(E): 2(z — 1)y +y = sin(2z) + 22

1) Résoudre (E) sur | — oo, 1] et sur ]1,4o00[ ( on laissera les solutions
sous forme intégrale ).

2) Soit ¢ la solution de (E) telle que ¢(0) = 0 . montrer que pour tout
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n>4ona:

2(z — 1)¢"(z) + (22 — 1)" Y (z) = 2" Lsin(2z + (n — 1).

)

3) En déduire que ¢ est de classe C* sur | — 0o, 1[ et donner le dével-

N

loppement limite de ¢ a ’ordre 5 au voisinage de 0.

. EXERCICE

On considére I’équation différentielle :

(E):y” — (4o — 1)y + (42 — 22)y = 0

Pour A € R, on pose u(z) = y(z).e(- %)

a) Ecrire 'équation (E)) que doit vérifier u , sous la forme :

(Ey) :w” + A(z)u’ + B(z)u =0

ou A(x) et B(z) sont des polynomes en x .

b) Ecrire I'équation (Ep) : que remarquez vous .

¢) Montrer que I'on peut choisir A pour que B(z) soit de degré stric-
tement < 2 et résoudre 1’équation corréspondante .

d) Donner les solutions de (F).

. EXERCICE
Intégrer les équations différentielles suivantes :
1) (2 —2)y = y* 4y 2) y? +(2® —zy)y' =0 3) Y = zey
4) 2y’ =y + zcos*(¥) 5) v + ytg(z) — sin(2x) = 0 6)

xy' +y—y*Ln(x) =0

. EXERCICE

Résoudre I'équation différentielle : |z|y’ +y = 2.

a) Montrer qu’il existe une infinité de fonctions définie et contiues sur
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la droite réelle qui pour z < 0 et z > 0 sont solutions de 1’équation
différentielle .

b) Montrer qu’il existe une seule qui est dérivable en 0.

9. EXERCICE

Résoudre les équations différentielles suivantes :

(a) ¥ — 5Ly =0
(0) o + =~
(c) ay/(2y —2) —y* =

10. EXERCICE
Soit (E) I'équation différentielle de Bernouilli définie par :

Y+ 2y = 3% (22° 4 3) (E)

(a) Résoudre (E)

(b) Donner la solution particuliére y, vérifiant y,(0) =1

(c) Donner le développement limité & l'ordre 2 au voisinage de zéro
de yp.

(d) En deduire I’équation de la tangente en 0 et la position de la
courbe par rapport & celle-ci .

11. EXERCICE

Intégrer les équations différentielles suivantes en séparant les variables :
_ y/ — eery
— V1 — 22 4 2
- xy' + 2y = ayy’
- a(l-yA)y +y(l-2%) =0
12. EXERCICE Intégrer les équations différentielles linéaires suivantes :
(a) Ny =z+y oy =2+
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15.

16.

17.
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(b) *) zy’ —y = Ln(x) *) ¥ — ycos(x) = sin(2x)
() *) z(y —y) =" *) i + yeotg(x) = (@) avec y(3) =0
. EXERCICE

Résoudre les équations différentielles suivantes :

(a) ¥ = (z+y+1)
(b) ¥ =y —2x+3+2
(¢) ¥ =tg*(z+y)

. EXERCICE

Résoudre les équations différentielles suivantes( a et m sont des para-

métres réels) :

-y -2y +(1-a)y=0
—y =3y +2y =23
-y +y +y = cos(mz)
EXERCICE

Resoudre les équations différentielles du second ordre suivantes :

_ yw 4 2y/ +y= 2x2ex +e T
-y —2y= xe® — 2re®

T

Y =2y +y=x+ze”
— "+ 2y +y=eTsin?(x)
EXERCICE

Soit ¢(z) = L pour z > 0.
a) Calculer 5.¢” + 2¢' + .

b) Résoudre I’équation différentielle suivante :

1 7 —1)?
f.y”+2y’+y:1+7:L'e‘l”+M
2 2 3

EXERCICE

On considére ’équation différentielle suivante :

ze®

1422

Yy -2ty =
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19.

20.
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On pose z(x) = y(z)e™
a) Ecrire I’équation différentielle que vérifiera z si y est solution de (E).
b) Résoudre I’équation vérifier par z.

c¢) En déduire les solutions de (E).

EXERCICE

On considere ’équation différentielle suivante :

(F) (1+a?)y” +dzy' + (1 —2)y =0
On posant z(z) = (1 + 22)y(x) résoudre I’équation (F)
EXERCICE
Considerons ’equation differentielle suivante :

Y
(1) iy =L - = 422

1) Verifier que la foncyion yg = 2z est solution de 'equation (1).
2) Montrer que y = y0+ 2z est solution de I'equation (1) si est seulement

si z est solution de I'’equation differentielle :

1
(2) z’—(;+4$)z—22:0

3) resoudre ’equation (2) .
4) En deduire les solutions de (1) .

EXERCICE

Resoudre les equations differentielles suivantes :

(a) ¥ =y(1+y).

(b) ' = sin(z).sin(y).

() 2yy' Vo =y — 1.

(d) 1+ zy = e¥ avec condition initiale y(1) = 1.



