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Chapitre 1

Calcul matriciel

Dans tout ce qui suit, K désigne R ou C.

1.1 Définitions et propriétés

Un tableau rectangulaire, de nombres ( € K ), de la forme

a1l aig ... Qip
a9q a9 ... Q9pn

(1.1)
Am1 Am2 ... Qmp

est appelé matrice. Les nombres a;; sont appelés coefficients de la matrice.
Les lignes horizontales sont appelées rangées ou vecteurs rangées, et les lignes
verticales sont appelées colonnes ou vecteurs colonnes de la matrice. Une
matrice & m rangées et n colonnes est appelée matrice de type (m,n). On

note la matrice ( 1.1) par (a;;).

Exemple 1.1.1. :

1) La matrice nulle O = | | a tous ses coefficients nuls.

00 ...0
2) Une matrice (ay,...,a,) ayant une seule rangée est appelée matrice

uniligne.
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3) Une matrice _ ayant une seule colonne est appelée matrice uni-

b,
colonne.

1) Une matrice ayant le méme nombre de rangées et de colonnes est ap-
pelées matrice carrée, et le nombre de rangées est appelé son ordre.

2) La matrice carrée (a;;) telle que a;; = 0si i # j et a; = 1 Vi est
appelée matrice unité, notée par I, elle vérifie Al = IA = A, VA matrice
carrée du méme ordre que 1.

3) Deux matrices (a;;) et (b;;) sont égales si et seulement si elles ont
méme nombre de rangées et le méme nombre de colonnes et les éléments

correspondants sont égaux; c’est a dire a;; = b;; Vi, j.

1.2 Opérations sur les matrices

1.2.1 Addition

La somme de deux matrices de type (m,n) (a;;) et (b;;) est la matrice

(cij) de type (m,n) ayant pour éléments c;; = a;; + b;j pour ¢ = 1,...,m et

g=1..n.
—4 6 3 5 -1 0
Exemple 1.2.1. : §5i A = et B = , alors A+
01 2 3 10
1
B 5 3
3 2 2

L’addition des matrices satisfait les propriétés suivantes :
Pour A, B et C' des matrices de type (m,n) on a :
1)A+B=B+ A

2) (A+B)+C=A+(B+0C)

3) A+ O =0+ A= Aou O est la matrice nulle

4) A+ (—A) =0 ou —A = (—a;j).
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1.2.2 Multiplication par un scalaire

Soit A = (a;;) et A € K, on définit

)\CLH )\CL12 ce )\Cbln
A A coe Aagy

AA — C‘LZI 22 6%2 _ ()\alj)
)\aml )\Clmg . Aamn

Exemple 1.2.2. :
Si A= (278), alors 3A = (6 21 24)

Cette multiplication vérifie :

Pour A, B des matrices de type (m,n)
1) MA+ B) = \MA + \B

2) A+ pu)A=XNA+ pA

3) AuA) = () A

4)1A=A

1.2.3 Multiplication des matrices

Soit A = (a;j) une matrice de type (m,n) et B =

(bk;) une matrice de

type (r,p), alors le produit AB ( dans cet ordre ) n’est défini que si n = r,

J=n

et est la matrice C' = (¢;;) de type (m,p) dont les éléments ¢;; = Z ai;bi.

Exemple 1.2.3. :

39 _1 10 2
A( )etB 5 3 1 |, alors

04 6
6 4 2

AB =

7T 2 6
56 36 16

J=1

3(1) +2(5) + (=1)(6) 3(0) +2(3) + (=1)(4) 3(2) +2(1) + (=1)(2)
0(1) +4(5) +6(6)  0(0) +4(3) + 6(4)

0(2) + 4(1) + 6(2) )

Le produit matriciel vérifie les propriétés suivantes :

1) M(AB) = (A\)B, A € K
2) A(BC) = (AB)C
3) (A+ B)C = AC + BC



6 CHAPITRE THECHAPTER : CALCUL MATRICIEL

4) C(A+B)=CA+CB

Pour vu que les produits qui figurent dans les expressions soient définis.

Remarque 1.2.1. :

1) La multiplication matricielle n’est pas en général commutative, c.a.d
AB # BA.

2) La simplification n’est pas vraie en général, c.a.d AB = O n’entraine
pas, nécessairement A =0 ou B = O.

3) Une matrice carrée A est inversible s’il existe B telle que AB = BA =
I.

Exemple 1.2.4. :

1 01 1
1) A= 0 , B = , alors AB = 0 et
00 10 00
BA<00>
10
11 -1 1
2)/1(22)7&0,3( 1_1>#Oetpourtant
ABz(O O)zO
00

ail 0 0
0 a9 0... :
1) Une matrice du type . 22 . 0 c’est & dire a;; = 0 pour
0 0  apy
1 # j est appelée matrice diagonale.
ai
0 a
2) Une matrice du type . .22 . ou
0 ... 0 au
ai 0 ce 0
ag ' ) : . :
est appelée matrice triangulaire.
ann

La premiere vérifie a;; = 0 pour ¢ > j et la seconde a;; = 0 pour ¢ < j.
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3) Au lieu de AA on écrit tout simplement A2, de méme A3 = A%A ...
4) Si les lignes et les colonnes d’'une matrice sont échangées, la matrice
obtenue est appelée transposée de la matrice d’origine; la transposée de A

est notée 'A.
5) Si A = (a;;), alors "A = (b;;) avec b;; = aji, on a '(*A) = A.

Exemple 1.2.5. :

L 1 2 3
SiA=| 2 5 |;alors'A=
4 5 6
3 6

1.3 Matrices élémentaires

1.3.1 Opérations élémentaires sur une matrice

Soit A une matrice, on appelle opération élémentaire sur A l'une des
transformations suivantes :

1) Ajouter a une ligne ( resp a une colonne ) de A une autre ligne ( resp
colonne ) multipliée par un scalaire. (R; «— R; + kR;)

2) Multiplier une ligne ( resp une colonne ) de A par un scalaire non nul.
(R; — kR;)

3) Permuter les lignes ( resp les colonnes ) de A. (R; «— R;)

Soit e une opération élémentaire sur les lignes et e(A) désigne les résultats
obtenus apres 'application de l'opération e sur une matrice A.

Soit E la matrice obtenue aprés I'application de e sur la matrice unité I,
c’est & dire E = e(I). E est alors appelée la matrice élémentaire correspon-

dant a 'opération élémentaire e.

Exemple 1.3.1. :

Considérons la matrice unité d’ordre 3.

1) Permuter les lignes Lo et Ls.

2) Remplacer ligne Ly par —6Ls.

3) Remplacer ligne Ly par —4Ly + Ls.
1 00 1 00 1 00

Et=]10011],E=]10 -6 0 et B3 = 010 sont les
010 0 01 —4 0 1
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matrices élémentaires correspondantes.

Théoréme 1.3.1. :
Soit e une opération élémentaire sur les lignes et E' la matrice élémentaire
correspondante d’ordre m, alors e(A) = EA pour toute matrice A de type

(m,n).

Les opérations élémentaires ont des opérations inverses du méme type

1) Permuter R; et R; est son propre inverse.

2) Remplacer R; par kR; et remplacer R; par %Ri sont inverses

3) Remplacer R; par kR;+ R; et remplacer R; par —kR;+ R, sont inverses.

Supposons que €' est 'inverse d’'une opération élémentaire sur les lignes
e, et soit B’ et E les matrices correspondantes. Alors E est inversible et
son inverse est E’. En particulier un produit de matrices élémentaires est

inversible.

Théoréme 1.3.2. :
Soit A une matrice carrée, alors A est inversible si et seulement si A est

un produit de matrices élémentaires.

1.3.2 Application pour déterminer I’inverse d’une matrice carrée

Exemple 1.3.2. :

1 0 2
Trouver [inverse de la matrice A=1 2 —1 3 st elle existe.
4 1 8

Pour ce faire nous écrivons la matrice unité a la droite de A et nous ap-

pliquons les mémes opérations a cette matrice que celles effectuées sur A.

1 02100 Lol 1 0 2| 100
_—
2 13010 |Li—4L;| 0 -1 -1] =210
4 18001 0 1 0| -401
1 0 2| 100 Lol
Ls+1o 4

0O -1 -1 | -210 Ly — L3
0 0 -1 —-611
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1 0 0| —-11 2 2 L 100} —-11 2 2
—
0 -1 0 4 0 —1 —L3 010 -4 0 1
0 0 —1 —-6 1 1 001 6 —1 —1
-1 2 2
don A~ = -4 0 1
6 -1 —1

Ecrivons cette inverse sous forme de produit de matrices élémentaires :

1 00 10 0 1 0 2

A1'=BC avec B=| 0 =1 0 01 0 010 | et
0 01 00 —1 001
10 0 1 00 100 1 00
C=101 -1 010 -2 10 010
00 O 011 001 —4 01



Chapitre 2

Déterminants

2.1 Déterminant d’ordre 2

a; a
Le symbole T st appelé déterminant d’ordre 2 de la matrice A =
a1 a2
a1 a a1 a
200 ot est défini par detA = R a11a92 — A12091.
a91 a99 21 Aa22
Exemple 2.1.1. :
13 2 4 31
= 4 — 6 = —2; = — = z, = — = 2
2 4 13 4 2

On constate alors que :

1) Si deux rangées ( ou deux colonnes ) d’un déterminant sont permutées

la valeur d’'un déterminant est multipliée par —1.

13 1 2
2) Si on pose A = A = . On constate que detA =
2 4 3 4

det' A, d’ou la valeur d’un déterminant est conservée lorsque I'on échange les

colonnes et les lignes ( dans le méme ordre ).

2.2 Déterminant d’ordre 3

ailr aiz2 a13
Soit A = as1 o2 G923 , On définit

azr azz2 ass

10
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ailp a1z ais

detA = ao1 QA92 04923
azr as2 ass
22 (23 a2 a3 a2 Q13
= aj1 —a91 +as;
az2 33 az2 33 a2 G23
S—— —— ——
mineur de ayy mineur de as; mineur de as;
Exemple 2.2.1. :
1 30
6 4 3 0 3 0
detA=1] 2 6 4/ =1 —2 — =12—-12—-12 = —-12
0 2 0 2 6 4
—1 0 2

Le cofacteur de I'élément de detA de la "¢ ligne et la k™ colonne est
égal & (—1)""* fois le mineur de cet élément ( c. 4 .d le déterminant d’ordre

2 obtenu en supprimant la i ligne et la k™ colonne ).

Remarque 2.2.1. :

Le cofacteur de agy est (—1)212 sy
@31 ass
+ - 4+
Les signes (—1)"7 forment la table suivante — + — .
+ - 4+

On remarque que l'on peut écrire (1) sous la forme :

det A = a11C11 + a01Co1 +a31Cs1 o Cyy est le cofacteur de a;1 dans detA.

3) Le déterminant de A, detA, peut étre developpé suivant n’importe
quelle ligne ou colonne, c’est a dire, qu’il peut étre écrit sous la forme d’une
somme de trois éléments de n’importe quelle ligne ( ou colonne ), chacun

multiplié par son cofacteur.

Exemple 2.2.2. :

a2 a3 ailr ai3 aip ai2

thA = —a921 a99 — ao3

az2 ass asr ass asr as2

4) Si tous les éléments d’une ligne ( ou d’une colonne ) d’un déterminant

sont multipliés par une constante k, la valeur du nouveau déterminant est £
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fois la valeur du déterminant initial. Cette propriété peut étre utilisée pour

simplifier un déterminant.

Exemple 2.2.3. :

130 1 3 0 130 1 3(1) 0
2 6 4] = |2(1) 2(3) 2(2)| = 2| 1 3 2 = 2| 1 3(1) 2| =
-1 0 2 -1 0 2 -1 0 2 ~1 3(0) 2
110 110
6] 11 2[=12] 11 1]=-12
-1 0 2 ~10 1

5) Si tous les éléments dune ligne ( ou colonne ) d’un déterminant sont
nuls, la valeur du déterminant est nulle.

6) Si chaque élément d’une ligne ( ou colonne ) d'un déterminant est
exprimé sous la forme d’un binéme, le déterminant peut étre écrit comme

somme de deux déterminants.

Exemple 2.2.4. :
aq + dl bl C1 aq b1 C1 d1 b1 C1
a9 + d2 b2 Co| = a9 b2 (6)) + d2 b2 Co

a3+d3 bg C3 as bg C3 d3 b3 Cs3

7) Si deux lignes ( ou colonnes ) d’'un déterminant sont proportionnelles,

la valeur du déterminant est nulle.

Exemple 2.2.5. :
12 2

1 2 3/=0
1 21

8) La valeur d’un déterminant est conservée si I'on ajoute a une ligne ( ou

a une colonne ) une combinaison des autres lignes ( ou colonnes ).

Exemple 2.2.6. :
110 110
Cl-‘ng
111 = 2 1 1|=-1
-1 01 001
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C1+C . . , N
———= signifie que 1'on a ajouté la colonne Cs a la colonne Cj.

Cette derniére propriété permet de simplifier énormément les calculs, elle
permet de réduire le calcul d’un déterminant d’ordre 3 au calcul d’un seul

déterminant d’ordre 2.

Exemple 2.2.7. :

3 —1 2
Calculer |6 —2 4
1 7 3
3 —1 2 0 —1 2
C1+Cy—Cyg _1 2
6 —2 4 = 0 —2 4/ =5 4'5(—4+4)0
1 7 3 5 73

Remarque 2.2.2. :

La ligne ( ou colonne ) dans laquelle seront effectués les calculs ne doit
pas étre multipliée par des scalaires. La multiplication par un scalaire X re-

wviendrait a multiplier le déterminant par \.

Exemple 2.2.8. :

1 2
2 3

0 2
13

1 2

9L, —Ls
i, —
3

= —2, alors que

2.3 Déterminant d’ordre n

ailr a2 ... Qip

a1 Q99 ... QA9n

Le symbole est appelé déterminant d’ordre n.

ap1 Ap2 ... App
Pour n = 1, ca signifie aq;.

Pour n > 2, ca signifie la somme des produits des éléments de n'importe

quelle ligne ou colonne par leurs cofacteurs respectifs c¢’est a dire
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ai; a2 A1n
as1 G22 A9on
= a;10n 4+ apCi+ ...+ aipCiy,
(i=1,2...,0un)
an1 Aap2 Ann
ou = a1;C1; + a2xCo + ... + ankChrpe

(k=1,2...,0un)

Le déterminant d’ordre n est alors défini en fonction de n déterminants

d’ordre (n — 1), chacun est a son tour, défini en fonction de (n — 1) détermi-

nants d’ordre (n—2) et ainsi de suite, finalement on aboutit aux déterminants
d’ordre 2.

Remarque 2.3.1. :

Les propriétés 1) jusqu’a 8) restent valables pour un déterminant d’ordre

Pour calculer la valeur d’un déterminant, on développera suivant la ligne

ou colonne ot il y a le plus de zéros.

Exemple 2.3.1. :

Remarque 2.3.2. :

1 1 1 -3 0 1 1 -3
1 1 -3 1| C1tCetOs+C |() 1 -3 1
pu— pu— 0

1 -3 1 1 0 -3 1 1

-3 1 1 1 0 1 1 1

. 9 . 9 . 9

sin“a sin“ (3 sin®vy bl 1 1 1

cos’a cos?3 cos’y| = |cos’a cos?3 cos’y| =0
1 1 1 1 1 1

1) det(A + B) # detA + detB en général.
2) det(AB) = (detA)(detB)
8) det(A™1) = (detA)~! ou A1 désigne Uinverse de A.
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2.4 Applications

2.4.1 Calcul de I'inverse d’une matrice carrée d’ordre n

On rappelle qu'une matrice carrée d’ordre n A est inversible s’il existe B
d’ordre n telle que AB = BA = I ou I est la matrice unité d’ordre n, c’est
a dire la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont tous égaux a 1.

Critére : A est inversible si detA # 0.

Une fois assuré que A est inversible, on calcule son inverse a 'aide de la

formule suivante : | A= = @(ade) ou (adjA) désigne 'adjoint classique

de A c’est a dire la matrice '[C};] on Cj; désigne la matrice des cofacteurs de

A.
Exemple 2.4.1. :

2 3 —4
A= 0 —4 2
1 -1 5
2 3 —4 0 5 —14
N I 5 —14
detA = |0 —4 2 = 0 —4 2| = A 5 = —46 # 0,
1 -1 5 1 -1 5
donc A est inversible.
Déterminons les 9 cofacteurs de A
—4 2 0 2
Chn = =—18, Cjp=— =2
L=\ 12 |5
0 —4 3 —4
Ca = — 4 Oy = — — 11
B=1 4 21 '1 .
2 —4 2 3
C — = 147 C — — —
2=, 5‘ 23 1 1
3 —4 2 —4
Cs = = —10, C5 = — = —4
31 49 32 0 9
2 3
Cs3 = = —8
B=1 4y
—18 —11 —-10
- 1
Al =—5 2 14 —4
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2.4.2 Résolution de systémes linéaires ( Méthode de Cramer )

Un systéme d’équations, AX = b, ou A est une matrice carrée d’ordre n,
peut étre résolu a l'aide des déterminants, lorsque detA # 0.
L1 b1
Si on pose X = : et b= : |, alors z; = deﬁ[Clibl + Co;by +
Ty, bn
o Ciby) = ﬁdetBi ot B; est la matrice obtenue en remplacant la ¢

colonne de A par b.

Exemple 2.4.2. :

Utiliser la méthode de Cramer pour résoudre le systéme :

T + 3x3 = 2 103
—x1 + 2x9 + 223 = 3 A= -1 2 2
$2+4$3:5 01 4
103 103
Lo+Lq
detA=|-1 22 = |0 2 5/=3
01 4 01 4
203 20 3
T1=3(3 2 2/=3|-7 0 —6|=3[—(-12+21)]=-3
51 4 51 4
123 123
1 _ 1 _ =5
Ta=3|-1 3 2/=3|0 5 5| =3
05 4 05 4
10 2 10 2
r3=3|-1 2 3| =450 2 5| =3.
015 015

Remarque 2.4.1. :
La méthode de Gauss pour les systéemes et celle des matrices élémentaires

pour le calcul de linverse demeurent les plus efficaces.



Chapitre 3

Espaces Vectoriels

Dans ce chapitre, K désignera R, ou C.

3.1 Espaces vectoriels

Définition 3.1.1. : On appelle espace vectoriel sur K ( ou K-espace vectoriel
) un ensemble non videE muni d’une loi notée + et d’une autre loi notée .,
noté (E,+,. ), telles que :

1) Pour tout x,y € E, x +y € E.

2) Pour tout v,y € E, x +y =y + .

8) Pour tout v € E, v + O = x.

4) Pour tout x € E, —z € E.

5) Pour tout x,y,z € E, (r+y)+z=2+ (y + 2).

6) Pour tout A ec K, v € E, \x € E.

7) A(px) = (Ap).x YA\, u € K et Vo € E.

8) A+ u)x=Ax+prVi\ue€ K etVe e E.

9) A(x+y)=Ax+AyVIe€ K etVa,y € E.

10)lx=xVzr € E.

Les éléments de K sont dits scalaires et ceux de E vecteurs.

Exemple 3.1.1. :
1) K est un espace vectoriel sur lui méme.
2) C est un espace vectoriel sur R.
3) R n’est pas un espace vectoriel sur C.

4) R[X] est un espace vectoriel sur R muni des lois :

17
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(ap+ar X +...4a, X")+(bg+ 01 X +...+0,X™) = (ag+bo) + (a1 +b1) X +
o (an +0,) X" et Mag+ e X + ... + a, X)) = Aag + A1 X + ... + Aa, X"

5) Soit E un espace vectoriel sur K, A un ensemble quelconque non vide,
et
S = { applications f : A — E}. On peut définir sur S une structure d’espace
vectoriel sur K par les lois :

St f,ge S et A€ K, alors

f+9g:A—FE NN :A—FE
am f(a) +g(a) a Af(a)

6) Soient Ey et Ey deux espaces vectoriels sur K. On définit une structure
d’espace vectoriel sur By X Ey par :
(21, y1)+ (22, y2) = (x1+22, y1+y2) et AM(x1,y1) = (A\x1, Ay1) avec X € K.
D’une maniere analogue, E1 X ... X E, est un espace vectoriel sur K si
E,, ... E, le sont.

Proposition 3.1.1. : Pour tout A\ € K et pour tout x € E, on a :
1)X0=0 et 0.z =0.
2)dx=0=A=0ouz=0.
3) (=N)x = A—x) = —\z.

Preuve : 1) A(0+0) = A0+ X0 =X0= A0 =0¢et (0+0)z =0x+0x =
Oz = 0z = 0.

2) Az = 0,81 A #£ 0 alors A" "A\x =0 = 2 =0.

) A+ (=N))z= X+ (-Nz=0= (—Az) = —(\z).

Dans la suite (—\)x sera noté —A\z et x + (—y) sera noté z — y.

3.2 Sous-Espaces vectoriels

Définition 3.2.1. : Soit E un espace vectoriel et F une partie non vide de
E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E, si la restriction des lois

de E a F fait de F un espace vectoriel.

Proposition 3.2.1. : Soit E un espace vectoriel et F C E. Alors F est un

sous-espace vectoriel de E si et seulement si :
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1) F#0.
2)a)x,yce F=z+ye€PF.
b)re F, e K= \x € F.

Preuve : =) trivial.

S)Ad=—-letyeF=—yecFdapresb);z € F =2 —y € F d’apres
a); d’ot F est un sous-groupe de E.

Les autres axiomes sont vérifiés pour tous les éléments de E et donc a

fortiori pour les éléments de F.

Proposition 3.2.2. équivalente : F est un sous-espace vectoriel de E si et
seulement si :

1) F#0.

2)x,y€ F;u e K= X v+ puy € F.

Preuve : Exercice.

Exemple 3.2.1. :

1) Droite vectorielle :

Soit E un espace vectoriel et soit v € E; v # 0, alors F={y € E/3)\ €
K;y = \v} est un sous-espace vectoriel de E dit droite vectorielle engendrée

par v.

2) Soient x1, xo € E et F = {y € E/I\, 2 € K;y = \jz1 + \oxs}, F

est un sous-espace vectoriel de E dit plan vectoriel engendré par xq1 et xo.

Tr = /\1$1 + /\2332

=

x1
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3) R,[X] = { polynomes P € R[X|;degP < n} est un sous-espace vec-
toriel de R[X].

4) Soit F={(x,y,2) € R3/2x+1y+ 32 = 0} est un sous-espace vectoriel
de R3.

Proposition 3.2.3. : Soient F et G deus sous-espaces vectoriels de E.
1) FN G est un sous-espace vectoriel de E.
2) FU G n’est pas en général un sous-espace vectoriel de E.
3) Le complément (E— F) d’un sous-espace vectoriel F n’est pas un sous-

espace vectoriel de E.

Preuve : 1) FNG #0car 0 €e FNG.

r,y € FNGet \pe K= (z,y € F, \,u € K) et (z,y € G,
MNpeK)= 4+ uy e FNG.

2) Onprend F ¢ Get G ¢ F, il existe doncz € F; 2 ¢ Gety € G;
y ¢ F;onadoncz,ye FUG.

Si FUG est un sous-espace vectoriel alors t+y € FUG;cadx+y e F
our+yeG.

Siz+yeF, alors (r+vy) — 2 € F =y € F; contradiction.

Siz+ye G, alors (x+vy) —y € G=x € G; contradiction.

3) Le complément (E—F) ne contient pas 0, donc n’est pas un sous-espace

vectoriel.

3.3 Famille Génératrice

Définition 3.3.1. : Une famille de vecteurs {vi,...v,} d’un espace vectoriel
E est dite génératrice si : Vo € E, I\, ..., \, € K tel que v = A\jvi+...4+\pvy,

on dit que tout x € E est combinaison linéaire des vecteurs v;.

Remarque 3.3.1. : Une telle famille ( finie ) n’existe pas toujours. Consi-
dérons R[X] et {Py, ..., By} une famille finie de polynomes, elle ne peut pas
étre génératrice, car par combinaisons linéaires, on n’obtiendra que des po-
lynomes de degré<Sup(deg P;).

Par contre pour R, [X], la famille {1, X, ..., X"} est une famille généra-

trice.
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Exemple 3.3.1.
1) Dans R?, {(1,0) (0,1)} est une famille génératrice.
2) Dans R?, {(1,0);(0,1);(1,2)} est une famille génératrice.
8) Dans R?, {(1,1);(1,—1)} est une famille génératrice.
4) Dans R™, {(1,0,...,0);...;(0,...,0,1) } est une famille génératrice.

Définition 3.3.2. : Un espace vectoriel est dit de dimension finie, s’il existe
une famille génératrice finie, dans le cas contraire, on dit qu’il est de dimen-

ston infinie.

Exemple 3.3.2.
1) R™ et R,[X] sont de dimension finie.
2) R[X] est de dimension infinie.
3) L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs vy, ..., v, notém

u (vy,...,vp) est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.

3.4 Dépendance et Indépendance Linéaires - Bases

Définition 3.4.1. : Soit vy, ..., v, une famille finie d’éléments de E. On dit
qu’elle est libre si : Mvr + ... + v, =0 = A = ... =\, = 0.
On dit aussi que les vecteurs vy, ..., v, sont linéairement indépendants.
Une famille qui n’est pas libre, est dite liée ( on dit aussi que ses vecteurs

sont liés ou linéairement dépendants ).

Exemple 3.4.1.

1) Dans R?, les vecteurs vy = (1,2,1) ; vy = (—1,3,1) et vz = (—1,13,5)
sont liés car 2v1 + 3vy — v3 = 0.

2) Dans R3, les vecteurs v; = (1,1,—1); vy = (0,2,1) et v3 = (0,0,5)

sont linéairement indépendants.

Proposition 3.4.1. : Une famille {v1, ...,v,} est liée si et seulement si ['un
aw moins des vecteurs v; s’écrit comme combinaison linéaire des autres vec-

teurs de la famalle.

Preuve : =) 3\, ..., \, non tous nuls tels que A\jv; + ... + Ay, = 0, si
A # 0, alors

V; _Alv + ...+ —

—-A
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<) Ju; tel que v; = avy + ... F QU1 F+ @V e Uy

c.a.d v + ..o+ @ 1Vi-1 — U F QUi .+ o, = 0.

Proposition 3.4.2. : Soit {vy,...,v,} une famille libre et x un vecteur quel-
conque de ’espace engendré par les v; ( c.a.d x est combinaison linéaire des

v; ), alors la décomposition de x sur les v; est unique.

Preuve : © = o1 + ... + vy, = Mjor + ... + v, = (o — A)vg + ...+
(ap =Ny, =0=> N\ =q; Vi=1,..p

Définition 3.4.2. : On appelle base une famille a la fois libre et génératrice.

Proposition 3.4.3. : Soit {vy,...,v,} une base de E. Tout x € E se décom-
pose d’une facon unique sur les v;, c.a.d ¥Vr € E (A, ..., \,) € K" tel que

n
i=1
Preuve : Proposition précédente.

Proposition 3.4.4. : Soit B = {vy,...,v,} une base de E. Il existe alors

une bijection :

o : E — K"
n
33:21’@%' — (21,...,7,)
1=1
Les scalaires x; sont dits composantes de x dans la base B = {vy, ..., v, }.

Exemple 3.4.2. :

K& rang

1) Base canonique de K", {e;, = (0, ..., { ,0..0)/k=1,...,n}.

2) Base canonique de R, [X], {1, X, ..., X"}.

8) Soit F = {(x,y,2) € R3/2x + y + 32 = 0}. F est un sous-espace
vectoriel de R?,

Onav=(v,y,2) € Fe&y=—-20—32zdmnmcv e Fev=(r,—2x—
3z,2) =x(1,—-2,0)4+2(0,—3,1), donc (1,—2,0) et (0,—3,1) engendrent F.

On vérifie qu’ils forment une famille libre, donc c’est une base de F.

Proposition 3.4.5. : 1) {z} est une famille libre < x # 0.
2) Toute famille contenant une famille génératrice est une famille géné-

ratrice.
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3) Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
4) Toute famille contenant une famille liée est liée.

5) Toute famille {vy, ...,v,} dont l'un des vecteur v; est nul, est liée.

Preuve : 1) =) Si x = 0 alors Az = 0 pour tout A d’ou {z} est lice.
) A =0=A=0carxz #0.

2) Soit {vy,...,vp} une famille génératrice et {vy,..., vy, wy,...,w,} une

1=p 1=p
sur-famille. Alors Vo € B, z =Y Awi = ¥ \v; + 0wy + ... + Ow,.
=1 =1

3) Soit F = {v1,...,v,} une famille libre et ' une sous-famille de F,

quitte a changer la numérotation F' = {vy, ..., v} avec k < p.

Si F' est liée, I'un des v; serait combinaison linéaire des autres.

4) Soit F = {v1,...,vp} et G = {wy, ..., vp, w1, ..., wy}, I'un des vecteurs v;
est combinaison linéaires des autres vecteurs de F, d’ou de G, d’ou G est liée.

5) {0} étant lie, toute sur-famille est lice.

3.5  Existence de Bases ( en dimension finie )

Théoréme 3.5.1. : Dans un espace vectoriel E # {0} de dimension finie,

il existe toujours des bases.

Preuve : Soit G = {vy,...,v,} une famille génératrice. Pour tout = € E,

il existe a1, ..., € K tels que 2 = ajvg + ... + ovy,.
a) Si tous les v; étaient nuls E = {0} ce qui est exclu. Quitte a changer

de numérotation on peut supposer v; # 0.

b) Ly = {v1} est une famille libre, si elle était génératrice, stop.

c¢) Supposons L; non génératrice. Montrons qu'’il existe v, € {vs,...,v,}
tel que {vy,v,} soit libre.

Supposons le contraire; c.a.d vy est lié & chacun des v;, i = 2, ..., p, d’on

o, .., Aps V2 = AUy, U3 = A3Uyq,..., U, = Ay, alors
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1=p
r = E o;0;
=1
1=p

= U + g Qi AUy

i
= (g + Z a;\;)vq

ce qui entrainé_fvl} génératrice de E, faux.

La famille Ly = {vy, v} est donc libre, en changeant éventuellement de
notation, on peut supposer v, = vs.

d) Si Ly = {vy,v2} est génératrice, stop.

Supposons le contraire. En répétant le méme raisonnement que précedem-
ment, on voit qu'il existe v, € {vs,...,v,} tel que la famille Ly = {vy, va, v}

est libre. On construit ainsi une suite :

ngngng...CQ

de famille libres et le processus peut étre continué tant que Lj n’est pas
génératrice. Mais G est une famille finie et par conséquent le processus doit
s’arréter, éventuellement pour L = G. Il existe donc une famille Lj, libre et
génératrice.

Cette démonstration nous permet d’obtenir une autre version du théoréme

précédent.

Théoréme 3.5.2. : Soit E # {0} un espace vectoriel de dimension finie,
alors :

1) De toute famille génératrice on peut extraire une base.

2) ( Théoréme de la base incompléte ). Toute famille libre peut étre com-

plétée de maniére a former une base.

3.6 Les Théorémes Fondamentaux sur la Dimension
Théoréme 3.6.1. : Dans un espace vectoriel engendré par n éléments, toute
famille de plus de n éléments est liée.

Preuve : Soit F = {vy, ..., v, } une famille génératrice et ' = {wy, ..., wp, }

une famille de vecteurs ( m > n ). Montrons que F' est lice.
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1) Sil'un des w; = 0, F' est liée. Stop.

2) Supposons tous les w; non nuls, w; = ayv1 + ... + apv,, Wy # 0 =
dJa; # 0, quitte & changer la numérotation, supposons a; # 0 d’oit v; =
O%wl — (g—fvz —+ ...+ %Un)-

Pour z € E, x = \jv1 +...+ \,v,,, en remplacant v par son expression, on
constate que x est combinaison linéaire de wy, va,...,v,, d’ou {wy, vy, ..., v, }
est génératrice.

Considérons wsy, we = w1 + Bovg + ... + Brvp. S1 Bo = B3 = ... = 3, =0,
alors w9 = Brwq. D’ott F' liée. Stop.

Supposons que l'un des §; # 0, pour fixer les idées disons [, on aura
vy = éwz — é(ﬂlwl + B3v3 + ... 4+ Buvn).

En raisonnant comme ci-dessus, on voit que {wy, ws, v, ..., v, } est géné-
ratrice.

Ainsi de proche en proche, on arrive a remplacer vy,...,v,, par wi,...,w, et
{wy,wo, ..., w,} serait génératrice. En particulier, w, 1 serait combinaison

linéaire de wy,...,w,, et donc F’ serait liée.
7 J

Théoréme 3.6.2. : Dans un espace vectoriel E sur K de dimension finie,
toutes les bases ont méme nombre d’éléments, ce nombre entier est appelé

dimension de FE sur K et est noté dimgkF.

Preuve : Soient B et B’ deux bases. Si B’ avait plus d’éléments que B

elle ne serait pas libre car B est génératrice.

Corollaire 3.6.1. : Dans un espace vectoriel de dimension finie n, toute
famulle de plus de n éléments est lie, et une famille de moins de n éléments

ne peut étre génératrice.

Preuve : Pour le 2°¢ point, si la famille était génératrice, on pourrait
en extraire d’aprés un théoréme du paragraphe 5, une base qui aurait moins

de n éléments.

Exemple 3.6.1. :
1) Si E = {0}, on pose dimgE =0, et E= {0} < dimgE = 0.
2) dimgK" = n.
3) dimgR,[X] = n + 1.
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5) La dimension d’un espace vectoriel dépend non seulement de E mais
ausst de K, dimrC = 2 et dimcC = 1.

Proposition 3.6.1. : Soient E;,..., E, des espaces vectoriels de dimension

finie sur le méme corps K, alors dimg(Eyx...x E,) = dimgFEy+...+dimgFE,

Preuve : Soient {ay,...,an,}, {b1,...,0n,},..; {l1,..., 15, } des bases de
E,... E,
respectivement.

La famille {(a;, 0, ...,0)i=1..ny, (0,0:,0, ..., 0)i=1..nys -+,
(0,0,...,0,l;)i=1,...n, } est une base de Ey x ... x E,,.

Exemple 3.6.2. :
dimrC" = 2n et dimcC" = n.

Théoréme 3.6.3. : Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Alors
1) Toute famille génératrice de n éléments est une base.

2) Toute famille libre de n éléments est une base.

Preuve : 1) De cette famille, on peut extraire une base, elle doit avoir n
éléments, donc c’est elle méme.
2) Cette famille peut étre complétée pour former une base qui doit avoir

n éléments, donc c¢’est elle méme.

Théoréme 3.6.4. : Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F un
sous-espace vectoriel de E. Alors

1) dimgF < dimgFE.

2) dimgF = dimgE < E=F.

Preuve : On pose dimgE = n.

1) a) Si dimgF = 0 on a dimgF < n.

b) Si dimkF # 0, alors F # {0} et donc F admet une base, B, qui est
une partie libre de F donc de E = cardinalB < n d’aprés Corollaire 3.6.1.

2) <) Trivial.

=) Il existe une base B de F ayant n éléments, elle est donc libre dans
F et par suite dans E, elle est donc base de E ; théoréeme 2.6.3, donc famille

génératrice de E, donc E = F.
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3.7 Somme, Somme directe, Sous-Espaces Supplémen-

taires

Définition 3.7.1. : Soient Ey, Es deux sous-espaces vectoriels d’un espace
vectoriel E. On appelle somme de E; et Ey le sous-espace de E défini par :
E+ Ey, = {ZU € E/E|£C1 e Ei,x0€ Ey;x =14 +SUQ}.

E; + E5 est un sous-espace vectoriel de E, en effet

E{,E; C E; + Ey donc Eq + Ey # ().

a,0 € Ketz,y e E1 +Ey = doy € Eq,x0 € Eg et y; € Eq,y0 € Eg;
r=x1+x3 ety = y1+ys dot ar+ Py = axy + Py + axs + fys € Eq+Eo.

~~ ~~
cE, €E;

Proposition 3.7.1. : Soient E; et Ey deux sous-espaces vectoriels de E et
G = E\+ Ey. La décomposition de tout élément de G en somme d’un élément
de Ey et d’un élément de Ey est unique si et seulement si Ey N Ey = {0}.
On écrit alors G = E1 @ Es, et on dit que G est somme directe de Ey et Es.

Preuve : =) Soit z € E;NEy = 2 =2+ 0= 0+ 2 d’ou la non unicité.
<) Supposons t =1+ T =1+ Yo =T — Y1 =Y — T2 € ENEy =

r1 = Y1 et T9 = Y.

Définition 3.7.2. : Soit E un espace vectoriel et Ey, Ey deuzx sous-espaces

vectoriels de E. On dit que Ey et Ey sont supplémentaires ( ou que Ey est un
supplémentaire de Ey ) si E = E1 @ Es, c.a.d E = Ey+ E, et E;NE, = {0}.

Proposition 3.7.2. : Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors
E = E, @ E, si et seulement si pour toute base By de Ej et toute base By
de Ey, By U By est une base de E.

Preuve : =) Soit By = {v1,...,v,}, Bs = {vp41,...,v,} des bases de E;
et Eo, respectivement. Alors tout x € E s’écrit de maniére unique sous la
forme x = vy + ... + Uy + MUy + ... + Aj_pvy = By U By est une base
de E.

<)

p q—p
xr = ZO&Z‘UZ' + Z )\j’Uerj e E; + Es
i=1 j=1

L
GEl €E2
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la décomposition étant unique suivant les bases de Eq et Eo = E;NE, = {0}.

Corollaire 3.7.1. : Soit E un espace vectoriel. Pour tout sous-espace vecto-
riel Ey, il existe toujours un supplémentaire ; le supplémentaire de FE, n’est
pas unique, mais st E est de dimension finie, tous les supplémentaires de Ey

ont méme dimension.

Preuve : On expose la démonstration en dimension finie.
Soit {v1, ..., v, } une base de E; et soit n = dimgE, d’aprés le théoreme de

la base incompléete, il existe wyi1, ..., w, tels que {v1, ..., Vp, Wyy1, ..., wy } soit

une base de E. En posant Ey = {w1, ..., w, }, le sous-espace de E engendré
par {wp+1, ..., Wy}, on obtient un supplémentaire de E; dans E. Puisque le
choix des w; n’est pas unique, le supplémentaire de E; n’est pas unique;
cependant tous les supplémentaires de E; ont une dimension égale & n — p,

p étant la dimension de E;.

Théoréme 3.7.1. : Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors
E = E, P E; si et seulement si :

1)E; N E, = {0}.

2) dimgFE = dimgE; + dimgFE,.

Preuve : =) D’aprés la proposition 2.7.2.
<) Soit {vy,...,v,} une base de E; et {wp41, ..., w,} une base de Ey, n
étant la dimension de E. Montrons que 1'union des bases est libre :
AU F o+ Ay Wy o+ o, = 0 = :\1v1 + ... —|—Ap?)8 =
€k,

— (apr1wWps1 + oo + apwy) = Mo +...+ v, = 0 et oWy +... Faw, =

\ . e

€k,
O=ayj=N=0Vi=1,..,petVj=1,..,n—p, dapres la proposition
précedente E = E; @ Es.

Exemple 3.7.1. :

1) Dans R?, By = {v} et By = {w} ot v et w sont deux vecteurs indé-

pendants.
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E2 7‘,' l‘r El

T v

2) Dans R?, soit I1 un plan vectoriel et v ¢ II. On a R® = I {v} car

si {e1,ea} est une base de 11, alors {ey, e5,v} est une base de R3.

T

{v}

3) E=R,[X], B, =R, B, = {XP(X)/P € R,_,[X]}, E1 N B, = {0}
et £ = E1+E2 dou FE = El@EQ.

Proposition 3.7.3. : Soit E un espace vectoriel de dimension finie et FE,
, By deuz sous-espaces vectoriels de E. On a dim(E, + E,) = dimE;, +
dimEy — dim(Ey N Ey). En particulier

dim(E, @ E,) = dimE;, + dimEs.

Preuve : Posons dimE; = p, dimEy = g et dim(E1NEy) =7 (r < p,q).

Considérons {ay, ..., a, } une base de E; NEy qu’on compléte pour obtenir
{a1,...,a,,by11,...,b,} une base de Eq,
{a1,...,a;, €41, ..., €4} une base de Es.

Tout vecteur de E; 4+ Eg s’écrit en fonction des a;, bj et e, 1 < i <'r,
r+1<j<petr+1<k<gq, quiforment alors une famille génératrice de
E; + Es. Elle est aussi libre car :

(a1a1 + .. 4 arap) + (Briabysn + oo+ Bypby) + (Vrr1€rp1 + - + 74€g) =0

v~ ' g
:xGElﬂEQ :y€E1 :ZEEQ
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Onaz4+y+z2z=0=_2z = —(v+y) = 2z € EiNE; = 2 sex-
~~— ————
cE, cE,
prime en fonction des a; d’ott Y, 41€,41 + ... + Y44 = 0101 + ... + dpa, mais
{a1,...,ar, €41, ..., €4} est une base de Eo dott 441 = ... = 7, = 0 =
0p = .. =0, etonaalorsz =0= 2 = —y, on en déduit aussi que
Bry1 = ... =By =0=a; = ... = a,, d’ou la famille est libre, d’oti base de
E; + Es.

On en déduit
dim(E; +Eg) = r+(p—71)+(q—71)
= pt+tq—r
= dimE; + dimEy — dim(E; N Ey).



Chapitre 4

Les Applications Linéaires

4.1 Applications Linéaires

Définition 4.1.1. : Soient E et E’ deux espaces vectoriels surK et f une
application de E dans E’°. On dit que f est linéaire, si :

1) flu+v)= f(u)+ f(v) Yu,v € E.

2) f(dw) =Af(v) Vv € E, VX € K.

L’ensemble des applications linéaires de E dans E’ est noté L(E, E’).
Remarque 4.1.1. : f(0) =0 car (homomorphisme de groupes).

Définition 4.1.2. : Une application linéaire de E dans E est appelée endo-

morphisme.

Exemple 4.1.1. :
1) © : E — E estlinéaire dite application nulle.
v — 0
2) idg : E — E est linéaire dite application identique de E.
v o— v
3) ug . E — E  est linéaire dite homothétie de rapport a.
aeK v — au
4) D : RX] — R[X] est linéaire dite dérivation.
P — DP =P
5) Soit E= E; @ E».
A —  FEy est linéaire dite projection

1

r=x1+ 22 — w1 sur Ey parallélement a Es.

31
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6) Soit vy # 0 un vecteur de E
T : E — E application non linéaire car 7(0) = vy # 0,

v — v4uvy dite translation.

4.2 Image et Noyau

Proposition 4.2.1. : Soit f € L(E, E') et F un sous-espace vectoriel de E.
Alors f(F) est un sous-espace vectoriel de E’.
En particulier f(E) est un sous-espace vectoriel de E’ appelé image de f et

noté Imf. Sa dimension est appelée rang de f.

Preuve : On sait que f(F) est un sous-groupe de E’; il suffit donc de

vérifier la stabilité pour I'opération externe.

Soit A € K et f(v) € f(F), Af(v) = f(Mv) € f(F).
Proposition 4.2.2. : Soit f € L(E, E), Kerf ={x € E/f(x) =0} est un

sous-espace vectoriel de E, appelé noyau de f.

Preuve : Il suffit de vérifier la stabilité pour l'opération externe.
Soit \€ Ket x € Kerf, f(Ax) =Af(x) =A0=0= Az € Kerf.

Proposition 4.2.3. : f est injective < Kerf = {0}.

Exemple 4.2.1. :
1) Soit E= E, @ E,, ImP,, = Ey, KerP,, = E
2) D : RX|] — R[X]
P +— DP=P
KerD =R, ImD = R[X].
3) f : R} R
(z,y,2) — (2x+y,y—2)
Kerf ={(z,y,2)/y = —2x et z =y} = {(x, —2x, —2x)/x € R} droite vec-
torielle engendrée par (1, —2, —2).
Imf = {(2",y)/3z,y,z;0' =2z +y ety =y — 2}
= {(@ ) ly=y +zeta=3a" —y —2)}
Posons z =0 doncy =y et x = (' — /). D'ou V(«',y) € R* 3(5(2' —
v),y,0) € R¥; f((5(z' —v).y,0)) = (2/,y') donc f est surjective, et par
suite Imf = R2.
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Proposition 4.2.4. : Soit f € L(E, E') et {v;}1<i<n une famille de vecteurs
de E.

1) Si f est injective et la famille {v; }1<i<y, est libre dans E, alors la famille
{f(vi) hi<i<n est libre dans E’.

2) Si f est surjective et la famille {v;}1<;<, est génératrice de E, alors la
famille { f(v;) hi<i<n est génératrice de E’.

En particulier st f est bijective, l'image d’une base de E est une base de
E".

Preuve : 1) Comme f est une application linéaire injective, alors on a :

i)\if(vi) = 0
i-1

— f(z A\ivy) =0 ( f application linéaire )

=1

— N =0 Vi= 1,...n {Ui}lgign libre
2) Vo €E, 3N €Kiz =) \us.

i=1
Soity cE,Jx e E;y=f Z)\v, surj douy—Z)\fvl

Théoréme 4.2.1. : Deur espaces vectomels de dimension ﬁme sont 1s0-

morphes, si et seulement si, ils ont méme dimension.

Preuve : =) f : E — E’ isomorphisme, d’aprés la proposition précédente
I'image d'une base de E est une base de E’, donc E et E’ ont méme dimension.
<) Supposons dimE = dimE', soit {ey, ..., e, } une base de E et {e, ..., e/, }
une base de E’. Considérons 'application
f: E — FE

ekl—>e§C

Pour = = Z Aie;, on pose f(x Z N\i€ei) = Z \;€;, on vérifie que
—1 i=1
f est linéaire bljectlve.

Corollaire 4.2.1. : E espace vectoriel de dimension finie sur K.



34 CHAPITRECHAPITRE 4 : LES APPLICATIONS LINEAIRES

E est isomorphe a K" < dimgFE =n.

Théoréme 4.2.2. ( Théoréme de la dimension ) : Soient E et E’ deux es-
paces vectoriels de dimension finie et f € L(E, E'), alors dimE = dim(Ker f)+
dim(Imf).

Preuve : Supposons dimE = n, dim(Kerf) = r et montrons que
dim(Imf)=n—r.

Soit {wy, ..., w,} une base de Kerf, complétons la pour obtenir une base
de E en loccurrence {wy, ..., w,, v1, ..., Upn_p }.

Montrons que B = {f(v1), ..., f(vn—)} est une base de Imf.
1) B engendre I'mf, en effet :

F@)=FOami+ > Av) =Y Aif(v).
b) B est lill):ré ; - -

Z Aif(vi) = 0
i=1 B
— f(z Aivi) =0 (f application linéaire)
i=1

n—r
— Z A\v; € Kerf
=1
n—r r
— Z Aiv; = Z OGW;
=1 =1
n—r r
> Z)\I’UZ — Zoziwi =0
=1 1=1

— AZ-:()?’[::l,,.',n—?”; ai:O,iZO,...,T

Corollaire 4.2.2. : Soit f € L(E, E), E et E’ étant deux espaces vectoriels
de méme dimension finie, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) f est injective.
2) [ est surjective.
3) f est bijective.

Preuve : dimE = dim(Kerf) 4+ dim(Imf). 1l suffit de montrer 1) <=
2).
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[ injective <= Kerf = {0} < dimE = dim(Imf) <= dimE' =
dim(Imf) <= E = Imf <= [ est surjective.

Remarque 4.2.1. : 1) Ce résultat est faur en dimension infinie.
En effet :
D : RX] — R[X] est surjective, non injective.
P — DP =P

2) Une application linéaire f est parfaitement définie si on connait ['image

n
des vecteurs d’une base, car d’apres la linéarité de f on a f(x) = f(z Tie;) =
i=1

n
inf(ei), donc si on connait f(e1),..., f(en), f est connue en tout x.
i=1

4.3 Matrices Associées aux Applications Linéaires

Soient E et E’ deux espaces vectoriels sur K, de dimension finie n et p
respectivement, et f : E —— E’' une application linéaire. Choisissons
{e1,...,e,} une base de E et {e’l, ...,e;} une base de E’. Les images par f

des vecteurs {eq, ..., e, } se décomposent sur la base {e’l, e e;} :

f(€1> = a116/1 + a21€/2 + ...+ aple;,
f(€2) = a12€/1 + a22€/2 + ...+ apge;)
flen) = ae] +agney + ... + ape,

Définition 4.3.1. : On appelle matrice de f dans les bases {eq,...,e,} et
{e’l,...,e;}, la matrice notée par M(f)ehe; appartenant o M, ,(K) dont
les colonnes sont les composantes des vecteurs f(e1), ..., f(en) dans la base
{6/1,...,63;} :

fler) fle2) - ... . flen)
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( ail ai12 . e o Qup \ 6/1

€

M(f)ei,e; = :
: €)1

\ apl  Ap2 . ... . Gpy / e,

Il est clair que la matrice associée a f dépend du choix des bases de E et
E’

Exemple 4.3.1. :
1) Soit E un espace vectoriel de dimension n et
g : E — E
r — x
On considére une base {e;} de E.

(10. S 00
010 0

%

.01 0 ..0
M (idg)., = _ | = L, matrice unité de M,,(K).

: .0
\o 0. .. 01)
2) Soit E=R* et Pr;y : R? — R?

(z,y) — (2,0)

Considérons la base canonique {e1, e} de R? on a Pri(e1) = e1, Pri(es) =

e (40 )

8) Soit {e1, ez, e3} la base canonique de R® et {e},eh} la base canonique
de R?. Considérons lapplication linéaire :

fiR R
(ZU,y,Z) — (ZU—y,Z—y)

1 -1 0
M(f)ez,e;»:<0 1 1)

4) On considére la forme linéaire sur R"
f : R” — R

(T1, oy Ty) — @171 + Q2T + ... + apT,



CHAPITRECHAPITRE 4 : LES APPLICATIONS LINEAIRES 37

En munissant R" et R de leurs bases canoniques respectives {e;} et {1}
on obtient M(f)e,1 = ( ap; as ... ap >
5) D : Ry[X] — Rs[X]
P — DP =P
01000
M(D) = 8 8 z g 8 par rapport aux bases canoniques de Ry[X]

00004
eth[X]

Proposition 4.3.1. : Soient E et E’ deux espaces vectoriels sur K de di-
mension n et p respectivement, {e;} et {e.} des bases de E et E’. Alors
I'application :
M : L(EJE) — M,,(K)
f — M(f)e,e,

J
est un isomorphisme d’espaces vectoriels ¢’est a dire :

M(f+g) = M(f)+ M(g), M(\f) = AM(f) et M est bijective, en
particulier dimL(E, E') = np.

Preuve :

(f+g)er) . - . (f+g)en)

M(f +g)€i,€; — - . . . —

De méme
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(AN)er) - (Af)(en)

[ )

MO\ fleey=| = o = | =AM (e,

\ - . =)

done M est linéaire.

Soit f € KerM = M(f)e,e; =0 = f(e1) = f(e2) = ... = f(en) =0,

doncsiz e Ex = Z/\Z-ei, flz) = Z/\if(ei) =0, d’on f =0, donc M est
i=1 i=1

injective.

Elle est aussi surjective, car si

( aip aig ... A1p, \
as1 A2n,

A= : : e M, ,(K)

\ ap1 Qpn, )

On considére f en posant :
f(el) = a11€/1 + ...+ aple;

flen) = ae) + ... + apey,.
Pour z € E; = Ae1+...+ e, on pose f(x) = A f(er)+...+ A f(en).
On vérifie que f est linéaire et M(f)e“e; = A.

4.4 Matrice d’un Vecteur. Calcul de I'Image d’un Vec-

teur

Définition 4.4.1. : Soit E un espace vectoriel de dimensionn, {ey, e, ..., €,}
1=n

une base de E et x = inei un vecteur de E. On appelle matrice de x dans
i=1

la base {e;} :

L1
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Proposition 4.4.1. : Soit f € L(E, E), {e1,es,....e,} et {€, €, .

deur bases de E et E’ respectivement, pour tout x € E, on a :

M(f(x))e’, = M(f)ei,e}M(x)ei-

(Cbn a12 ... aln\
asq A2n,
Preuve : Soit M(f)e,¢; =

\ ap]_ DY a/pn )

p
d’ou f(e;) = Zakjek
k=1
On a
J=n Jj=n Jj=n p
f(x) = f(Z:L‘Jej) = ijf(e]) = xyza/we;c
=1 j=1 j=1 k=1
P n p
=Y O mar) e = > urel
k=1 j=1 k=1
———
Yk
Y1
donc M (f(x ))3: :
Yp

D’autre part

(an aip ... aln\ (xl\ (jzn;aljxj\

a21 a9y,
M(f)ei,e’-M(x)ei = : : : —

\ ap1 e Qpn ) \ L, / K Zap]x]

d’ou le résultat.

Exemple 4.4.1.

e

39

p

Soit le plan rapporté a sa base canonique. Déterminer [image du vecteur

_ . ) 11
x = (3,2) par rotation de centre O et d’angle %.
On a
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M(f(z)) = M(f)M(z)

B /COSH sin%) (3)
- sin COS% 2
3 3

- 3) ()

4.5 Matrice de I'Inverse d’'une Application

3v/3—2
2

_ \ 2/3+3
2

Proposition 4.5.1. : Soient E, E’, E” trois espaces vectoriels sur K, {eq, ..., e, },
{e’l,...,e;}, {6/1/,...,6:]/} des bases de E, E’ et E” respectivement. Si g €
L(E . E)ctfecL(E,E"), onaM(fog)e,e = M(f)er erM(9)e et -

7
Preuve : Soit x € E arbitraire. En utilisant la proposition du paragraphe
2,0na:

M(fog)M(x) = M(f(g(x))) = M(f)M(g(x)) = M(f)M(g)M (z). Puisque
x est arbitraire, M (fog) = M(f)M(g).

Proposition 4.5.2. : f € L(E, E') est bijective si et seulement si M(f)eie,

est inversible.
De plus M(f ™ )ere, = M(f) .

Preuve : f~lof = idg, doi
M(f'of)eper = M(ide) = I = M(f)M(f) = I = M(f') =
M(f)~".

4.6 Changement de Bases

Définition 4.6.1. : On appelle matrice de passage de la base {e;} a la base
{ei} du méme espace vectoriel E, la matrice P, dont les colonnes sont
les composantes des vecteurs €; dans la base {e;} :
Pin ... Pin
Peiﬁeg = oL = M(idE)eg,ei-
Pn1 .- Pnn
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Remarque 4.6.1. : Une matrice de passage est toujours inversible et on a
(Peiﬁeg)_l - Pe;—wr

Proposition 4.6.1. : Soientx € E, {e;} et {e;} deuz bases de E, P = P, _..
et X = M(x)e,, X' = M(x)er, ona X' = P7'X.

Preuve : PX' = M(idg)e o, M (7). = M (idg(2))e, = M (7)., = X.

Exemple 4.6.1. :

Soit R* muni de deuz bases, la base canonique {e1, es} et la base {e}, ey}
définie par :

el = 2e1 + es, €, = 3e1 + 2e

Soit x = 2e1 + 3ey, calculons les composantes de x dans la base {€],eh}.

ST

)
4
r = —be} + 4é),.

Proposition 4.6.2. : Soient f € L(E, E), {e1,...,e.}, {1,....,en} deux
bases de E et {e’l, ...,e;}, {8’1, ...,6;0} deux bases de E’.

Notons A = M(f)ei,e’j; A= M(f)ei,s;; P = Peiﬂsi: Q - Pe;—wg-

On a alors A" = Q~1AP.

Preuve f
Ee)y — E,
vdg | | idg

J

On a foidg = idgof d’ot M(foidg) = M (idgof), c’est a dire

M(f)ehe’la

I,
J J

M(f)Ei,ezM(idE)ei,si = M@dE’)e’j,s
c’est a dire A’/P~' = Q 'A donc A’ = Q 1AP.
Corollaire 4.6.1. : Soient f € L(E) et {e1,...,en}, {€},...,e.} deux bases
de E.

Notons A= M(f)e,, A" = M(f)e; et P = P, _..
On a alors A’ = P~1AP.
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Définition 4.6.2. : Deuz matrices A, A’ € M,,(K) sont dites semblables
s’il existe une matrice P € M, (K) inversible telle que :

A= P71AP.

Exemple 4.6.2. :

Soit f un endomorphisme de R? qui dans la base canonique {e;} est re-

présenté par la matrice : A = M(f)., = ( 3 _;
Déterminons la matrice A" qui représente f dans la base €] = (0, —1) et
eh = (1,1).
A = PlAP
(1 -1\ (3 -1 0 1
A1 o0o/)\o 2 < 11 )
On a 3 =3 01

3 -1 )\ -11
(30
12

4.7 Rang d’une Matrice

Définition 4.7.1. : Soit {vq,...,v,} une famille de vecteurs, on appelle rang
de la famille, la dimension de l’espace engendré par les vecteurs v.

Soit A" € My, (K), A= (c1,...,cy) ot l'on a noté ¢; les vecteurs colonnes
de A (c; € K). On appelle rang de A le rang de la famille des vecteurs

colonnes de A.

Proposition 4.7.1. : Soit f € L(E, E’). Soient {ey,...,e,} et {e’l,...,e;}
deuz bases quelconques de E et E’ respectivement et A = M(f)e, e = (aij).
On a alors rangf = rangA.

Ainsi deux matrices qui représentent la méme application linéaire dans des
bases différentes ont méme rang; en particulier deux matrices semblables ont

meme rang.

Preuve : On considére le diagramme suivant :
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h

K' — K?

u lv h=vlofou
f ’

Bey — Fl

u et v sont définis en associant & chaque vecteur de la base canonique de K"
( resp K?)

g; ((resp €} ) le vecteur e; ( resp € ), alors 'application h a précisément A
comme matrice dans les deux bases canoniques car h(g;) = v tofou(s;) =
v tof(e;) = fu_l(z aije)) = Zaﬁg"j. Donc rangA = rangh et d’apres le

j
lemme suivant, on déduit que rangA = rangf

Lemme 4.7.1. : Soient f € L(E, F) et g € L(G, E), alors
1) Si g est surjective, alors rangf = rang(fog).
2) Si f est injective, alors rangg = rang(fog).

Preuve : 1) rangf = dimf(E) = dimf(g(G)) = dim(fog)(E)
= rang(fog)

2) Soit {v;} avec v; = g(w;) une base de I'mg, alors f(v;) = (fog)(w;).
Comme f est injective { f(v;)} est libre et engendre I'm( fog) cary € Im(fog) =
dr;y = f(g.sx/)) = f(z Vi) = Zozif(vi) donc {f(v;)} est une base de

elmg
Im(fog), d’ou rangg = rang(fog).
On en déduit qu’en composant a gauche ou a droite par une application

linéaire bijective, le rang ne change pas.

4.8 Matrices Remarquables

a) Matrice Diagonale (a;;) € M, (K); a;; = 0 pour i # j.

b) Matrice Triangulaire Supérieure (a;;) € M, (K): a;; = 0 pour i > j.

¢) Transposée d'une Matrice A = (a;;) € My n(K); cest A = (aj;) €
Mo (K). Elle vérifie {(PA) = A, {(A+ B) =t A+! B, {(\A) = NAVA, B €
Mpn(K) et A € K ¢’est a dire que l'application :

U Mpn(K) — M,,n(K) est un isomorphisme

A — tA d’espaces vectoriels
On a aussi '(AB) =" BPAVA € M,,,(K) et VB € M, ,(K).
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Définition 4.8.1. : A, B € M, ,(K) sont équivalentes s’il existe P €
Gl,(K) et Q € Gl,(K) telles que B = Q" YAP. C’est en fait une relation

d’équivalence sur M,, ,(K), notée ~.

Théoréme 4.8.1. : A, B € M, ,(K) sont équivalentes si et seulement si
rangA = rangB.

Démontrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 4.8.1. : A e M, ,(K);

( ( eM,.(K) \ \

10...0 0 ... 0
010:

rangA =r < | A ~

0...01 0

o))

Cette derniére est notée J,.

Preuve : <) trivial.
=) A € M,,,(K) définit une application linéaire
P K’()e‘

(€}) respectivement.

Soit r le nombre de vecteurs linéairement indépendants parmi les images

, — K{) . On munit K” et K" des bases canoniques (e;) et
J

des vecteurs de la base (e;); c.a.d Ae,...,Aey, qu'on peut supposer étre
Aey,...,Ae,, les autres vecteurs Ae,1,...,Ae, peuvent s’exprimer en fonction
de ces dernirers :

Aey, = g cpjAej pour k=17 +1,...,p.

j=1
On définit une nouvelle base fi, ..., f, dans K ; comme suit

e, pour k=1,....r;
T

er — chjej, pour k=r-+1,....p.
j=1
On a alors Af, =0pour k=r+1,...,p.

fr=

Posons alors Af; = t; pour j = 1,...,r. Les t; sont par hypothése linéai-
rement indépendants. Complétons les pour obtenir une base de K", disons
tri1,...,t,. Considérons alors la matrice de 'application linéaire & dans les

nouvelles bases fi, ..., fp et t1,...,1,, on a alors :
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(1o 0] o ...0)

010:
0...01 0 ... 0

A et M(®)y,; représentent la méme application linéaire, et sont donc

équivalentes.
Preuve du théoréme : =) trivial.
<) rangA = rangB = r entrainent A ~ J., B ~ J,., d’ou A ~ B.

Théoréme 4.8.2. : Soit A € M, ,(K), alors rangA = rang'A c’est a dire

que le rang d’une matrice ; est ausst le rang de la famille des vecteurs lignes.

Preuve : rangA = r = A ~ J, = 3P € Gl,(K) et Q € GI,(K),
A = Q_IJTP S tA — tP tjr tQ—l — (tP—l)—l tJr (t@—l) — t(P—l)—l J;
(fQ7 1) car 'J, = J. d'ot ‘A ~ J = rang'A = r = rangA.

Exemple 4.8.1. :

1 2 0 -1
Détermaner le rang de la matrice | 2 6 —3 —3
3 10 —6 =5
On utilise les opérations élémentaires sur les lignes
1 2 0 -1 L 12 0 -1 L
rg| 2 6 =3 =3 | Ly =7rg| 0 2 =3 —1 Lo — 214
3 10 —6 =5 Ls 04 —6 —2 /) L3—3L,
12 0 -1 L
=rg| 0 2 =3 —1 Lo — 214 =2

00 0 0/ Ls+Ly—2Ly

Car les deux vecteurs lignes sont linéairement indépendants.

4.9 Application des Déterminants a la Théorie du Rang

4.9.1 Caractérisation des Bases

Théoréme 4.9.1. : Soit E un espace vectoriel de dimension n. Les vecteurs

(e:) 7

vy, ..., Uy de E forment une base de E si et seulement si det Hvl, cee L Up
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0 ou Hvl, cee U désigne la matrice dont les colonnes sont les compo-

6,’)

santes des vecteurs vy, ..., v, dans la base (e;) de E.

Preuve : Il suffit de montrer que {v1, ..., v,} est libre si et seulement si

detHvl,--- , Un # 0.
()
1=n k=n
) E a,;v; = 0, posons v; = E apier, alors on a
=n k=n n n n
E Oéz'(§ apier) = 0 d’ou E aapier =0 = E a;ay; = 0, E a;az; = 0,
i=1 k=1 i,k i=1 i=1
n
ey E aiap; =0 =
i=1
aip a2 ... QAip a 0
ao1 Q929 ... QA9n a9 0
=1 (4.1)
ap1 Qp2 ... Gpp Qp 0

douna,=0Ve=1,...,n

—) Si det Hvl, L, Up o = 0 = le systéme homogene

( 4.1) admet une infinité de solutions, d’ou {vy, ..., v, } est lice.

4.9.2 Comment reconnaitre si une famille de vecteurs est libre

On appelle mineur d’une matrice A, tout déterminant d’une matrice carrée
extraite de A.

Théoréme 4.9.2. : Soient {v,...,v,} 7 vecteurs d’un espace vectoriel E de

dimensionn (r <n ) et A= Hvl,--. ||,

(A - Mn,r(K) )

La famille {v1, ..., v, } est libre si et seulement si on peut extraire de A un

maneur d’ordre r non nul.

Preuve : Similaire a celle du théoréme précédent, en complétant les vec-

teurs afin de former une base de E.
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4.9.3 Comment reconnaitre si un vecteur appartient & ’espace

engendré par d’autres vecteurs

Soit A une matrice et 6 un mineur d’ordre r extrait de A. On appelle
bordant de ¢ tout mineur d’ordre r+1 extrait de A, dont ¢ est un déterminant
extrait.

Si A e M,,,(K) et § un mineur d’ordre 7, il ya exactement (p—7)(n—r)
bordants de o dans A.

Théoréme 4.9.3. : Soient {vy,...,v,} T vecteurs linéairement indépendants

et 0 un mineur d’ordre v non nul extrait de A, ot A = Hvl, e U]
Pour qu’un vecteur w € (vy, ..., v,) il faut et il suffit que tous les bordants

de 0 dans la matrice B = Hvl, e ,UT,wH soient nuls.

Preuve : =) Si I'un des bordants est non nul, la famille {vy, ..., v,, w}
( ayl ... Ay bl \

ary - .. Qpp b,

serait libre.

<) On considére la matrice B =

Ar411---Arg1r br41

\ a,n.l R bn )

Quitte a changer 'ordre des lignes et des colonnes, on peut supposer que

le mineur 6 non nul est le mineur encadré. Les r premiers vecteurs lignes
de B sont indépendants, et chacun des autres est lié a ces derniers. Ainsi
rangB = r, donc les vecteurs colonnes de B {vy,...,v,,w} forment une

famille de rang r et comme {vy, ..., v, } est libre, w € (vy, ..., v;).

Exemple 4.9.1. : Pour quelles valeurs de o, 3 € R le vecteur w =

appartient-il au sous-espace de R* engendré par les vecteurs v; = et

S = O =
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0
1
Uy = 0 7
1
1 0
Ona A= 0 ! 5:10:17&0%
1 0 01
0 1
1 0 0| «
B 0 1] 2
10 1
0 1 g
1 0 « -
Les bordants de 6 sont Ny = |0 1 2| = - = 1—a et Ny =
1 01
1 0 « 5 9
01 2 = (6 — 2. Donc w € (v1,vy) si et seulement si o = 1
01 3 11
et = 2.

4.9.4 Détermination du rang

Théoréme 4.9.4. : Soit A € M, (K). Le rang de A est r si et seulement

si on peut extraire de A un mineur & d’ordre r non nul et tous les bordants

de & dans A sont nuls.

Preuve :

{:)A: Hvl’... , Un

Soit 0 le mineur encadré. Les vecteurs {vy, ...,

v, } sont alors indépendants
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et chaque vecteurs vy (s > r+ 1) appartient a l'espace (vy, ..., v,). Donc les
vecteurs colonnes engendrent un espace de dimension r, d’ou rangA = r.
—>) Quitte & changer l'ordre des colonnes de A, on peut supposer que
{v1, ..., v, } est libre. On peut alors extraire de la matrice formée par les r
premiéres colonnes de A un mineur 0 d’ordre 7 non nul. Quitte & changer la
numérotation des coordonnées, on peut supposer que o soit le mineur formé
par les 7 premiéres colonnes de A. Or rangA = r, d’on vs € (vy, ..., v,) pour

s > r 4+ 1; d’aprés le théoréeme 4.9.3 tous les bordants de  dans sont nuls.

Théoréme 4.9.5. : Le rang d 'une matrice A est l'ordre mazimal des mineurs

non nuls extraits de A, c’est a dire :

1) I existe un mineur d’ordre v non nul
rangA =r < '
2) Tous les mineurs d’ordre s > 1 sont nuls.

Preuve : =) S’il existait un mineur d’ordre s > r non nul, on pourrait
extraire des colonnes de A une famille libre formée de s > r vecteurs, or
cecli est impossible car les vecteurs colonnes de A engendrent un espace de
dimension 7.

<=) Découle du théoréme 4.9.4.



Chapitre 5

Valeurs Propres et Vecteurs Propres

E désignera par la suite un espace vectoriel sur un corps K ( K =R, ou
C ), de dimension finie n, M,,(K) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n
et f un endomorphisme de E. Une base de étant choisie dans E, on utilisera
la méme notation pour désigner un vecteur x € E et ses composantes € K.
La bijection f — M (f) ou M(f) est la matrice de f, permet d’étendre les

notions définies pour f a toute matrice de M,,(K) et vice-versa.

5.1 Valeurs Propres et vecteurs propres

Soit A une matrice carrée d’ordre n; A € M, (K), (K=R, ou C); on

s’'intéresse a ’équation du type
Az = (5.1)

ot A € K et x € E. On constate que x = 0 est une solution triviale;
notre but est de trouver celles qui sont non triviales; de telles solutions sont

appelées vecteurs propres de A.

Définition 5.1.1. : On appelle valeur propre de A, tout élément X de K
tel qu’il existe un vecteur x # 0 vérifiant Ax = Ax. L’équation (5.1) est

équivalente a :
(A=X)x =0 (5.2)

On sait que (5.2) n’a pas de solution triviale si et seulement si det(A —

M) =0 ou det désigne le déterminant. Si l'on développe le déterminant, on

20
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trouve un polynome de degré n en X\, appelé le polynome caractéristique de
A et est noté pa(N) ; c.a.d pa(N\) = det(A — \).

Théoréme 5.1.1. : Les valeurs propres de A sont les racines du polynéme
caractéristique, et les vecteurs propres correspondants sont les solutions non

triviales de

(A= X))z =0.

Exemple 5.1.1. :

Trouver les valeurs et vecteurs propres de la matrice :

(123

Le polyndome caractéristique de A est :

1-X =2
= N+ T,
4 —-8-=A

qui a pour racines 0 et —7, les valeurs propres sont donc 0 et —7. Pour

det(A — M) =

déterminer les vecteurs propres correspondants, remplacons A par 0 et —7
dans (5.2), on obtient :

1 =2 0
Pour A\ =0, - c’est a dire 1 = 2x9, donc g -
4 —8 i) 0 I9

9
T
11

1
Pour A\ = -7, on a [xll = [ ]
T9 4

Remarque 5.1.1. : On utilisera les abréviations v, pour valeur propre et V,

pour vecteur propre.

Théoréme 5.1.2. : 1) A tout vecteur propre x # O de A correspond une
valeur propre \.

2) A toute valeur propre A de A correspond un sous-espace vectoriel de E
noté Ex = {x € E/Ax = \x} tel que E\ # {0g}, et A(E\) C E\ ( c’est a
dire Ey est stable par A ).

Preuve : 1) Soient A\; et Ay deux valeurs propres distinctes associées &

x, cest & dire Ar = Mz et Ar = Xz dou Mz = Aoz ce qui entraine
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(A1 — A2)x = 0, comme A\; # Ay alors z = Og.
2) a) E\ # () car AOg = Og = \Og c.a.d Og € E,.

b) aj,as € K et 1,29 € E entrainent A(ayzy + asxs) = aqgA(xy) +
agA(x2) = an Az + agAzy = M ayxy + aaxs). Done Ey est un sous-espace
vectoriel de E.

c) E) # {Og} car A valeur propre entraine l'existence d’un = # Og tel que
Ax = Mz c.adx € E,.

d) A(E)) CE) carsiz € E), Ar = Az € E,.

Remarque 5.1.2. : E\ est appelé le sous-espace propre associé a .

5.2 Propriétés des vecteurs propres et valeurs propres

Théoréme 5.2.1. : Si A € M, (K) et A € K, alors on a les équivalences
suivantes :

1) X est une valeur propre de A.

2) (A — M) n’est pas inversible.

3) det(A— X)) = 0.

Preuve : 1) = 2) A est une valeur propre de A entraine l'existence d’un
xr # Og tel que Az = Az c.a.d Ax — Az = Og d'out (A — A )x = O (%), ce
qui entraine (A — AI) n’est pas inversible, car si (A — AI) est inversible, en
multipliant (*) par (A — AI)~! on aurait z = Og.

2) = 3) Trivial.

3) = 1) Voir Théoréme 5.1.1.

Remarque 5.2.1. : 0 est une valeur propre de A si et seulement si A n’est

pas inversible.

Proposition 5.2.1. : 1) Si Ay et Ay sont deux valeurs propres distinctes de
A, alors Ex, N E), = {0g}.

2) Si M, ..., A sont des valeurs propres distinctes d’une matrice carrée A
et e, ..., en les vecteurs propres correspondants, alors le systeme {eq, ..., €}

est libre.
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Preuve : 1) Soit z € E), NE,,, alors x € E), dou Az = \jz et x € E),
d’ott Az = Az ; on a alors \jx = Aoz c.a.d (A — A)x = 0, or Ay # Ao, donc
r = OE.

2) On proceéde par récurrence
arer + ... Fame, = Og (5.3)

On applique A, on obtient ajA\je1 + ... + @ A€ = O, on multiplie (5.3)
par A, et en soustrayant on a : aq (A, —A1)er+ ...+ @mo1( A — A—1)€m—1 =
Og.

L’hypothése de récurence entraine a; = 0 pour ¢ = 1,...,m — 1, en rem-

plagant dans (5.3) on obtient a,, = 0.

Corollaire 5.2.1. : 1) Soit A € M,,(K), alors A a au plus n valeurs propres
distinctes deur a deuz.
2) 8t A1, ..., Ay Sont des valeurs propres distinctes d’une matrice carrée A,

alors le sous-espace vectoriel Ex ...+ E)  est somme directe de Ey,, ..., E) .

Preuve : 1) Si A admet m valeurs propres distinctes deux a deux avec
m > n et ey, ..., e, les vecteurs propres associés aux A;, la proposition (5.2.1)
entraine {ey, ..., e, } libre, or m > n entraine {ey, ..., e, } lié ( car n = dimE
), d’out contradiction.

2) On doit montrer que tout z € Ey + ... + E,  s’écrit d’'une maniere
unique sous la forme z = x; + ... + x,,, ot les x; € E..

En effet, supposons que x = z1+... +x,, = ] +... + 2}, avec z;, ) € By,

alors (z1—2})+...4+(z;,—2),) = 0ot les (z;—x}) € E,,. On a d’apreés la pro-

/

position (5.2.1) 2; = «} pour ¢ = 1, ..., m car sinon les {x;, — 2} , ..., z; —

forment un systeme lié.

5.3 Propriétés du polynéme caractéristique

Théoréme 5.3.1. : Le polynome caractéristique pa(\) de la matrice A est

invariant lorsque 'on remplace A par une matrice semblable (c.a.d pa(\) =
pe(A\) pour B = P7YAP et P inversible ).
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Preuve : En effett B = P 'AP entraine B — N\ = P 'AP — X\ =
P~Y A — XI)P, dou pg(A\) = det(B — M) = detP~tdet(A — \l)detP =
detP~det Pdet(A — M) = det(P71P)det(A — NI ) = det(A — X) = pa(N).

Remarque 5.3.1. : 1) Si f est un endomorphisme de E et M(f) la matrice
associée a f, lorsque E est muni d’une base, on peut définir le polynéme
caractéristique de f par pr(X) = pars)(A) et ce dernier ne dépend pas de
la base choisie puisque deux matrices associées a un endomorphisme sont

semblables.

2) Deux matrices semblables ont les mémes valeurs propres.

Théoréme 5.3.2. : Soit [ un endomorphisme de E et ps(z) son polynome
caractéristique admettant dans K une racine multiple A d’ordre k, alors 1 <
dimKE)\ S k.

Preuve : Supposons dimkgE), = r. Alors E, contient r vecteurs propres
linéairement indépendants vy, ..., v,, nous pouvons compléter {v;} de maniére

& obtenir une base de E

{v1, ey Vp w1, .., W

Nous avons
f(”Ul) = >\U1
f(Ug) = )\Ug
f(vr) = )\Ur

f(wl) = anvy + ... +ay,v, + b11w1 + ...+ blsws
f(IUQ) = Q91V1 + ... + A2, Uy + b21w1 + ...+ bgsws

flws) = asvy + ... + agvr + bsywy + ... + bssws

La matrice de f dans la base ci-dessus est



CHAPITRE 5 : VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES 5%

/)\ 0O ... 0 ai; asr ... Clgl\
0 AL 0 aiz2 ao2 A g2

00 ... A ai ay ... ag
M(f) =

bia by ... bg

\ O 0 ... 0 by by ... b

pr(x) =det(M(f)—xl) = (A—x)"det(B —xI) ot B est la matrice (b;;)
et Iy la matrice unité d’ordre s. Comme par hypothese pr(z) = (A —x)*g(z)
ou g(A) # 0, il s’ensuit que r < k.

5.4 Diagonalisation

Définition 5.4.1. Une matrice A € M, (K) est appelée matrice diagonale

st elle est de la forme :
A pr—

c’est a dire st a;; = 0 pour i # j.

On sait que les matrices diagonales sont simples du point de vue calcula-
toire et théorique. Par exemple, la solution de Az = ¢, o A est une matrice
de M,,(K) est généralement lassante lorsque n est grand, mais elle est tri-
viale si A est diagonale. De méme élever une matrice & une puissance trés
large (par exemple A0 est en général encombrant par calcul direct, mais
devient trivial si A est diagonale. Ainsi la diagonalisation d'une matrice, c.a.d

sa réduction & une forme diagonale, s’avérera trés intéressante.

Définition 5.4.2. On dit qu’une matrice carrée est diagonalisable sl existe

une matrice inversible P telle que P~YAP soit diagonale, disons
P'AP=D.

Lorsque c’est le cas, on dit que P diagonalise A.
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Théoréme 5.4.1. Soit A € M, (K), alors
1) A est diagonalisable ssi A posséde n vecteurs propres linéairement in-
dépendants.
2) Si A posséde n vecteurs propres linéairement indépendants py, - -, pp
et P = (p1, -+ ,pu), alors P"YAP = D est diagonale, ot le jém6

élément diagonal de D est égal a la jém6 valeur propre de A.

=) Si A est diagonalisable, il existe une matrice inversible

P11 P12 - Pin
p— p.21 p?2 p?n (5.4)
i DPn1 Pn2 " DPnn i
telle que
d --- 0
P'AP=D=| : . :|. (5.5)
0 d,
Multiplions (5.5) par P, on obtient
P11 - Din d --- 0 dip11 -+ dppin
AP = Do oo, = : :
Pni - Pnn 0o --- dn dlpnl e dnpnn
(5.6)

AP = (dipy, -+ ,dnps) ou p; désigne la Mecolonne de P, de méme

En comparant (5.6) et (5.7), nous obtenons

Ap1 = dipy
: : (5.8)
Apn = dnpn
P, ,Pp sont non nuls, sinon P ne serait pas inversible. (5.8) prouve

que les p; sont des vecteurs propres non nuls, et les d; sont des valeurs
propres. Le rang de P doit étre n, car P est inversible ; donc les colonnes
de P doivent étre linéairement indépendantes. Nous avons démontré

aussi 2).
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<) Si A posséde n vecteurs propres linéairement indépendants, disons

D1, Pn, SOt dy, -+ -, d, les valeurs propres respectives. Alors

AP = (Ap1,- -+, Ap,) = (dip1, -+ , dupn)
dipi1 -+ dppin P11 - Din d -+ 0
= =] . . |=pPD
dlpnl Tt dnpnn Pn1t - Pnn O e dn
(5.9)

P est inversible car ses colonnes sont linéairement indépendantes, en
multipliant (5.9) par P!, on obtient P1AP = D. A est alors diago-

nalisable.

Remarque 5.4.1. 5t A € M, (K) a n valeurs propres distinctes, alors A

est diagonalisable (Il suffit de combiner la proposition du paragraphe 1.2 et
le théoréme 1.6).

Définition 5.4.3. Soit p(x) un polyndme a coefficients dans K, de degré n,
on dit qu’il est scindé s’il s’écrit sous la forme d’un produit de n polyndémes du
premier degré a coefficients dans K, c¢’est a dire p(z) = a(xr—aq) - -+ (x — )

ol a,a, - o, € K.

Théoréme 5.4.2. ( Condition nécessaire et suffisante de diagonalisation )
Soit A € M, (K), A est diagonalisable ssi :

1) pa est scindé dans K;

2) Pour chaque racine \; de pa, d’ordre k;, dim E), = k;.

=)

A oo 0

P'AP=D = :
0 - A\,

pa(z) = pp(xr) = (M —x)--- (A — ), les racines de pa(x) sont les

Ai € K donc 1) est vérifiée. En faisant intervenir 'ordre de multiplicité

des A;, on peut écrire

pa(r) = A —2) - (N, — 2)f. On a Zkl = n. Comme A est
i=1
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diagonalisable, E = E\ & ---® E), ,dou dimgFE =n = Z dim E), .

1=1

Si 'une des dimg E), < k;, on aurait Z dim Ey, < n.
i=1

<) Onan=Fk +- -+ ky.

2) entraine dim(FEy, ®---®E), ) Z dim E)\, = Z ki=n=dimE.

La réunion des bases des E), est une base de E formee de vecteurs

propres, d’ou A est diagonalisable.

Corollaire 5.4.1. 51 A € M,(K) posséde n valeurs propres distinctes, alors

A est diagonalisable.

1) du théoréme 1.7 est vérifice. En outre 1 < dim E), < 1, donc 2) est

satisfaite et A est diagonalisable.

Exemple 5.4.1. 1) FEtudier la diagonalisation de la matrice

3 =20
A=1-2 3
0

Solution :

Le polynome caractéristique de A est :

3—xr —2 0
pa(r) = -2 33—z 0 |=0(B-2
0 0 5H—=
= (6-2)[B-2)°—-4=06-2)*(1-2)

3—x =2
-2 33—z

les valeurs propres sont 1 et 5. Les espaces propres sont Ey et Es.
I

Ey: x=| 2y | estun vecteur propre de A correspondant a A\ ssi x

L3
n’est pas une solution triviale de (A — M)z =0 c’est a dire
3— A —2 0 1
2 3-X 0 =10 . (5.10)
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Si A =5, alors
2 2 0] [ x [ 0
-2 =20 xo | = | 0
| 0 0 O X3 | 0
d’ot —2x1 — 2x9 = 0, c¢’est a dire x9 = —x1 donc
[ 1 1 [0
To | =21 | =1 | +23] 0
| x3 0 [ 1]
1 0
c’est a dire Es5 est engendré par | —1 | et | 0 ]
0 1
SiA=1 (5.10) devient
2 =20 T 0
-2 2 0 xo | = | 0
0 0 4 x3 0
On résout le systéme pour trouver x1 = xo et x3 =0, alors
[ T 1
xo | =a1 | 1|,
| 23 0
[ 1
donc Ey est engendré par | 1 | . On en déduit que A est diagonalisable,
| 0
1 01 500
P=|-101]|ePtAP=|0 50
0 10 001
2) Considérons la matrice
S| 32 ]
-2 1

pa(A) = (A +1)% A= —1 est la seule valeur propre de A;

EH|mEY
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On résout le systeme pour en déduire que x1 = xo, c’est a dire E_q est

. Comme dimgFE_1 =1 <2, A n'est pas diagonali-

1
engendré par [ )

sable.

3) Soit f lopérateur linéaire défini par

f R3 — RS

I 31’1 — 2.@2
To — —2x1 + 329
T3 55(33

Trouver une base de R3 par rapport & laquelle la matrice de f soit
diagonale.

Solution : Si B = {e1, e, e3} est la base canonique de R3, alors

1 3 0 —2
f(el):f( 0 ): —2 7f(62):f( 1 ): )
0 0 0
1 0
fles)=f(] 0 [)=10
0 5)
3 =20
On en déduit que M(f) = | —2 3 0 | par rapport a la base B. Nous
0O 0 5

voulons trouwver une nowvelle base B = {uy, uy, us} de telle sorte que
la matrice A" de f relative & B soit diagonale. Si nous désignons par
P la matrice de passage de la base canonique B a la base inconnue B’
ona A= P YAP; c’est a dire P diagonalise M(f). D’apres Uexzemple

1), nous obtenons

1 01 500
P=|-101 et A=1050
0 10 001
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Les colonnes de P sont

Uy = €1 — €9
li
!

U = €1+ €

qui produisent la matrice diagonale A" de f.
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