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1 Introduction.

programmation linéaire est le domaine qui a eu le plus de succé en opti-
misation. Depuis sa formulation de 1930 a 1940, et le développement de la
méthode de simplexe par Danzig en 1940, des chercheurs dans différents do-
maines : économie, finance, ingénerie etc..., ont été amené a formuler et a
résoudre des probléemes linéaires, et méme quand le probleme était non linéaire,
il était modélisé sous forme linéaire, car les modeles non linéaires nécéssitent
des algorithmes plus élaborés et plus couteux.

La publication en 1984 du papier de Karmarkar est probablement 1’événement
le plus significatif en programmation linéaire apres la découverte de la méthode
du simplexe. L’intérrét du travail de Karmarkar vient de la complexité po-
lynémiale de son algorithme, ce travail a donné naissance aux méthodes de
points intérieurs, qui restent jusqu’a présent un domaine de recherche tres actif.

2 Notion de programme linéaire.

Un programme linéaire est la maximisation ou la minimisation d’une fonction
linéaire sous des contraintes linéaires.

2.1 Exemple.

Voici un petit exemple traitable par la programmation linéaire.

Une usine produit deux ciments, rapportant 500Dh et 700Dh par tonne.

Une tonne du ciment N°1 necéssite 40 min de calcination dans un four
chaux et 20 min de broyage.

Une tonne du ciment N°2 necéssite 30 min de calcination dans un four a
chaux et 30 min de broyage.

Le four et I'atelier de broyage sont disponibles 6k et 8h par jour. Combien de
ciment de chaque type peut-on produire par jour pour maximiser le bénéfice 7

Ce probléeme se modélise comme suit :

s

Mazx z = 500z, + 70022 (1)
40z, + 3025 < 360 2)
2021 + 302 < 480 (3)
21 >0, 22>0 (4)

(1) : est le profit total qui est & optimiser appelé fonction objective.

(2) et (3) sont des contraintes. (2) est la disponibilité du four et (3) est la
disponibilité du broyeur.

(4) est le domaine des variables.



2.2 Forme générale d’un programme linéaire.

n
(1) max ou min ) c;x;

Jj=1

(2) Vi=1,...m ) ajz; <,= ou >
j=1
3) Vi=1,..,n z; >0

(1) :  fonction objective.
m contraintes linéaires.
contraintes de positivité.

—~
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2.3 Formes matricielles classiques et convensions.

Notons par & = (21, T2, ...,x,) T le vecteur des variables. b = (by, ba,
le second membre des contraintes, ¢ = (cy,ca, ..., cn)T

associé aux variables et A la matrice m x n des a;;.
Forme canonique :

e b)T

le vecteur cout ou profit

Forme standard :

max =2z =cCx max 2z =cCx

Ax <b ’ Axr =10
x> 0. z > 0.
La forme canonique avec des contraintes < s’utilise dans la représentation

graphique, et la forme standard avec des contraintes égalité s’utilise dans la
résolution algébrique.

Remarque 1 Ces formes ne servent qu’a simplifier les représentations théoriques

Dans la réalité un probleme linéaire peut comporter des contraintes égalitées
ou inégalitées.

Ainsi
xs <
. jgl a;jr; < b;
AijTj = bl < n
i=1 — 2 iz < —b;
Jj=1
et
n n
Sar; <b = Y ayxj+ e; =0
i=1 i=1
variable d’écart.
max z = —min—z

avec T et x~ € RT.

2.4 Interprétation économique.

Un programme linéaire a une intérprétation économique tres large :
Un acteur économique qui exerce n activités avec des intensités x; a détérminer.
Ces activités utilisent m resources. La quantité a;; de resources ¢ nécessaires



pour exerser I’activité j avec une intensité 1. On connait le profit (en maximisa-
tion) et le cout (en minimisation). ¢; correspond a une intensité 1 de lactivité

VE

3 Résolution graphique.

On résoud graphiquement le probléme suivant :

max z = I+ 2x9
rT14+z0 < 6
xy < 3
1,2 > 0

matriciellement ona m =2, n=2,c=
v = (z1,72)T,b=(6,3)T et A= [ (1) } ] .

(la résolution se fait en cours)

4 Principes de la résolution algébrique.

La résolution algébrique utilise la forme standard, ou A est une matrice mxn

de rang m.
max 2z =cx

(P) Az =10
x>0

4.1 Bases , solutions de bases et solutions réalisables.

Les bases de A sont les matrices m x m inversibles extraites de A.

Soit B une base de A. On partitionne A sous la forme suivante : A = [B N]
( on suppose pour faciliter la présentation que les colonnes de bases sont les m
premieres colonnes), on partitionne de méme les vecteurs x et c. z = (vg,xn)"

et ¢c= (cg,cen)t.

Az = b
<= Brp+ Nzny=0b
< xp=B"'b— B 'Nuay.

Z = CIr =CBXYB+CNIN
= CBB_1b+(CN—CBB_1N) TN-



On note ¢y = ¢y —cgB~IN.
Le probleme (P) s’écrit alors sous la forme :
max z=cgB l'b+enzN
(P/) SCB:BilbeilNzN

g,y >0

C’est la forme canonique par rapport a la base B.

N = 0

Si en plus xp > 0 alors z* est une solution de base réalisable.

z* est dite solution réalisable si elle vérifie les contraintes c’est & dire Ax* =
b et z*>0.

% . . . - rBp = B~ b
z* est dite solution de base si elle vérifie Ax* = b et z* = .




Exemple 2 Déterminer les bases et les bases réalisables du systéme suivant :

X1 +.’E2+(E3

IQ+$4 =

Y

L1, T2, T3, T4
1 1 1 0
A‘[o 10 1]'
1 1
— 1 2]
1. B =4 A]_[O 1]

e msn= [ T [8]2[ 2]

B est une base réalisable.
11
_ [ A1 43] — _
BQ—[A A]—|:0 O}:deth—O.

Bs n’est pas une base.
By = [A! Aﬂ:[l 0}

0 1
_1 6
=z, =DB; b= 3 > 0.
B3 est une base réalisable.
1 1
_[A2 43] —
Bi=[4 A% = || ¢
:>xB4:B4_1b: 2]20. B, est une base réalisable.
0
_[A2 A4] —
=4 4= |
1 (6 ]
= o, =B5 b= _, Z0.

Bs n’est pas une base réaliisable.
1 0
_[A3 A4] —
Bs = [4 A]_[O !
1 6
=z, =B b= 3 > 0.
Bg est une base réalisable.

4.2 Caractérisation algébrique des points extémes.

Définition 3 Un ensemble X est convexe si : Vx,y € X et Vo, € [0,1]
avec a+ 0 =1; on a ar+ Py € X.

Définition 4 Une combinaison linéaire d’éléments de X (>} Niz;) est dite
conveze si Yy A; =1 et \; > 0.



Notons X = {z | Ax = b,x > 0}, 'ensemble des solutions réalisables de (P).
Cet ensemble est convexe.

Définition 5 * L’ensemble X est appelé un polytope convexe.

*Un polytope borné est un polyédre convexe.

* Un point extréme d’un polytope ou d’un polyédre convexe X, est un point
qut ne peut étre exprimé comme combinaison convexre d’autres points de X.

* On appéle support de x, l’enseble des indices des composantes non nulles.
On le note sup p(x).

Théoréme 6 L’ensemble des points extrémes du polytope X, correspond a l’en-
semble des solutions de base réalisables.

Théoreme 7 Si ¢y < 0 alors la solution de base réalisable correspondante
est solution optimale du programme linéaire (P).

( Voir la démonstration en cours)

Exemple 8 déterminer les bases optimales du probléme suivant :

max z = x1+ 2z
xr1 + Xo -|—£C3 = 6
To + T4 = 3

XT1,T2,T3, T4 > 0

nous avons déja vérifié que By, Bs, By, Bg etaient réalisables pour vérifier
I’optimalité nous allons calculer le ¢y associé.
By : cyN=cn — CBB_lN

~oo-aa(y ) (s ) )--an<o

B, est optimale, z* =cgB~'b=09.

B; : ¢y =(1 —1). Bs est non optimale, et z* = 6.

By : ey =(1 —2). By est non optimale, et z* = 6.

Bs : v = (1 2). Bg est non optimale, et z* = 0.

D’ou la seule base optimale est By, la solution optimale correspondante est
3

3
0
0

4.3 Propriétés fondamentales de la programmation linéaire.

Proposition 9 Si une fonction linéaire atteint son maximum (ou minimum)

sur le polytope X alors cet optimum a lieu en un sommet de X (point extéme de
X).



Proposition 10 Si X # (), il existe au moins un sommet (point extéme).
Remarque 11 — Pour 100 contraintes de 400 variables choisir 100 colonnes

parmis 400 est de Uordre de 1000 sommets.

— L’algorithme du simplexe empreinte un chemin astusieu de facon a maxi-
miser le profit.

4.4 Opération de pivotage.

Définition 12 FEtant donnée une m x n matrice A, 1 <r<metl<s<n
tels que AP # 0. La matrice D définie par :

1 si j=i,5#r
st j=t=r

J Az
Di - Af L. .
—ar S j=ri#ET
0 sinon

est appelée matrice de pivotage sur l’élément A] de A.

Théoréme 13 Si on applique 'opération de pivotage a la matrice (A,b) du
systéme Ax = b, on obtient la matrice (DA, Db). Le systétme DAx = Db est
équivalent a Ax =b.

4.5 Algorithme du simplexe a la main.

max z = i + 2x9
xr1 + To + x3 =6
To + Ty = 3
x1,T2, 23,24 2 0
I’algorithme consiste a construire une suite de bases réalisables, de profit
croissant jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de gain possible.
(voir cours pour I’exemple)

5 Algorithme du simplexe .

Théoreme 14 Ftant donné un programme linéaire

max z=(+cx
(PP) Az =10
x>0

ot A est une matrice m x n de rang m. (PP) est écri sous forme canonique par
rapport a une base B.



5.1

. Sic <0 la base B est optimale, et la solution de base associée est solution

optimale de (PP).

S’il existe s une colonne de A : A* ¢ B, aveccs >0 et I ={i: A >0} =
0 alors (PP) n’a pas de solution optimale.

S’il existe s une colonne de A : A®° ¢ B, aveccys >0 et I ={i: A >0} #

(0. Soit r tel que Z’; = mi}l [f{s} et soit x; la variable correspondant a la
r i€ i

rieme ligne de base cad que A* = e, alors on vérifie aprés pivotage de la

matrice des coéfficients de (PP) sur AS, que la base B' = B+ {AS}\{A"}

est réalisable et que le nouveau programme est écrit sous forme canonique

par rapport a la nouvelle base B’.

Algorithme du simplexe.

On dispose d’une base réalisable B°.

1.

B base réalisable du départ. Itération k = 0.

2. k—k+1.

3. a Dlitération k. Soit B la base courante © = (zp,zn) la solution de base

correspondante : calculer

b = B
m = cpB~!(les multiplicateurs du simplexe)
cN = cy—7nN

si ¢y < 0: loptimum est atteint.
si ds tel que ¢; > 0 alors

soit A° la colonne s de A : calculer A5 = B~ A®
— si A® <0 stop: l'optimum est non borné (+00)
by : Tf > 0}

. ~ . b,
— sinon calculer T, = == =min | =L
T k2

soit x; la variable correspondant & la 7™ ligne de la base, cad telle que
B71A; = e, (m-vecteur & composantes toutes nulles sauf la composante
r égale & 1); alors la variable s prend la valeur £ > 0 (entre en base); la
variable ¢ s’annule (Z; = 0)( sort de la base) la nouvelle base réalisable B=
B+ {A*} — {A'}| calculer I'inverse de la nouvelle base B~! et retourner
a (2).

Remarque 15 - Dans (6) on a supposé que £ >0 cad que b, > 0. Si b, =0
alors la nouvelle solution obtenue est la méme que la précédente, et ce sommet
est représenté par plusieurs bases réalisables c’est un cas de dégénéréscence. Si
(P)est écrit sous forme canonique par rapport a une base optimale B alors :

- Sicg <0 la solution de (P) est unique.



-8 3e; =0, s e N alors la solution n'est pas unique en générale.
bi .
A
solutions réalisable pour lesquels z = (.

On peut choisir &g = min{ A? > 0}, on détermine ainsi un ensemble de

Théoréme 16 Convergence finie.
Sous Uhypotheése de non-dégénéréscence, 'algorithme du simplexe converge

en un nombre fini d’itérations.

Démonstration. Il suffit d’observer que le nombre de sommets est fini, et
que la croissance stricte de z interdit de passer deux fois par le méme sommet.
]

5.1.1 Problémes soulevés par la dégénéréscence.

=l

. = (0. Alors

la valeur de la fonction z ne varie pas apres le changement de base (en effet
2(T) = z2p + CsTs = 2B).
Il est possible aprés un certain nombre de changements de bases de retrouver
une base déja rencontrée et de cycler indéfiniment.

On peut régler le probleme de plusieurs facons.

Dans le cas de dégénéréscence ou b, = 0, on a Ty =

|
)

1. Par pérturbation des données du probleme.

2. Par des régles de sélection du pivot(R.G. Bland 1977).
A chaque itération de I’algorithme du simplexe
— parmis toutes les variables susceplibles d’entrer en base (cad telles que
Cs > 0) choisir celle du plus petit indice.
— parmis toutes les variables susceptibles de quitter la base (cad toute les

variables x,- telles que Z:? = min{ bg : A2 > 0} choisir celle du plus petit

indice.

Bland a montré que méme en cas de dégénéréscence cette regle assure la
convergence finie de la méthode du simplexe.

5.2 Complexité de l’algorithme et éfficacité pratique.

L’évaluation de la complexité d’un algorithme est I’étude du nombre maximal
d’opérations élémentaires qu’il nécessite dans le pire des cas.

Kelle et Minty (1972) ont construit des problemes

nécéssitant 'éxamen d’un nombre de sommets croissant

exponentiellement en fonction de la taille du

probléme (contraintes et variables) la complexité

de la méthode du simplexe est donc exponentielle.

10



6 Exercices

Série N° 1
Programmation linéaire

Exercise 17 Montrer que le probléme d’optimisation :

minr.x + s.y
Bax+Dy>f
(P) Mx+Ny<g
Pr+Qy=nh
x>0

est un programme linéaire.
Exercise 18 Considérons le programme linéaire suivant :

minxq + 2x2 + 323
T+ 2209 — 33 =1
(P) 221 — 1wy — Sxg < 2
Ty + 3r9 +3x3 > 1

T1,T2 Z 0

1. Mettre ce programme sous forme canonique, sous forme standard.

2. Le probléme étant mis sous la forme standard, on am =3 et n =06
Ecrire Ay, A3, A* posons I = {1,3} et J = {2,4,5}.
Ecrire bI,CJ,AI,AJ,A{.

Exercise 19 Montrer que le probléme d’optimisation suivant :

min C.z
(P) Az =b
Qg < Z; < 5])] = 1)"'3’”‘

est un programme linéaire. L’écrire sous forme standard.

Exercise 20 Montrer que le probléme d’optimisation :

minc.x — Y. |v; |
i=1
Az—Uv=>
x>0

(P)

(ou U est la matrice unité de la forme (m,m)), peut s’écrire sous forme d’un
programme linéaire.

Exercise 21 Un grossiste désire renouveler son stock de savon. Il s’adresse a
trois fabricants F1,F2 et F'3 pour une commande de 20 unités (unité=100kg).
1l est cependant tenu d’acheter une quantité non nulle auzx fabricants F1 et
F2.

Quelles sont les commandes a passer a chacun de ces fournisseurs de maniere
a avoir une dépense minimale, si ['on sait que

11



— F1 peut fournir au mazimum 10 unités, mais n’accepte jamais une com-
mande inférieure a 5 unités.

- F2  peut fournir au mazximum 8 unités, mais n’accepte jamais une com-
mande inférieure a 4 unités.

- F'3 peut fournir au mazimum 9 unités.

— Les priz d’achat unitaires (en centaines de DH) auprés de chaque fabricant
sont les sutvants :

- F1 : 11 pour les 5 premiers et 9 pour les suivants.
- F2 8.
- F3 : 10.

Exercise 22 Un editeur dispose de deux dépots, Dy et Dy, possédant respective-
ment 5 et 4 exemplaires d’un ouvrage. Trois libraires, Ly, Lo, Ly lui demandant
respectivement 2, 3 et 4 exemplaires de cet ouvrage au cours de la journée. Si
les couts unitaires de transport des dépots vers les libraires sont les quantités
indiquées dans le tableau ci-dessous, déterminer le plan de transport de cout
MINTMUMS.

Ly Lo Lj
Dy 2 5 2
Dy 7 3 6

Exercise 23 On considére le probléme linéaire suivant :

max z = 1 + 3x2
xr1 + X9 + tl =14
(P) —2x1 + 3T +to = 12
201 —x9 +t3 =12
T > O,ti > O, 1= 1,2,3.
1. Donner toutes les solutions de bases de (P).

2. Donner les solutions de bases réalisables de (P).

3. Représenter graphiquement les solutions de bases et les solutions de bases
réalisables. Résoudre graphiquement le probléeme.

4. Déterminer la base optimale, puis écrire le probleme sous forme canonique
par rapport a cette base.

Exercise 24 Soit le systéme linéaire
(1) Ax =b. AeMpn(R) , beR™ zeR"

3 cas sont possibles :

1. Le systeme est de plein rang. Montrer que l'ensemble des solutions {x | Ax = b} #
(0. La solution est unique si m = n.

12



2. Le systéme n’est pas de plein rang et {x | Az = b} = 0. Montrer que dans
ce cas Jy € (R™)' tel que yA =0 et yb# 0. (on dit que le systéme est
incompatible)

3. Le systéme n'est pas de plein rang et {x | Az = b} # 0. Montrer qu’il existe
y e (R™)" tel que

(a) yA=0 et yb=0.
(b) 3I C {1,....,m} tel que (2) Az = b est de plein rang et

équivalent a (1).

Les équations A;x =1b; i ¢ I sont dites rédondantes. Chaque équation
rédondante peut étre exprimée comme combinaison linéaire des équations
de l’ensemble I.

4. Application :
(a) Déterminer le rang du systéme Ax = b, avec
1 6

3 4 2 5
A=12 1 3 0 -1 et b= -1
1 2 0 3 1 4

(b) Donner un systéme équivalent (2) Arx =by.

(¢) Donner une base de Ay et résoudre (2) suivant cette base.
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