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Chapitre 1

Les suites

1. Définitions

1.1. Définition d’une suite

Définition 1

— Une suite est une application u :N— R.
— Pour n €N, on note u(n) par u, et on 'appelle n-eme terme ou terme général de la suite.

La suite est notée u, ou plus souvent (1, ),en 0u simplement (u,). Il arrive fréquemment que I'on consi-
dere des suites définies a partir d’'un certain entier naturel ng plus grand que 0, on note alors (u,)n>n,-

Exemple 1

- (y/M)ns0 est la suite de termes : 0, 1, V2, V3,...

- ((=1)"); >0 est la suite qui alterne +1, -1, +1, —1,...
1 11 1
nZ ), » 429> 167

X Les premiers termes sont 1

1.2. Suite majorée, minorée, bornée

Définition 2

Soit (©,,),en une suite.
— (Up)nen est majoréesi IMeR VneN u,<M.
— (Updnen €St minorée si AmeR VneN u,=m.

— (un)nen est bornée si elle est majorée et minorée, ce qui revient a dire :

dMeR VneN |u, <M.

o
— 4
N 4
+




1.3. Suite croissante, décroissante

Définition 3

Soit (#,,),en une suite.

— (up)nen est croissante si VneN u,i1=u,.

— (up)nen est décroissante si VneN u,,1<u,.

— (up)nen est monotone si elle est croissante ou décroissante.

Remarque

— (up)nen est croissante si et seulement si VneN wu,.1—u, =0.
— Si (un)sen est une suite a termes strictement positifs, elle est croissante si et seulement si Vn €

u
N ;—HB].

n

Exemple 2

La suite (u,),>1 définie par u,, = (—1)*/n pour n = 1, n’est ni croissante ni décroissante. Elle est
majorée par 1/2 (borne atteinte en n = 2), minorée par —1 (borne atteinte en n = 1).

1+
1
7T +
+
+
1 2 3 4 5 6
+
+
14
2
-1+ +

- La suite (%)nzl est une suite décroissante. Elle est majorée par 1 (borne atteinte pour n = 1), elle
est minorée par 0 mais cette valeur n’est jamais atteinte.

2. Limites

2.1. Limite finie, limite infinie

Soit (©,)nen une suite.

Définition 4

La suite (u,)nen @ pour limite ¢ € R si : pour tout € > 0, il existe un entier naturel N tel que sin =N

Ve>0 3INeN VneN (n;N:Iun—élsg)I

On dit aussi que la suite (u,),en tend vers ¢. Autrement dit : u, est proche d’aussi pres que 'on veut

alors |u, —¢|<e¢ :

de ¢, a partir d'un certain rang.
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Définition 5
1. La suite (u,)nen tend vers +oo si

VA>0 INeN VneN n=N = u,=A4A)

2. La suite (u,),en tend vers —oo si :

VA>0 dINeN VneN n=N = u,<-4A)

Remarque

1. On note lim,_. ;s u, = ¢ ou parfois u, ¢, et de méme pour une limite +oo.

n—+oo
2. lim, . ooty = —00 < lim,, . oo —U, = +00.
3. On raccourcit souvent la phrase logique en : Ve>0 3INeN (n=zN = |u, —¥¢| <¢). No-
ter que N dépend de € et qu'on ne peut pas échanger I'ordre du « pour tout » et du «il existe ».

4. Linégalité |u, — ¢| < € signifie ¢ —¢ < u, < ¢ +¢. On aurait aussi pu définir la limite par la
phrase : Ve>0 3INeN (n=N = |u, —¥| <¢), oulon a remplacé la derniére inégalité
large par une inégalité stricte.

Définition 6

Une suite (u,)nen est convergente si elle admet une limite finie. Elle est divergente sinon (c’est-
a-dire soit la suite tend vers +oo, soit elle n’admet pas de limite).

On va pouvoir parler de la limite, si elle existe, car il y a unicité de la limite :

Proposition 1

Si une suite est convergente, sa limite est unique.

Démonstration

On procéde par I'absurde. Soit (©,,),en une suite convergente ayant deux limites ¢ # ¢'. Choisissons
£>0telque£<@.

Comme lim,, ..o u, =¥, il existe N1 tel que n = N7 implique |u, — | <Ee.

De méme lim,,_. .o, = ¢', il existe Ng tel que n = Ny implique |u, — ¢'| <e.

Notons N = max(N1,N2), on a alors pour ce N :

luy—ll<e et |uy—FC<e

Donc [/ —¢'| =0 —uny+un—¥'| < |l —up|+|uny—¢'| daprés 'inégalité triangulaire. On en tire
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|0 — 0| <e+e=2e<|f -7 On vient d’aboutir a I'inégalité |¢ — ¢'| < |¢ — ¢'| qui est impossible. Bilan
: notre hypothése de départ est fausse et donc ¢ =¢'.

2.2. Propriétés des limites

Proposition 2

1. lim, . u,=¢ < lim,_ (U, —0)=0 < lim,, . olu, —¥¢| =0,

2. limy,yooun=¢ = lim, ., oolunl = 2].

Démonstration

Cela résulte directement de la définition.

Proposition 3 : Opérations sur les limites

Soient (uy)en et (U, )nen deux suites convergentes.
1. Silim, ., ou,=¢,0u ¢ €R, alors pour e Ron alim,_, o, Au, = AL.

2. Silim,—jootty=F¢etlim,_ v, =¢', oul, ¢ €R, alors

lim (u,+v,)=0+"¢
n—+oo

lim (u, xv,)=£€x/?
n—+oo

1 1

u, 0

3. Silim, . ooty =¥¢ ot £ € R* =R\ {0} alors u, # 0 pour n assez grand et lim,,_. ,

Nous utilisons continuellement ces propriétés, le plus souvent sans nous en rendre compte.

Exemple 3

Siu, — ¢ avec ¢ #=+1, alors

u,(1-3u,)—

—— ——— 0(1-30)-
n—+oo

un—1 2-1

Proposition 4 : Opérations sur les limites infinies

Soient (1,)ren €t (U )nen deux suites telles que limy, . oo v, = +00.
1. limy— o= =0
Un
. Si(up)nen est minorée alors lim,, . ;oo (4, +v,) = +00

2
3. Si (u,)nen est minorée par un nombre A > 0 alors lim, . ;oo (©,, X U,) = +00
4

1

. Silimy—t0oupn =0 et u, >0 pour n assez grand alors lim;, 1o 7~ = +00.
n

Exemple 4

Si (u,,) est la suite de terme général in, alors lim,, . ;oo (1) = 0.




Les suites B

Proposition 5

Toute suite convergente est bornée.

Démonstration
/+1
+ +
7 E .
! + + + 7F
+
/-1
+
+
+ +
+ 1
N
Donc si on pose
M =max(luol,luil, -, lun-1l,1€]+1)

on a alors VneN |u,| <M.

Proposition 6

Si la suite (4, )nen est bornée et lim,, . ;oo v, =0 alors lim,, o (u, xv,)=0.

Exemple 5

Si (u,)n>1 est la suite donnée par u, = cos(n) et (v,),>1 est celle donnée par v, = \/iﬁ, alors

limy, . 400 (wrpvp) = 0.

2.3. Formes indéterminées

Dans certaines situations, on ne peut rien dire a priori sur la limite, il faut faire une étude au cas par

cas.

Exemple 6

1. «4+00—o00» Cela signifie que si u, — +oco et v, — —oo il faut faire faire 'étude en fonction de
chaque suite pour lim(u, +v,) comme le prouve les exemples suivants.

lim (e" —1n(n)) = +oo
n—-+oo

lim (n —n2) =—00
n—+oo
lim (([p+—|—-n|=0
n—+oo n

2.4. Limite et inégalités

Proposition 7
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1. Soient (t,)nen et (Vy)nen deux suites convergentes telles que : VneN, u, <v,. Alors

lim u, < lim v,
n—+oo n—+oo

2. Soient (u,)ren et (V)nen deux suites telles que lim, .y oot = +c0 et VR EN, v, = u,. Alors

lim,, . oo Uy, = +00.

3. Théoréeme des « gendarmes » : si (u,)nenN, (Un)nen €t (Wr)nen sont trois suites telles que
VneN u,<v,<w,

et lim,_ ;oou, =¢=1im,_ ,w,, alors la suite (v,),en est convergente et lim,,—. oo v, =¥.

e + + + +

4 Wn + N R i + ¥ %
Un+ + s i I Fo+of
Un+

Remarque

1. Soit (u,)nen une suite convergente telle que : VneN, u, =0. Alors lim,,_. . u, =0.

2. Attention : si(u,)nen est une suite convergente telle que : Vn eN, u, > 0, on ne peut affirmer
que la limite est strictement positive mais seulement que lim,_.,u, = 0. Par exemple la
suite (1, )nen donnée par u, = ﬁ est a termes strictement positifs, mais converge vers zéro.

Exemple 7 : Exemple d’application du théoréeme des « gendarmes »

Trouver la limite de la suite (z,),cn de terme général

(-1)"

Uy =24 ——
" 1+n+n?

3. Exemples remarquables

3.1. Suite géométrique

Proposition 8 : Suite géométrique

On fixe un réel a. Soit (1, ),en la suite de terme général : u, =a”.

1. Sia=1,onapourtoutneN :u, =1.
2. Sia>1,alors lim,_ o u, = +oo.

3. Si—-1<ax<1,alorslim, . u,=0.

4

. Sia < -1, la suite (u,)nen diverge.

Démonstration

1. est évident.
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2. Ecrivons a = 1+b avec b > 0. Alors le binéme de Newton s'écrit a” = (1+5)" = 1+nb+(5)b%+---+
(Z)bk +---+b". Tous les termes sont positifs, donc pour tout entier naturel n ona :a” =1+nb.
Or lim,,_. . oo(1+nb) = +oco car b > 0. On en déduit que lim,,_. ,,a™ = +oo.

3. Sia =0, le résultat est clair. Sinon, on pose b = Iall. Alors b > 1 et d’apres le point précédent
lim;, ;006" = +00. Comme pour tout entier naturel n on a : |a|” = bin, on en déduit que
lim,,_ . ola|® =0, et donc aussi lim,,_. . ca™ = 0.

4. Supposons par I'absurde que la suite (u,)nen converge vers le réel £. De a? = 1, on déduit
que pour tout entier naturel 7, on a a?” > 1. En passant a la limite, il vient ¢ = 1. Comme de
plus pour tout entier naturel n on a a?”*! <a < —1, il vient en passant de nouveau a la limite
¢ < —1. Mais comme on a déja ¢ = 1, on obtient une contradiction, et donc (z,) ne converge
pas.

3.2. Série géométrique

Proposition 9 : Série géométrique

Soit @ un réel, a # 1. En notant 3./ _, af =1+a+a?

Démonstration

En multipliant par 1 —a on fait apparaitre une somme télescopique (presque tous les termes s’an-
nulent) :

(1—a)(1+a+a2+---+a”) =(1+a+a2+---+a")—(a+a2+---+a”+l) =1-qa"*1.

Remarque

Sia€]l-1,1[ et (wy)nen est la suite de terme général : u, = Zzzoak, alors lim,, .o u, = ﬁ De

maniere plus frappante, on peut écrire :

1
l+a+a?+ad+... = —
l-a

2

Enfin, ces formules sont aussi valables sia € C\{1}. Sia=1,alors 1+a+a“+---+a"=n+1.

3.3. Suites telles que

Inill < <1
Un

Théoréeme 1

Soit (1 ,),en une suite de réels non nuls. On suppose qu’il existe un réel ¢ tel que pour tout entier
naturel n (ou seulement a partir d'un certain rang) on ait :

Up+1

Un

<?l<1.

Alors lim,_, ;o u, =0.




Les suites E

3.4. Approximation des réels par des décimaux

Proposition 10

Soit a € R. Posons

_E(10"a)

-o10m

Alors u, est une approximation décimale de a & 107" pres, en particulier lim,,_. . u, =a.

Un

Exemple 8
7 =3,14159265...

0
ug = E—(llgoﬂ) =FE(n)=3
_ EQ0'n) _ E(31415..) _
i =3,1

U1="7qor =

_ E(10%n) _ E(314,15..) _
U= =" 10 -9 14
us=3,141

Démonstration

D’apres la définition de la partie entiére, on a

E(10%a)<10"a <E(10"a)+1

donc
< + 1
Up<a<up+-—
10"
ou encore
O<a-u,<—.
10"

L
10"

en déduit que lim, ., u, =a.

Or la suite de terme général est une suite géométrique de raison 1—10, donc elle tend vers 0. On

Exercice 1

Montrer que la suite («,),en de la proposition 10 est croissante.

Remarque

1. Les u, sont des nombres décimaux, en particulier ce sont des nombres rationnels.

2. Ceci fournit une démonstration de la densité de Q dans R. Pour € >0, et I =]Ja —¢,a + I, alors
pour n assez grand, u, € I N Q.

4. Théoreme de convergence

4.1. Toute suite convergente est bornée

On a
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Proposition 11

Toute suite convergente est bornée.

La réciproque est fausse mais nous allons ajouter une hypothése supplémentaire pour obtenir des résul-
tats.

4.2. Suite monotone

Théoreme 2

Toute suite croissante et majorée est convergente. I

Remarque

Et aussi :

— Toute suite décroissante et minorée est convergente.

— Une suite croissante et qui n’est pas majorée tend vers +oo.

— Une suite décroissante et qui n’est pas minorée tend vers —oo.

4.3. Deux exemples

((2)
Soit (u,)n>1 la suite de terme général :
1 1 1
u”:1+§+§+m+ﬁ'
— La suite (©,,),>1 est croissante :en effet u,.1—u, = m >0

— Montrons par récurrence que pour tout entier natureln=1onau, <2- %
- Pournzl,onau1:1s1=2—%.

—to<2-14-1-.0

n - (n+1)?°

— Fixons n = 1 pour lequel on suppose u, <2— % Alors u,i1=u,+ r ﬁ <

1 _1__1 1
n(n+l) — n n+l’ n+1’

— Donc la suite (u,),>1 est croissante et majorée par 2 : elle converge.

donc u,41<2- ce qui acheéve la récurrence.

Remarque

On note {(2) cette limite, vous montrerez plus tard qu’en fait {(2) = %2.

Suite harmonique

C’est la suite (u,),>1 de terme général :

1 1
Up=14+=-+—-+-+—.
2 3 n
Calculons lim,, . ;oo Up,.

- La suite (1,),>1 est croissante :en effet u,.1—u, = n—}rl > 0.

— Minoration de u2P_UI2p71.Onau2_u1:1+%—1:% ;u4—u2=%+‘—i>%+%:%,etengénéral :

1 1 1 411
+ +ot—=>2P" x — ==
2p-141 2p-149 2p 2° 2

~
2p-1=2, -2~ termes > 35

Ugp —Ugp-1 =
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- lim, . ;o u, = +0o0. En effet
_ _ p
ugp —1=ugpr—u1=(ug—u1)+(wg—u2)+---+(Uugp —tgp-1) = 5

donc la suite (u,),>1 est croissante mais n’est pas bornée, donc elle tend vers +oco.

4.4. Suites adjacentes

Définition 7

Les suites (1,)nen et (Un)nen sont dites adjacentes si
1. (un)nen est croissante et (vy,),en est décroissante,
2. pour tout n =0, 0on a u, <v,,

3. lim,, ., oo(vp —uy)=0.

Théoréeme 3

Si les suites (u,)nen €t (Vn)nen sont adjacentes, elles convergent vers la méme limite. I

Il y a donc deux résultats dans ce théoréme, la convergence de (u,) et (v,,) et en plus I'égalité des limites.

Les termes de la suites sont ordonnées ainsi :

Démonstration

— La suite (u,),en est croissante et majorée par vg, donc elle converge vers une limite ¢.
- La suite (v,)nen est décroissante et minorée par ug, donc elle converge vers une limite ¢’.
— Donc ¢/ — ¢ =lim;,—.+oo(v, —u,) =0, dou ¢' = ¢.

Exemple 9

Reprenons 'exemple de {(2). Soient (u,) et (v,) les deux suites définies pour n =1 par

i 1 1+ 1 + 1 RAEERE ! t + 2
u = _—= —_— _— cee J— e v =u _
b k2 22 32 n? P i+l
Montrons que (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes :

1. (a) (u,) est croissante car u,.1 —u, = ﬁ > 0.

£ . __1 2 2 _ n+2+2n+1?-2(n+1)(n+2) _ -n
(b) (vy) est décroissante :v,41—Uy, = Gt e wal T EFCTSI: = GTTIE <
0
2. Pour toutn=1 :vn—un=% >0, donc u, <vy,.
3. Enfin comme v, —u, = % donc lim(v,, —u,) =0.

Les suites (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes, elles convergent donc vers une méme limite finie
¢. Nous avons en plus ’encadrement u, < ¢ < v, pour tout n = 1. Ceci fournit des approximations
de la limite : par exemple pour n = 3, 1+%+ % </l< 1+%+%+% donc 1,3611...<¢<1,8611...
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Exercice 2

Soit (1, )nen une suite. On suppose que les deux sous-suites (12, )nen €t (U2,+1)nen cOnvergent vers
la méme limite ¢. Montrer que (z,),en converge également vers £.

5. Suites récurrentes

Une catégorie essentielle de suites sont les suites récurrentes définies par une fonction. Ce chapitre est
I’aboutissement de notre étude sur les suites, mais nécessite aussi 'étude de fonctions (voir «Limites et
fonctions continues»).

5.1. Suite récurrente définie par une fonction

Soit f : R — R une fonction. Une suite récurrente est définie par son premier terme et une relation
permettant de calculer les termes de proche en proche :

upeR et wupy1=f(u,) pourn=0

Une suite récurrente est donc définie par deux données : un terme initial uq, et une relation de récur-

rence u,+1 = f(u,). La suite s’écrit ainsi :
uo, ui=f(wo), uz=/[f(w1)=Ff(f(uo), usz=/[f(u2)=/F({f(f(uo))),...

Le comportement peut tres vite devenir complexe.

Exemple 10

Soit f(x) = 1++/x. Fixons ug = 2 et définissons pour n =0 : u,1 = f(uy). Cest-a-dire u, 1 = 1+ /u,.
Alors les premiers termes de la suite sont :

2, 1+v2, 1+\1+Vv2, 1+\/1+V1+V2, 1+\/1+\/1+\/1+\/§,...

Voici un résultat essentiel concernant la limite si elle existe.

Proposition 12

Si f est une fonction continue et la suite récurrente (u,) converge vers ¢, alors ¢ est une solution de
I’équation :

f)=¢

Si on arrive a montrer que la limite existe alors cette proposition permet de calculer des candidats a étre
cette limite.

21 !
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Une valeur ¢, vérifiant f(¢) = ¢ est un point fixe de f. La preuve est trés simple et mérite d’étre refaite
a chaque fois.

Démonstration

Lorsque n — +oo, u, — ¢ et donc aussi u,+1 — ¢. Comme u, — ¢ et que f est continue alors la suite
(f(uy)) — (). La relation u, .1 = f(u,) devient & la limite (lorsque n — +o0) : £ = f(£).

Nous allons étudier en détail deux cas particuliers fondamentaux : lorsque la fonction est croissante,
puis lorsque la fonction est décroissante.

5.2. Cas d’une fonction croissante

Commencons par remarquer que pour une fonction croissante, le comportement de la suite (u,) définie
par récurrence est assez simple :

— Siui=ug alors (u,) est croissante.

- Siui <ugalors (u,) est décroissante.

La preuve est une simple récurrence : par exemple si u1 = ug, alors comme f est croissante on a
ug = f(u1) = f(ug) =uy. Partant de ug = u1 on en déduit us = uo,...

Voici le résultat principal :

Proposition 13

Si f :[a,b] — [a,b] une fonction continue et croissante, alors quelque soit ug € [a,b], la suite

récurrente (u,) est monotone et converge vers ¢ € [a, b] vérifiant | f(£) =7 |}

f(la,b])

Le graphe de f joue un role trés important, il faut le tracer méme si on ne le demande pas explicitement.
Il permet de se faire une idée trés précise du comportement de la suite : Est-elle croissante ? Est-elle
positive ? Semble-t-elle converger ? Vers quelle limite ? Ces indications sont essentielles pour savoir ce
qu’il faut montrer lors de I'étude de la suite.

5.3. Cas d’une fonction décroissante

Proposition 14

Soit f :[a,b] — [a,b] une fonction continue et décroissante. Soit uq € [a,b] et la suite récurrente
(uy) définie par u,1 = f(u,). Alors :
— La sous-suite (ug,) converge vers une limite ¢ vérifiant fo f(£)=~¢.
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- La sous-suite (©g9,4+1) converge vers une limite ¢’ vérifiant fo f(¢')=¢'. ‘

Il se peut (ou pas !) que £ =¢'.

6. Exercices

11.
12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

. Soit (un)ren 1a suite définie par u, =

. Déterminer la limite ¢ de la suite (u,),en de terme général :

. Déterminer la limite de la suite (u,),>1 de terme général vn +1—+/n. Idem avec v, =

La suite (-25), . est-elle monotone ? Est-elle bornée ?

nsin(n!)
1+n?

La suite ( )nEN est-elle bornée ?

. Donner la négation mathématique de chacune des phrases. (a) La suite (u,),en est majorée par 7.

(b) La suite (u,),en est constante. (c) La suite (u,),en est strictement positive a partir d’'un certain
rang. (d) (u,),en N'est pas strictement croissante.

. Est-il vrai qu'une suite croissante est minorée ? Majorée

_ 2n+1
n+2 °

lim,_ oo u, = 2. Trouver explicitement un rang a partir duquel 1,999 < u, < 2,001.

En utilisant la définition de la limite montrer que

n+cosn
n—sinn

et trouver un entier N tel que
sin=N, on ait |u, — | <1072.

. La suite (u,,),en de terme général (—1)"e” admet-elle une limite ? Et la suite de terme général %

?

cosn
sinn+lnn*

!
Idem avec w, = ;5.

. Déterminer la limite de la suite (1, ),en de terme général 5 — 47,

10.

Soit v, = 1+ a +a?

+---+a”. Pour quelle valeur de a € R la suite (v,),>1 a pour limite 3 (lorsque
n— +oo) ?

. 2 ...
Calculer la limite de 1+2+22—:+2n

Montrer que la somme des racines n-iémes de I'unité est nulle.
sin((n+3)0)

Montrer que si sin(g) # 0 alors % +cos(0) + cos(20) + - - - + cos(nf) = 2500 (penser a e'?).
2

Soit (1), =2 la suite de terme général u,, = In(1+ %) xIn(1+ %) x -+ xIn(1+ %). Déterminer la limite
de “2£L. Que peut-on en déduire ?
Déterminer la hmlte de m (Of.l = 3, 14.. )

Soit @ un réel. Montrer que pour tout € > 0 il existe un couple (m,n) € Z x N (et méme une infinité)

tel que |a—2ﬂn <e.

Soit (u,,)ren la suite définie par ug=1et pourn=1, u, = v2+u,_1. Montrer que cette suite est
croissante et majorée par 2. Que peut-on en conclure ?

Soit (u,)n>2 la suite définie par u,, = 24 x n6 , In8 . . _InGn)

s X In7 X Ing et D Etudier la croissance de la suite.

Montrer que la suite (u,) converge.

Soit N =1 un entier et (u,),en 1a suite de terme général u,, = cos(%). Montrer que la suite diverge.

Montrer que les suites de terme général u, =Y, _, % etv, =u,+ ﬁ sont adjacentes. Que peut-on
en déduire ?

_1)ykt . 1s . .
Soit (14,),>1 1a suite de terme général 22:1 ( 1,2 " On considére les deux suites extraites de terme

général v, = ug, et w, = ug,+1. Montrer que les deux suites (v,),>1 et (w,),>1 sont adjacentes. En
déduire que la suite (z,),>1 converge.

Montrer qu’une suite bornée et divergente admet deux sous-suites convergeant vers des valeurs
distinctes.



Les

suites (14

23.

24.
25.
26.

Soit f(x) = %x3 +1,ug=0etpourn=0 :uy.1=[f(up). Etudier en détails la suite (u,) : (a) montrer
que u, =0 ; (b) étudier et tracer le graphe de g ; (c) tracer les premiers termes de (u,) ; (d) montrer
que (u,) est croissante ; (e) étudier la fonction g(x) = f(x) —x ; (f) montrer que f admet deux points
fixes sur R, 0 < ¢ < ¢' ; (g) montrer que £([0,¢]) <[0,¢] ; (h) en déduire que (u,) converge vers ¢.
Soit f(x)=1++vx,ug=2etpourn=0 :u,1=[f(uy). Etudier en détail la suite (un).

Soit (1) nen 1a suite définie par : ug€l0,1] et upi1 =u, — u% Etudier en détail la suite (u,).

Etudier la suite définie parug=4etuyi1 = ﬁ.



Chapitre 2

Limites et fonctions continues

1. Notions de fonction

1.1. Définitions

Définition 8

Une fonction d'une variable réelle a valeurs réelles est une application f : U — R, ou U est une
partie de R. En général, U est un intervalle ou une réunion d’intervalles. On appelle U le domaine
de définition de la fonction f.

Le graphe dune fonction f : U — R est la partie 'y de R2 définie par T r={,fx) | x€U}.

fx)9

1.2. Opérations sur les fonctions

Soient f:U — R et g:U — R deux fonctions définies sur une méme partie U de R. On peut alors définir
les fonctions suivantes :

— la somme de f et g est la fonction f + g : U — R définie par (f + g)(x) = f(x) + g(x);

— le produit de f et g est la fonction f x g : U — R définie par (f x g)(x) = f(x) x g(x) ;

- la multiplication par un scalaire AcRde f est A-f :U — R définie par (1-f)(x) =1 f(x).
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(f +8)(x)e

g(x)e

1.3. Fonctions majorées, minorées, bornées

Définition 9

Soient f:U — R et g:U — R deux fonctions. Alors :

- f=gsiVxeU f(x)= gx) ;

- f=20s1VxeU f(x)=0 ;

- f>0siVxeU f(x)>0 ;

— f est dite constante sur U sida e RVxeU f(x)=a ;
- f est dite nulle sur U si Vxe U f(x)=0.

Définition 10

Soit f : U — R une fonction. On dit que :

- fest majorée surU siIM eRVxeU f(x)s M ,;

- f est minorée sur U sidmeR VxeU f(x)=m ;

— f est bornée sur U si f est a la fois majorée et minorée sur U, c’est-a-dire si IM e RVx e U |f(x)| <
M.

1.4. Fonctions croissantes, décroissantes

Définition 11

Soit f : U — R une fonction. On dit que :
- f estcroissante sur U si|Vx,yeU x<y = f(x)<f(y)

— f est strictement croissante sur U si Vx,ye U x<y = f(x)<f(y)
— f estdécroissante sur U siVx,yce U x<y = f(x)=f(y)
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— f est strictement décroissante sur U si Vx,yeU x<y = f(x)>f(y)

— [ est monotone (resp. strictement monotone) sur U si f est croissante ou décroissante (resp.
strictement croissante ou strictement décroissante) sur U.

(e

fx)e

(Y S

/

Exemple 11

[0, +co[— R
X — \/E

— Les fonctions exponentielle exp : R — R et logarithme In :]0, +co[— R sont strictement croissantes.
R—R

— La fonction racine carrée est strictement croissante.

- La fonction valeur absolue n’est ni croissante, ni décroissante. Par contre, la fonction

[0,+00o[— R

est strictement croissante.

1.5. Parité et périodicité

Définition 12

Soit I un intervalle de R symétrique par rapport a 0 (c’est-a-dire de la forme ]—a,al ou [—a,a] ou R).
Soit f : I — R une fonction définie sur cet intervalle. On dit que :

- festpairesiVxel f(—x)=f(x),

— festimpairesiVxel f(—x)=—f(x).

Interprétation graphique :

— f est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a 'axe des ordonnées.
— f est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a l'origine.

Ay

y

"/ :
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Exemple 12

- La fonction définie sur R par x — x2" (n € N) est paire.
- La fonction définie sur R par x — x2**1 (n € N) est impaire.
- La fonction cos : R — R est paire. La fonction sin : R — R est impaire.

Définition 13

Soit f : R — R une fonction et 7' un nombre réel, T' > 0. La fonction f est dite périodique de période
TsiVxeR fx+T)=f(x).

Y
+o------

Interprétation graphique : f est périodique de période T si et seulement si son graphe est invariant
par la translation de vecteur 7'7, ol i est le premier vecteur de coordonnées.

Exemple 13

Les fonctions sinus et cosinus sont 27-périodiques. La fonction tangente est m-périodique.
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2. Limites

2.1. Définitions

Limite en un point

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. Soit xg € R un point de I ou une extrémité de
1.

Définition 14

Soit £ € R. On dit que [ a pour limite ¢ en x si

Ve>0 36>0 Vxel |x—x0|<6:>|f(x)—£|<el

On dit aussi que f(x) tend vers ¢ lorsque x tend vers xy. On note alors xlugcl f(x) = ¢ ou bien
—X0

limf="¢.

X0

Remarque

— Linégalité |x — xg| < 6 équivaut a x €lxg — §,x9 + 6[. Linégalité |f(x) — ¢| < € équivaut a f(x) €
10—¢,0+¢l.

— On peut remplacer certaines inégalités strictes « < »par des inégalités larges « < » dans la définition
:Ve>0 36>0 Vxel |x—x9|l<d = |[f(x)—C|<¢

— Dans la définition de la limite

Ve>0 36>0 Vxel |x—x9|l<d = |f(x)-¥|<e

le quantificateur Vx € I n’est 1a que pour étre siir que 'on puisse parler de f(x). Il est souvent
omis et existence de la limite s’écrit alors juste :

Ve>0 F6>0 |x—xol<bd = |f(x)-{|<e.

— N’oubliez pas que 'ordre des quantificateurs est important, on ne peut échanger le Ve avecle 36 :
le § dépend en général du €. Pour marquer cette dépendance on peut écrire : Ve >0 3d(e)>0...

Exemple 14
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- lim v/x = /x¢ pour tout xg =0,

X—X0

- la fonction partie entiére E n’a pas de limite aux points xg € Z.

y y
O—
E(x)
G—

|
e 1
\/% - — - — - - == |
| |
| |
1 | 1 1
. l

0 1 X0 x 0 1 x0€”Z x

O—

Définition 15

VA>0 36>0 Vxel

On note alors lim f(x) = +oo.
X—Xo

VA>0 36>0 Vxel

On note alors lim f(x) = —oo.

X—X0

— On dit que f a pour limite +co en x si

— On dit que f a pour limite —co en x si

lx—x0l <6 = f(x)>A.

lx—xpl <6 = f(x)<-A.

Limite en I'infini

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle de la forme I =]a, +o0l.

Définition 16

— Soit £ € R. On dit que f a pour limite ¢ en +oo si

Ve>0 IB>0 Vxel x>B = |f(x)-{|<Ee.

On note alors lim f(x)=¢oulimf =/.
xX—+00 +00
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— On dit que f a pour limite +oco en +oo si
VA>0 3AB>0 Vxel x>B = f(x)>A.

On note alors lim f(x)= +oo.
X—+00

On définit de la méme maniére la limite en —oo des fonctions définies sur les intervalles du type 1—o0,al.

y

VAN

N——""

Exemple 15

On a les limites classiques suivantes pour tout n =1 :

. . ) n +00 si n est pair
- lim x"=+4+00 et lim x"=

x=>+00 x——00 —oo si n est impair
. 1 . 1
- lim [—|[=0 et lim |—]|=0.
x—+oo | x" x——o0 | x"
Exemple 16

Soit P(x) = apnx™ +ap_12" 1+ +a1x+ag avec an > 0 et Q(x) = bypax™ +bpm_1x™ L +---+b1x+bg avec
b, >0.

+oo sin>m

im Px) In i
=4 = sin=m
x—+00 Q(x) bm
0 sin<m

Limite a gauche et a droite

Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme la,xo[Ulxg, bl.

Définition 17

— On appelle limite a droite en x( de f la limite de la fonction f |]x0 p €1 X0 et on la note lir+n f.
, x;

— On définit de méme la limite a gauche en x de f :1la limite de la fonction f |]a 2ol €1 %0 et on la
note lim f.
%o
— On note aussi limx—x, f(x) pour la limite a droite et limx—x, f(x) pour la limite a gauche.
x>0 X<Xo

Dire que f : I — R admet une limite ¢ € R a droite en x( signifie donc :

Ve>0 36>0 xg<x<x9+0 = |f(x)-{|<Ee.
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Si la fonction f a une limite en x(, alors ses limites a gauche et a droite en xy coincident et valent lim f.
X0

Réciproquement, si f a une limite a gauche et une limite a droite en x( et si ces limites valent f(xg) (si f
est bien définie en x() alors f admet une limite en xg.

Exemple 17

Considérons la fonction partie entiére au point x =2 :
— comme pour tout x €]2,3[on a E(x)=2,0n a 1i21+nE =2,
— comme pour tout x €[1,2[ona E(x)=1,0on a 1121_11E =1.

Ces deux limites étant différentes, on en déduit que E n’a pas de limite en 2.

y
E(x)
G—
limite & droite limg+ E ------- —_—
1
1
limite & gauche limg-E --- —o—:
|
$
0 2 x

2.2. Propriétés

Proposition 15

Si une fonction admet une limite, alors cette limite est unique. I

On ne donne pas la démonstration de cette proposition, qui est trés similaire a celle de I'unicité de la

limite pour les suites (un raisonnement par ’absurde).

Soient deux fonctions f et g. On suppose que xg est un réel, ou que xy = +oo.

Proposition 16

Silimf=¢ecRetlimg=/¢€R, alors :
- 113;?1(1-;0):»4 pour tout A € R
- 1gcﬁl(f+g):€+£’
- li;l(fxg):ﬁx['

” 11
- sil#£0, alorsl%crgl?zz

1
De plus, si lim f = +00 (ou —o0) alors lim — =0.
X0 X0 f

On a aussi

Proposition 17

Silimf =/¢etlimg=/¢', alorslimgof ="/
X0 4 X0

Ce sont des propriétés que 'on a I’ habitude d utiliser !
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Exemple 18

Soit x — u(x) une fonction , xp € R tel que u(x) — 2 lorsque x — xg. Posons f(x) = \/1 + ﬁ +Inu(x).

Si elle existe, quelle est 1a limite de f en x¢ ?

- Tout d’abord comme u(x) — 2 alors u(x)?> — 4 donc #x)z — % (lorsque x — xg).

— De méme comme u(x) — 2 alors dans un voisinage de x¢ u(x) > 0 donc Inu(x) est bien définie dans
ce voisinage et de plus Inu(x) — In2 (lorsque x — xg).

— Cela entraine que 1+ ﬁ +Inu(x)— 1+ % +In2 lorsque x — xo. En particulier 1+ ﬁ +Inu(x)=0
dans un voisinage de x¢ donc f(x) est bien définie dans un voisinage de xy.

- Et par composition avec la racine carrée alors f(x) a bien une limite en x¢ et lim,_.,, f(x) =

\/1+%+ln2.

Il y a des situations ou 'on ne peut rien dire sur les limites. Par exemple si lim,, f = +oo et lim,, g = —oco
alors on ne peut a priori rien dire sur la limite de f + g (cela dépend vraiment de f et de g). On raccourci

cela en +o0o— oo est une forme indéterminée.

Voici une liste de formes indéterminées : +oo—oo ;0 xo00 ; — ; o ;19 00",
(o.@]

Enfin voici une proposition trés importante qui lie le comportement d’une limite avec les inégalités.

Proposition 18

- Sifsgetsilimfz[eﬂ%etlgcmgzé'eﬂ%, alors /< /',

- Sif<sgetsi 1%61(;1}‘ = +o00, alorsolgcmg = +o0.

— Théoreme des gendarmes '

Sif<gs<hetsi 1&1(}1f = lgclglh =/ eR, alors g a une limite en x( et 1%Cr0ng =/.

N

limy, f =limy, g =limy, A

NQN

3. Continuité en un point

3.1. Définition

Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction.

Définition 18

— On dit que f est continue en un point xg € I si

xligclo f(x) = f(x0)

— On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.
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Intuitivement, une fonction est continue sur un intervalle, si on peut tracer son graphe « sans lever le
crayon », c’est-a-dire si elle n’a pas de saut.
Voici des fonctions qui ne sont pas continues en xg :

[
[
\
2

Exemple 19

Les fonctions suivantes sont continues :

— une fonction constante sur un intervalle,

- la fonction racine carrée x — /x sur [0, +ool,

- les fonctions sin et cos sur R,

- la fonction valeur absolue x — |x| sur R,

- la fonction exp sur R,

- la fonction In sur ]0, +oc[.

Par contre, la fonction partie entiere E n’est pas continue aux points xg € Z, puisqu’elle n’admet pas

de limite en ces points. Pour xg € R\ Z, elle est continue en x.

3.2. Propriétés

La continuité assure par exemple que si la fonction n’est pas nulle en un point (qui est une propriété
ponctuelle) alors elle n’est pas nulle autour de ce point (propriété locale). Voici I’énoncé :

Lemme 1

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I et xo un point de I. Si f est continue en x et
si f(xg) # 0, alors il existe § > 0 tel que

Vx€lxg—0,x0+0[ [f(x)#0
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La continuité se comporte bien avec les opérations élémentaires. Les propositions suivantes sont des

conséquences immédiates des propositions analogues sur les limites.

Proposition 19

Soient f,g:I — R deux fonctions continues en un point xg € I. Alors
— A-f est continue en x¢ (pour tout 1 € R),

- f + g est continue en xo,

- f x g est continue en x,

- si f(xg) #0, alors % est continue en x.

Exemple 20

La proposition précédente permet de vérifier que d’autres fonctions usuelles sont continues :
— les fonctions puissance x — x" sur R (comme produit x x x x ---),
— les polyndmes sur R (somme et produit de fonctions puissance et de fonctions constantes),

- les fractions rationnelles x — 2% sur tout intervalle ol le polyndéme Q(x) ne s’annule pas.
Q(x)

La composition conserve la continuité (mais il faut faire attention en quels points les hypotheéses s’ap-
pliquent).

Proposition 20

Soient f: I — R et g:J — R deux fonctions telles que f(I) < J. Si f est continue en un point xg € [ et
si g est continue en f(xg), alors go f est continue en xy.

3.3. Prolongement par continuité

Définition 19

Soit I un intervalle, xg un point de I et f : I \ {xo} — R une fonction.
— On dit que f est prolongeable par continuité en x; si f admet une limite finie en xo. Notons
alors ¢/ =limf.
%o

- On définit alors la fonction £ : I — R en posant pour tout x € I

flx) six#xo

S1 x = xp.

flx)=

Alors f est continue en xg et on I'appelle le prolongement par continuité de f en x.
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/

Dans la pratique, on continuera souvent a noter f a la place de f.

Exemple 21

Considérons la fonction f définie sur R* par f(x) = xsin (%) Voyons si f admet un prolongement par
continuité en 0 ?

Comme pour tout x € R* on a |f(x)| < |x|, on en déduit que f tend vers 0 en 0. Elle est donc pro-

longeable par continuité en 0 et son prolongement est la fonction f définie sur R tout entier par

)= xsin(}c) six#0

six=0.

4, Continuité sur un intervalle

4.1. Le théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 4 : Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f :[a,b] — R une fonction continue sur un segment.

Pour tout réel y compris entre f(a) et f(b), il existe c € [a, b] tel que f(c) = y. I

fb)

‘y __________________ I—

* fa) ._/
a

4.2, Applications du théoréme des valeurs intermédiaires

f(@)

Voici la version la plus utilisée du théoréme des valeurs intermédiaires.

Corollaire 1

Soit f :[a,b] — R une fonction continue sur un segment.
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Si f(a)-f(b) <0, alors il existe ¢ €]a,b[ tel que f(c)=0. I

fBY>0 |- -

S
8]

f@<0|--

Démonstration

Il s’agit d’'une application directe du théoréme des valeurs intermédiaires avec y = 0. Lhypothese
f(a)- f(b) <0 signifiant que f(a) et f(b) sont de signes contraires.

Exemple 22

Tout polynéme de degré impair posséde au moins une racine réelle.

y
x— P(x)

En effet, un tel polynéme s’écrit P(x) = a,x" +---+a1x+ag avec n un entier impair. On peut supposer
que le coefficient a, est strictement positif. Alors on a hmP =—oo et hmP +00. En particulier, il
existe deux réels a et b tels que f(a) <0 et f(b)>0 et on conclut grace au corollaire précédent.

Corollaire 2

Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle 1. Alors f(I) est un intervalle. I

Attention ! Il serait faux de croire que I'image par une fonction f de l'intervalle [a, b] soit 'intervalle

[f(a), f(B)].
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f(b)

f(la,b])
fla)}

4.3. Fonctions continues sur un segment

Théoreme 5

Soit f :[a,b] — R une fonction continue sur un segment. Alors il existe deux réels m et M tels que
fUa,b]) =[m,M]. Autrement dit, 'image d’'un segment par une fonction continue est un segment.

Comme on sait déja par le théoréme des valeurs intermédiaires que f([a, b]) est un intervalle, le théoreme
précédent signifie exactement que

Si f est continue sur [a,b] alors f est bornée sur [a, b] et elle atteint ses bornes. I

Donc m est le minimum de la fonction sur I'intervalle [a,b] alors que M est le maximum.

[[Preuve : a écrire]]

5. Fonctions monotones et bijections

5.1. Rappels :injection, surjection, bijection

Dans cette section nous rappelons le matériel nécessaire concernant les applications bijectives.

Définition 20

Soit f : E — F une fonction, ou E et F' sont des parties de R.

- f estinjective siVx,x' €E f(x)=f(') = x=x";

- f est surjectivesiVyeF IxeE y=f(x);

— f est bijective si [ est a la fois injective et surjective, c’est-a-dire si Vye F Alxe E y = f(x).
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Proposition 21

Si f:E — F est une fonction bijective alors il existe une unique application g : F — E telle que
gof =idg et f o g =idy La fonction g est la bijection réciproque de f et se note f 1.

Remarque

— On rappelle que l'identité, idg : E — E est simplement définie par x — x.

- gof =idg se reformule ainsi : VxeE g(f(x))=x.

- Alors que fog =idf sécrit : VyeF f(g(y))=2y.

- Dans un repére orthonormé les graphes des fonctions f et f~! sont symétriques par rapport & la
premiére bissectrice.

5.2. Fonctions monotones et bijections

Voici un résultat important qui permet d’obtenir des fonctions bijectives.

Théoreme 6 : Théoreme de la bijection
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. Si f est continue et strictement monotone
sur I, alors

1. f établit une bijection de I'intervalle I dans l'intervalle image J = (1),

2. la fonction réciproque f~1:J — I est continue et strictement monotone sur o et elle a le méme

sens de variation que f.

En pratique, si on veut appliquer ce théoréme a une fonction continue f : I — R, on découpe l'intervalle 1
en sous-intervalles sur lesquels la fonction f est strictement monotone.

Exemple 23

Soit n = 1. Soit f : [0, +oo[— [0, +ool définie par f(x)=x". Alors f est continue et strictement crois-
sante. Comme lim ., f = +oo alors f est une bijection. Sa bijection réciproque /! est notée : x — xn
(ou aussi x — {/x) : c’est la fonction racine n-iéme. Elle est continue et strictement croissante.
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5.3. Exercice

o

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Déterminer, si elle existe, la limite de
. Déterminer, si elle existe, la limite de sin ( 1) en +oco. Et pour

1
2
3.
4

2% —x—2

?
3Tro.rs €N 0. Eten +oo 7

1 CoSX 9

En utilisant la définition de la limite (avec des €), montrer que lim,_.o(3x+1)=17.

. Montrer que si f admet une limite finie en xy alors il existe § > 0 tel que f soit bornée sur

]xo —6,x0 +0l[.

x2-4 D)

.Et hmx_,g 2—_3x+2 °

Déterminer, si elle existe, lim,_.g

Vitx—V1+x2
x

. Déterminer le domaine de définition et de continuité des fonctions suivantes : f(x) = 1/sinx,

glx)=1/\/x+ %, h(x) =1In(x? +x - 1).

Trouver les couples (a,b) € R? tels que la fonction f définie sur R par f(x) = ax+b si x <0 et
f(x) = exp(x) si x > 0 soit continue sur R. Et si on avait f(x) = -2 +b pour x <0 ?

. Soit f une fonction continue telle que f(xg) = 1. Montrer qu’il existe 6 > 0 tel que : pour tout

x€lxg—0,x0+6[ f(x)> %

. Etudier la continuité de f :R — R définie par : f(x) = sin(x)cos(l) si x #0 et f(0)=0. Et pour

glx)=xE(x) ?
25+8

La fonction définie par f(x) = 2l admet-elle un prolongement par continuité en —2 ?

Soit la suite définie par ug > 0 et u,+1 = \/u,. Montrer que (u,) admet une limite ¢ € R lorsque
n — +00. A l’aide de la fonction f(x) = v/x calculer cette limite.

Soient P(x) = x° —8x — 2 et f(x) = 2% — 1 deux fonctions définies sur R. Montrer que I’équation
P(x) =0 a au moins une racine dans [1,2] ; '’équation f(x) = 0 a au moins une racine dans [0,1] ;
I’équation P(x) = f(x) a au moins une racine dans ]0,2[.

Montrer qu’il existe x > 0 tel que 2* + 3* = 5%,

Dessiner le graphe d’une fonction continue f : R — R tel que f(R) =[0,1]. Puis f(R) =10,1[ ; f(R) =
[0,1[ ; f(R)=]—-o00,1], f(R)=]—-o0,1[.

Soient f, g :[0,1] — R deux fonctions continues. Quelles fonctions suivantes sont a coup stir bornées
f+8,fxg flg?

Soient f et g deux fonctions continues sur [0,1] telles que Vx € [0,1] f(x) < g(x). Montrer qu’il
existe m > 0 tel que Vx €[0,1] f(x)+m < g(x). Ce résultat est-il vrai si on remplace [0,1] par R ?



Chapitre 3

Dérivée d’une fonction

1. Dérivée
1.1. Dérivée en un point

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction. Soit x¢ € I.

Définition 21

est dérivable en x si le taux d’accroissement M a une limite finie lorsque x tend vers
X—Xo

xo. La limite s’appelle alors le nombre dérivé de f en x, et est noté f'(xg). Ainsi

/ T f(x)—f(xo)
f'(x0) —xlggo R

Définition 22

est dérivable sur I si f est dérivable en tout point x¢ € I. La fonction x — f'(x) est la fonction
f est dérivabl I si f est dérivabl tout point I. La foncti f'(x) est la foneti

L., af
dérivée de f, elle se note f' ou e

Exemple 24
La fonction définie par f(x) = x? est dérivable en tout point x¢ € R. En effet :

2 .2
fx)=f(xg) x"—x5 (x—x0)x+x0)

= = =x+x0
X —X0 X —X0 X —X0 xX—X0

2x0.

On a méme montré que le nombre dérivé de f en xg est 2x, autrement dit : f'(x) = 2x.

Exemple 25

Montrons que la dérivée de f(x) = sinx est f'(x) = cosx. Nous allons utiliser les deux assertions

suivantes : )
sinx . . . P—q p+q
—1 et sinp —sing = 2sin S
x x—0 2 2
emarquons déja que la premiere assertion prouve ——+— = == — 1 et donc f est dérivable en
R déja que 1 & t [D-FO) _ sinx _, 1 et 4 t dérivabl

xo=0et f(0)=1.
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Pour xg quelconque on écrit :

. . . X—X
f(x)—f(xg) sinx—sinxg sin=—75" X+ X0

x—x0 x— X0 B x—_2xo 2

— cosxg et d’autre part en posant u = x—2x0 alors u — 0 et on

Lorsque x — x¢ alors d’'une part cos X5
2

sinu f(x)—f(x0)
“xo

a =% — 1. Ainsi — — cosxg et donc f'(x) = cosx.

1.2. Tangente

f(x)—f(xo). A

La droite qui passe par les points distincts (xg, /' (x0)) et (x, f(x)) a pour coefficient directeur p—re

la limite on trouve que le coefficient directeur de la tangente est f/(x¢). Une équation de la tangente au
point (xg, f(xp)) est donc :

y = (x—x0)f'(x0) + f(x0) I

\
~

On a clairement d’apres es la définition :

Proposition 22

Soit I un intervalle ouvert, xg € I et soit f : I — R une fonction.
— Si f est dérivable en x( alors f est continue en x.
— Si f est dérivable sur I alors f est continue sur 1.

Remarque

La réciproque est fausse : par exemple, la fonction valeur absolue est continue en 0 mais n’est pas
dérivable en 0.

y = x|
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En effet, le taux d’accroissement de f(x) = |x| en xg = 0 vérifie :

f(x)—f(O)_M_ +1 six>0

x—0 x  |-1 six<o’

Il y a bien une limite a droite (qui vaut +1), une limite a gauche (qui vaut —1) mais elles ne sont pas
égales :il n’y a pas de limite en 0. Ainsi f n’est pas dérivable en x = 0.

Cela se lit aussi sur le dessin il y a une demi-tangente a droite, une demi-tangente a gauche mais
elles ont des directions différentes.

2. Calcul des dérivées

2.1. Somme, produit,...

La proposition suivante est trés pratique sa démonstration se fait par un calcul direct.

Proposition 23

Soient f,g:I — R deux fonctions dérivables sur I. Alors pour tout x e I :
- (f+8) (@) =f(x)+g'(x),

- (Af)(x) = Af'(x) ou A est un réel fixé,

- (f ><,g)’(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x),

- (H w=-L8 i rwzo,

/ ! _ ! .
_ (g) (x) = f(x)g(ﬂ;)(x;;(x)g (x) (si g(x) #0).

Remarque

11 est plus facile de mémoriser les égalités de fonctions :

f (f)’: f's-rg"

gl ! ! I = f! ! 1y
(F+g)y=f+g, AfY=Af, (fxg)=fg+fg, (—)= 2 g 2
1< g g

f

2.2. Dérivée de fonctions usuelles

Le tableau de gauche est un résumé des principales formules a connaitre, x est une variable. Le tableau
de droite est celui des compositions (voir paragraphe suivant), u représente une fonction x — u(x).

Fonction Dérivée Fonction Dérivée
x" nx* 1 (ne2) u™ nu'u™ ! (nez)
1 _1 1 _u
x x2 u u?
11 1w
v oG Vu 2 Ve
x¢ ax® 1l (aeR) u® au'u®l (aeR)
e* e* el u'e
1 u'
lnx x lnu u
cosx —sinx cosu —u'sinu
sinx cosx sinu u'cosu
2. 1 / 2 __u
tanx l+tan“x = —; tanu u'(1+tan‘u) = =%
Cos“Xx cos“u
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Remarque

— Notez que les formules pour x”, % Vx et x% sont aussi des conséquences de la dérivée de 1’expo-

nentielle. Par exemple x% = e*1"* et donc
d d 1 1
—(x%) = _(ealnx) — a_ealnx —aZx® = axa—I.
dx dx x X

— Si vous devez dériver une fonction avec un exposant dépendant de x il faut absolument repasser a

la forme exponentielle. Par exemple si f(x) = 2° alors on réécrit d’abord f(x) = e*!"2

calculer f'(x) =1n2-e*M2 =1n2.2%.

pour pouvoir

2.3. Composition

Proposition 24

Si f est dérivable en x et g est dérivable en f(x) alors go f est dérivable en x de dérivée :

(gof) @ =g'(f@) f')

Démonstration

La preuve est similaire a celle ci-dessus pour le produit en écrivant cette fois :

gof@)-goflxo) _g(f®)-g(f(x0) flx)-flxo)
X — %0 f(x)—f(x0) x—x9  *—

— &/(F0)) x '(x0).

Exemple 26

Calculons la dérivée de In(1 + x2). Nous avons g(x) = In(x) avec g'(x) = % s et f(x) = 1+x2 avec
f'(x) = 2x. Alors la dérivée de In(1 +x2) = go f(x) est

2x
1+x2°

(gof)@=g'(f) f'x)=g'(1+x?)-2x =

On a aussi

Proposition 25

Soit I un intervalle ouvert. Soit f : I — J dérivable et bijective dont on note f~!:J — I la bijection
réciproque. Si ' ne s’annule pas sur I alors f~! est dérivable et on a pour tout x € J :

1

—1y/ _
(f )@= —f’(f‘l(x))

Exemple 27
Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = x + exp(x). Etudions f en détail.
Tout d’abord :
1. f est dérivable car f est la somme de deux fonctions dérivables. En particulier f est continue.

2. f est strictement croissante car f est la somme de deux fonctions strictement croissante.
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3. f est une bijection car lim,_._, f(x) = —oco et lim,_, ;o f(x) = +o00.

4. f'(x) =1+ exp(x) ne s’annule jamais (pour tout x € R).

Notons g = f~! la bijection réciproque de f. Méme si on ne sait pas a priori exprimer g, on peut
malgré tout connaitre des informations sur cette fonction : par le corollaire ci-dessus g est dérivable
et l'on calcule g’ en dérivant I'égalité f(g(x)) = x. Ce qui donne f'(g(x))-g'(x) = 1 et donc ici

1
f'lex))  1+exp(gx)

g'x)=

Pour cette fonction f particuliére on peut préciser davantage : comme f(g(x)) = x alors g(x) +
exp (g(x)) = x donc exp (g(x)) = x — g(x). Cela conduit a :

/1 / y=8()

Y
o
®

Par exemple £(0) =1 donc g(1) = 0 et donc g'(1) = % Autrement dit (f _1)'(1) = % L’équation de la
tangente au graphe de £~ au point d’abscisse xo = 1 est donc y = %(x -1).

2.4. Dérivées successives

Soit f : I — R une fonction dérivable et soit £ sa dérivée. Si la fonction f':I — R est aussi dérivable on
note £ =(f') la dérivée seconde de f. Plus généralement on note :

f(O) =f, f(l) — f/, f(2) — f// et f(n+1) — (f(n))’

Si la dérivée n-ieme " existe on dit que f est n fois dérivable.

Théoréeme 7 : Formule de Leibniz

Autrement dit :
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La démonstration est similaire a celle de la formule du binéme de Newton et les coefficients que 'on
obtient sont les mémes.

Exemple 28

- Pour n =1 on retrouve (f-g) =f'g+fg'.
- Pourn=2,ona(f-g)"'=f"g+2f'g' +rg".

3. Extremum local, théoreme de Rolle

3.1. Extremum local

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I.

Définition 23

- On dit que x¢ est un point critique de f si f'(xo) = 0.
— On dit que f admet un maximum local en xy (resp. un minimum local en x) s’il existe un
intervalle ouvert / contenant x( tel que

pour tout xe Ind f(x)< f(xg)

(resp. f(x) = f(xp)).

— On dit que f admet un extremum local en x; si f admet un maximum local ou un minimum

y /x
maximum global
|
|
minimums locaux < ! maximums locaux
|
|
|

local en ce point.

Dire que f a un maximum local en x( signifie que f(xg) est la plus grande des valeurs f(x) pour les x
proches de xg. On dit que f : I — R admet un maximum global en x si pour toutes les autres valeurs
f(x),xel ona f(x)<f(xo) (on ne regarde donc pas seulement les f(x) pour x proche de xy). Bien stir un
maximum global est aussi un maximum local, mais la réciproque est fausse.

Théoréeme 8

Soit I un intervalle ouvert et f : I — R une fonction dérivable. Si f admet un maximum local (ou un
minimum local) en xq alors f'(xg) = 0.

En d’autres termes, un maximum local (ou un minimum local) xg est toujours un point critique. Géomé-

triquement, au point (xg, f (xg)) la tangente au graphe est horizontale.
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Remarque

1. La réciproque du théoréme 8 est fausse. Par exemple la fonction f : R — R, définie par f(x) = 3
vérifie f'(0) = 0 mais x¢ = 0 n’est ni maximum local ni un minimum local.

2. Lintervalle du théoréme 8 est ouvert. Pour le cas d’'un intervalle fermé, il faut faire attention
aux extrémités. Par exemple si f : [a,b] — R est une fonction dérivable qui admet un extremum
en xg, alors on est dans I'une des situations suivantes :

- x0=a,

- x0=0,

- xg €la, bl et dans ce cas on a bien f'(xg) = 0 par le théoréme 8.

Aux extrémités on ne peut rien dire pour f'(a) et f'(b), comme le montre les différents maxi-
mums sur les dessins suivants.

o

|
|
X T a 1 1

S

3. Pour déterminer maxp, 51/ et ming, 51 f (ou f :[a,b] — R est une fonction dérivable) il faut
comparer les valeurs de f aux différents points critiques et en a et en b.

Démonstration : Preuve du théoréme

Supposons que x( soit un maximum local de f, soit donc ¢/ 'intervalle ouvert de la définition conte-
nant xg tel que pour tout x e INne on a f(x) < f(xg).

— PourxelInd tel que x <xgona f(x)—f(xg) <0etx—x9<0donc =0 et donc a la limite

x—

f(x)—f(x0)
xo

lim,, _; FO=LE0) 5 ¢
— PourxeInd tel que x >xg on a f(x)— f(xp) <0 et x—x9 >0 donc %ﬁm) <0 et donc a la limite
lim, . (9L < ¢,
Or f est dérivable en xg donc
tim LI _ gy, OO0 _ oy,

X=X, X —XQ x—xf X=X
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La premiére limite est positive, la seconde est négative, la seule possibilité est que f'(xg) = 0.

3.2. Théoreme de Rolle

Théoréeme 9 : Théoreme de Rolle

Soit f :[a,b] — R telle que

- [ est continue sur [a, b],

— f est dérivable sur Ja, bl,

- f(a)=f().

Alors il existe c €]a,b[ tel que f'(c) =0.

f(a)=f(b)

e

ST )

Interprétation géométrique : il existe au moins un point du graphe de f ou la tangente est horizontale.

Démonstration

Tout d’abord, si f est constante sur [a,b] alors n'importe quel ¢ €]a, bl convient. Sinon il existe xg €
[a,b] tel que f(xg) # f(a). Supposons par exemple f(xg) > f(a). Alors f est continue sur 'intervalle
fermé et borné [a,b], donc elle admet un maximum en un point ¢ € [a,b]. Mais f(c) = f(xg) > f(a)
donc ¢ # a. De méme comme f(a) = f(b) alors ¢ # b. Ainsi ¢ €la,bl. En ¢, f est donc dérivable et
admet un maximum (local) done f'(¢) = 0.

4. Théoreme des accroissements finis

4.1. Théoreme des accroissements finis

Théoréme 10 : Théoréme des accroissements finis

Soit f :[a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur Ja,bl. Il existe c €]a, b[ tel que

fB)-f@=f'(c)b-a)

o - -

ST )
'@
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Interprétation géométrique : il existe au moins un point du graphe de f ol la tangente est paralléle a
la droite (AB) ou A = (a, f(a)) et B =(b, f(b)).

Démonstration

Posons ¢ = [OI@ ot o(x) = f(x)— ¢ (x—a). Alors g(a) = f(a), g(b) = f(b) - LOLD (5 _q) = f(a).

Par le théoréme de Rolle, il existe c €la,bl tel que g'(c) = 0. Or g'(x) = f'(x) — ¢. Ce qui donne
f’(C) — f(bb)—f(a)
—-a .

4.2. Fonction croissante et dérivée

Corollaire 3

Soit f :[a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, bl.
1. Vx€la,bl f'(x)=0 <= f estcroissante ;
2. Vx€la,bl f'(x)<0 <= f est décroissante ;
3. Vx€la,b[ f'(x)=0 <= f estconstante ;
4. Vx€la,bl f'(x)>0 = [ est strictement croissante ;
5

. Vx€la,bl f'(x)<0 = f est strictement décroissante.

Remarque

La réciproque au point (4) (et aussi au (5)) est fausse. Par exemple la fonction x — x2 est strictement
croissante et pourtant sa dérivée s’annule en 0.

Démonstration

Prouvons par exemple (1).

Sens =. Supposons d’abord la dérivée positive. Soient x, y €la, b[ avec x < y. Alors par le théoréme
des accroissements finis, il existe c €lx, y[ tel que f(x)— f(y) = f'(c)(x —y). Mais f'(c)=0etx—y <0
donc f(x)—f(y) <0. Cela implique que f(x) < f(y). Ceci étant vrai pour tout x, y alors f est croissante.

Sens <. Réciproquement, supposons que f est croissante. Fixons x €]a, b[. Pour tout y > x nous

avons y—x >0 et f(y)—f(x) =0, ainsi le taux d’accroissement vérifie %ﬁm > 0. A la limite, quand

y — x, ce taux d’accroissement tend vers la dérivée de f en x et donc f'(x) = 0.

4.3. Inégalité des accroissements finis

Corollaire 4 : Inégalité des accroissements finis

Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle I ouvert. S’il existe une constante M tel que
pour tout x € I, |f'(x)| < M alors

Vx,yel |f(x)—f(y)|SMIx—y|I

Démonstration
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Fixons x,y € I, il existe alors ¢ €lx, y[ ou ly,x[ tel que f(x)— f(y) = f'(c)(x —y) et comme |f'(c)| <M
alors |f(x)— f(y)| < Mlx - yl.

Exemple 29

Soit f(x) = sin(x). Comme f’(x) = cosx alors |f'(x)| < 1 pour tout x € R. L'inégalité des accroissements
finis s’écrit alors :
pour tous x,y € R |sinx —siny| < |x—y|.

En particulier si 'on fixe y = 0 alors on obtient

|sinx| < |x]

4.4. Regle de ’'Hospital

Corollaire 5 : Regle de 'Hospital

Soient f,g:I — R deux fonctions dérivables et soit x¢ € I. On suppose que
- f(x0) =g(x0) =0,
- Vxel\{xp} g'(x)#0.

=¢ (eR) alors lim @ =/.
xX—x0 g(_x)

!/
Si  lim I &

X—Xg g/(x)

Exemple 30

2 —_— .
Calculer la limite en 1 de M’in—a’gl) On vérifie que :

- f@=InG2+x-1), F()=0, f(x) = 2L
- gx)=In(x), g(1)=0, g'(x) =1,
— Prenons I =]0,1], xo = 1, alors g’ ne s’annule pas sur I \ {xg}.

(%) 2x+1 2x% + x
g Zrx-1 " arx—1a1

Donc £(0)

) Py 3.
5. Exercices
1. Montrer que la fonction f(x) = x® est dérivable en tout point xo € R et que f'(xg) = 3xg.

2. Montrer que la fonction f(x) = v/x est dérivable en tout point xo > 0 et que f'(x¢) = #x*o

3. Montrer que la fonction f(x) = v/x (qui est continue en x = 0) n’est pas dérivable en xo = 0.

4. Calculer 'équation de la tangente (To) a la courbe d’équation y = x3 — x2 — x au point d’abscisse

x9 = 2. Calculer x1 afin que la tangente (7'1) au point d’abscisse x; soit parallele a (T)).

o

Montrer que si une fonction f est paire et dérivable, alors f’ est une fonction impaire.
6. Calculer les dérivées des fonctions suivantes : fi(x) = xInx, fo(x) = sin%, falx) = V1+V1+a2,

falx)= (1n(}%§)) %, f5(x) = x*, fe(x) = arctanx + arctan%.
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12.
13.

14.
15.

16.

17.

18.
19.

On note A(f) = f?l Calculer A(f x g).

Soit f :]1,+oo[—]1— 1,400l définie par f(x) = xIn(x) — x. Montrer que f est une bijection. Notons
g =f"1. Calculer g(0) et g'(0).

. Calculer les dérivées successives de f(x) =In(1 +x).
10.
11.

Calculer les dérivées successives de f(x) = In(x) - x2.

Dessiner le graphe de fonctions vérifiant : f; admet deux minimums locaux et un maximum local
; fo admet un minimum local qui n’est pas global et un maximum local qui est global ; f3 admet
une infinité d’extremum locaux ; f4 n’admet aucun extremum local.

Calculer en quel point la fonction f(x) = ax? + bx + ¢ admet un extremum local.

Soit f :[0,2] — R une fonction deux fois dérivable telle que f(0) = f(1) = f(2) = 0. Montrer qu’il
existe c1,cg tels que f'(c1) =0 et f'(cg) = 0. Montrer qu’il existe c3 tel que f"(c3) =0.

Montrer que chacune des trois hypothéses du théoréeme de Rolle est nécessaire.

Soit f(x) = ’3—3 + ’52—2 - 2x + 2. Etudier la fonction f. Tracer son graphe. Montrer que f admet un
minimum local et un maximum local.

Soit f(x) = v/x. Appliquer le théoréme des accroissements finis sur l'intervalle [100,101]. En dé-
duire 'encadrement 10 + % <v101<10+ %.

Appliquer le théoréme des accroissements finis pour montrer que In(1 + x) — In(x) < % (pour tout
x> 0).
Soit f(x) = e*. Que donne I'inégalité des accroissements finis sur [0,x] ?

x

Appliquer la regle de ’'Hospital pour calculer les limites suivantes (quand x — 0) : Qi1 ;
) —

In(x+1) ) 1—cosx ‘x—sinx
vx  tanx ~ x3



Chapitre 4

Développements limités

Dans ce chapitre, pour n’importe quelle fonction, nous allons trouver le polynéme de degré n qui approche
le mieux la fonction. Les résultats ne sont valables que pour x autour d'une valeur fixée (ce sera souvent
autour de 0). Ce polyndome sera calculé a partir des dérivées successives au point considéré. Sans plus
attendre, voici la formule, dite formule de Taylor-Young :

2
£x) = £(0)+ £(O)x + f”(o% o+ f(”)(O) e ().

La partie polynomiale £(0)+ f'(0)x+---+ f (”)(O)xn—'; est le polynome de degré n qui approche le mieux f(x)
autour de x = 0. La partie x"e(x) est le «reste» dans lequel £(x) est une fonction qui tend vers 0 (quand x
tend vers 0) et qui est négligeable devant la partie polynomiale.

1. Formules de Taylor

Nous allons voir trois formules de Taylor, elles auront toutes la méme partie polynomiale mais donnent
plus ou moins d’informations sur le reste. Nous commencerons par la formule de Taylor avec reste
intégral qui donne une expression exacte du reste. Puis la formule de Taylor avec reste f**(¢c) qui
permet d’obtenir un encadrement du reste et nous terminons avec la formule de Taylor-Young tres

pratique si I'on n’a pas besoin d’'information sur le reste.

Soit I <R un intervalle ouvert. Pour n € N*, on dit que f : I — R est une fonction de classe €™ si f est n
fois dérivable sur I et f™ est continue. f est de classe € si f est continue sur I. f est de classe € si
f est de classe €™ pour tout n € N.

1.1. Formule de Taylor avec reste intégral

Théoreme 11 : Formule de Taylor avec reste intégral

Soit f : I — R une fonction de classe €' (n e N) et soit a,x € I. Alors

F@) = @)+ F@)a-a)+ Lo —a)? + -+ LoD —qyn 4 2O gy,

Nous noterons 7T, (x) la partie polynomiale de la formule de Taylor (elle dépend de n» mais aussi de f

eta) :

f”( ) f‘”’( )

To(x)=f(a)+fa)x—a)+ ——(x—a)® + (x—a)".
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Remarque

En écrivant x =a +h (et donc & = x —a) la formule de Taylor précédente devient (pour touta et a+h
del) :

fla+h)=f@+f'(@h+ (h—-t)"dt

n! n!

" (n) h £(n+1)
f(a) +___+f (a)h”+/ " (a+1)
0

Exemple 31

La fonction f(x) = expx est de classe €"*! sur I =R pour tout n. Fixons a € R. Comme f’(x) = expx,
f"(x) = expx,...alors pour tout x€R :
*expt
+f —p(x —t)"dt.
a nl

Bien sir si I'on se place en a =0 alors on retrouve le début de notre approximation de la fonction
. 2 3
exponentielleen x =0 :expx=1+x+5 +5 +-

expx =expa+expa-(x—a)+---+

1.2. Formule de Taylor avec reste f**1(c)

Théoréme 12 : Formule de Taylor avec reste /" V(c)

Soit f : I — R une fonction de classe €™*! (n € N) et soit a,x € I. Il existe un réel ¢ entre a et x tel
que :

f@) = f@+fl@x-a)+ 52w -a)? +

(n) (n+1)
f (a)(x a) f(n+1()¢!?)( _a)n+1.

Exemple 32

Soient a,x € R. Pour tout entier n = 0 il existe ¢ entre a et x tel que expx =expa +expa-(x—a)+---+

expa expc
B (- + 2B x-a).

Dans la plupart des cas on ne connaitra pas ce c. Mais ce théoréme permet d’encadrer le reste. Ceci
s’exprime par le corollaire suivant :

Corollaire 6

Si en plus la fonction |f™*1V)| est majorée sur I par un réel M, alors pour tout a,x€,on a :
lx — a|n+1

|f(x)— Tn(x)| < MW

Exemple 33

Approximation de sin(0,01).

Soit f(x) = sinx. Alors f'(x) = cosx, f"(x) = —sinx, f®(x) = —cosx, f#(x) = sinx. On obtient donc

f0)=0, f(0)= f”(O) 0, /®(0) = —1. La formule de Taylor ci-dessus en a = 0 & I'ordre 3 devient
f(x)=0+1-x+0- x— - lx +f(4)(c)4, , Cest-a-dire f(x) =x— %3 + f“’(c)%, pour un certain ¢ entre 0

et x.
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Appliquons ceci pour x = 0,01. Le reste étant petit on trouve alors

sin(0,01) = 0,01 —

(0,01)3
. = 0,00999983333...

On peut méme savoir quelle est la précision de cette approximation : comme f®(x) = sinx alors
4
IF®(c)| < 1. Donc |F )= (x— %N < ’i—?. Pour x = 0,01 cela donne : |sin(0,01)— (0,01 - ©, 01) =) < (0’2041) .

4
Comme % ~4,16-10719 alors notre approximation donne au moins 8 chiffres exacts apres la

virgule.

1.3. Formule de Taylor-Young

Théoreme 13 : Formule de Taylor-Young

Soit f : I — R une fonction de classe 6™ et soit a € I. Alors pour tout xe I on a :

L (“)(x a)* + (x —a)e(x),

f@©) = f@+fl@x-a)+ 524 —a)? +

ou € est une fonction définie sur I telle que e(x) — 0.
xXx—a

1.4. Un exemple

Soit £ :]-1,+oo[— R, x — In(1+x); f est infiniment dérivable. Nous allons calculer les formules de Taylor
en 0 pour les premiers ordres.

Tous d’abord f(O) = 0. Ensuite f'(x) = 1+x donc £'(0) = 1. Ensuite f"(x) = (1+1 7z done f”(O) —1. Puis
FO®(x) = (1+ g donc £®(0) = +2. Par récurrence on montre que f™(x) = (-1)*1(n - 1)! (1+x)” et donc
£™M(0) = (~1)""(n - 1)!. Ainsi pour n> 0 : Lo@yn = (_qyr-1a=Dlyn — _qyn-1a”

Voici donc les premiers polynémes de Taylor :

x2 x?  x3

To(x)=0 Ti(x)=x To(x)=x—— Ts(x)=x——+—

2 2 3
Les formules de Taylor nous disent que les restes sont de plus en plus petits lorsque n croit. Sur le
dessins les graphes des polynémes Ty, T1,T2, T3 s’approchent de plus en plus du graphe de f. Attention

ceci n’est vrai qu’autour de 0.

y=1In(1+x)

Pour n quelconque nous avons calculer que le polynéme de Taylor en 0 est

n k 2 3 n
T = RS SN . NP U Sl
n () kgl( ) it +(-1)
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Notation. Le terme (x —a)"e(x) ou &(x) " 0 est souvent abrégé en «petit o» de (x —a)” et est noté
x—
olx—a)") _
(x—a)”
qui simplifie les écritures, mais il faut toujours garder a I’esprit ce qu’elle signifie.

o((x—a)™). Donc o((x—a)") est une fonction telle que lim,_., 0. Il faut s’habituer a cette notation

Cas particulier : Formule de Taylor-Young au voisinage de 0. On se rameéne souvent au cas
particulier ou a = 0, la formule de Taylor-Young s’écrit alors

2 n
fx) = FO)+ f(O)x+ f"(O)% bt f(”)(O)% +x"e(x)

ou lim,_ge(x)=0.
Et avec la notation «petit o» cela donne :

2 n
£(x) = F(0)+ £ (0)x + f”(O)% et f"”(o% +o(x")

2. Développements limités au voisinage d’un point

2.1. Définition et existence

Soit I un intervalle ouvert et f : I — R une fonction quelconque.

Définition 24

Pour a € I et n €N, on dit que f admet un développement limité (DL) au point a et a l'ordre n, s’il
existe des réels cg,c1,...,c, et une fonction £ : I — R telle que lim,_., £(x) = 0 de sorte que pour tout
xel :

fx)=co+cilx—a)+---+c(x—a)’ +(x—a)e(x).

— Légalité précédente s’appelle un DL de f au voisinage de a a 'ordre n .
- Le terme co+ci(x—a)+---+cp(x—a)” est appelé la partie polynomiale du DL.

— Le terme (x —a)*e(x) est appelé le reste du DL.

La formule de Taylor-Young permet d’obtenir immédiatement des développements limités en posant

(k)()
Cp :fk—!a .

Proposition 26

Si f est de classe €™ au voisinage d'un point a alors f admet un DL au point a a 'ordre n, qui
provient de la formule de Taylor-Young :
f'(a) f(a)

(n)
1 (x—a)+T(x—a)2+---+¥

f@)=f(a)+

x-a)"+(x—a)"elx)

ou lim,_, e(x) =0.

Remarque

1. Si f est de classe €™ au voisinage d’'un point 0, un DL en 0 a 'ordre n est 'expression :

2 n
£(x) = FO)+ £ (0)x + f”(o% P f(”)(O)% +xe(x)
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2. Si f admet un DL en un point a a 'ordre n alors elle en posséde un pour tout & < n.

2.2. Unicité

Proposition 27

Si f admet un DL alors ce DL est unique.

Démonstration

Ecrivons deux DL de f :f@)=co+cilx—a)+---+cplx—a)" +(x—a)*e1(x) et f(x)=do+di(x—a)+
+dy(x—a)’ +(x —a)tes(x). En effectuant la différence on obtient :

(do—co)+(d1—c)x—a)+ - +(d, —cp)x—a)" +(x —a)*(ea(x) — £1(x)) = 0.

Lorsque l'on fait x = a dans cette égalité alors on trouve do — co = 0. Ensuite on peut diviser cette
égalité par x—a :(d1—c1)+(dg—co)x—a)+--+(dp —cp)x—a)* 1 +(x—a)* Neg(x) —€1(x)) = 0. En
évaluant en x = a on obtient d; —c1 =0, etc. On trouve co =dop, c1 =di, ..., ¢, = d,. Les parties

polynomiales sont égales et donc les restes aussi.

Corollaire 7

Si f est paire (resp. impaire) alors la partie polynomiale de son DL en 0 ne contient que des monoémes
de degrés pairs (resp. impairs).

4 6
Par exemple x — cosx est paire et nous verrons que son DL en 0 commence par : cosx = 1-z 57 ’fl— - % +--

Remarque

1. L'unicité du DL et la formule de Taylor-Young prouve que si 'on connait le DL et que f est de

classe €™ alors on peut calculer les nombres dérivés a partir de la partie polynomiale par la
f& (a)

formule ¢, = . Cependant dans la majorité des cas on fera I'inverse : on trouve le DL a

partir des derlvees.
2. Si f est continue et admet un DL en un point a a 'ordre n = 0 alors co = f(a).

3. Si f admet un DL en un point a a 'ordre n = 1, alors f est dérivable en a et on a ¢y = f(a) et
¢1 = f'(a). Par conséquent y = cg + c1(x — a) est I’équation de la tangente au graphe de f au
point d’abscisse a.

2.3. DL des fonctions usuelles a 'origine

Les DL suivants en 0 proviennent de la formule de Taylor-Young.

Zoat Ly 2 2n+1

chx:1+’§—!+%+ + G T e(x)
_x o, x4 K2+l 2n+2
shx—ﬂ+§+a+ +(2n+1),+x e(x)

2 2n+1

cosle—x—+i——---+( 1)”(2n),+x e(x)
5

n+1

2!
sinx:l—£+x__...+( ) R i x? +x2n+2£(x)
1131t 5 GneDl



Développements limités

3

In(l+x)=2-5 + % — o 4 (=112 4 17 (x)

ala—1)...(a—n+1) X"
!

(1+x)%= 1+ax+“(”é!_1)x2+ R +x"e(x)

s =l-x+22—x% 4 +(=1)"x" + x"e(x)
x
1
1—:1+x+x2+---+x”+x”£(x)
-x
V1itx= 1+§—%x2+~--+(—1)"_1%;§!2n_3)xn +x"e(x)

Ils ne sont pas tous a apprendre par coeur. Certain sont conséquence des autres. A vous de voir comment.

2.4. DL des fonctions en un point quelconque

La fonction f admet un DL au voisinage d'un point a si et seulement si la fonction x — f(x+a) admet un

DL au voisinage de 0. Souvent on raméne donc le probleme en 0 en faisant le changement de variables

h=x-a.

Exemple 34
1.

. DL de g(x) =sinx en n/2.

3.

DL de f(x) =expx en 1.

On pose h =x— 1. Si x est proche de 1 alors & est proche de 0. Nous allons nous ramener a un
DL de exph en h =0. On note e =exp 1.

2 n
exp(l+(x—1))=exp(l)exp(x—1)=eexph = e(1+h+ % +eeet h—' +h"e(h)
! n!

expx

(x—1)2 (x— 1)"
2‘ +...+

ell+(x—-1)+

+(x—1D)"elx— 1)) linis(x—l)zO.

Sachant sinx = sin(5 +x — 5) = cos(x — ) on se raméne au DL de cosh quand h = x - % —0.0On
i L (x(;), +(x— L2 e(x— 1), ot lime_ i e(x— 1) =

DL de 4(x) =1n(1+3x) en 1 a 'ordre 3.

Il faut se ramener a un DL du type In(1+A) en A =0. On pose A =x—1 (et donc x =1+ h).
Ona ¢(x) =In(1+3x) =In(1+3(1+A)) =In(4+3h) =In(4-(1+2)) = In4+In(1+32) =In4+ 32 -
1?41 (3L 1 R3e(h) = Ind+ 3D & (x1)24+ & (x—1)P +(x—1)3e(x—1) out lim,_q (x—1) = 0.

adoncsinx=1-

3. Opérations sur les développements limités

3.1. Somme et produit

On suppose que f et g sont deux fonctions qui admettent des DL en 0 a 'ordre n :

fx)=co+cix+--+cpx™ +x"e1(x) gx)=do+dix+---+dpx" +x"eo(x)

Proposition 28

- f+g admet un DL en 0 I'ordre n qui est :

(F+8)x)=fx)+gx)=(co+dg)+(c1+d1)x+-++(cp +d,)x" +x"e(x).
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- f x g admet un DL en 0 'ordre n qui est : (f x g)(x) = f(x) x g(x) = T, (x) + x"e(x) ou T, (x) est le
polynéme (co+cix+---+cpx™) x(do+d1x+--- +d,x") tronqué a 'ordre n.

Tronquer un polyndome a 'ordre n signifie que I'on conserve seulement les monémes de degré <n.

Exemple 35

Calculer le DL de cosxxv1+xen 0 a l’ordre 2. On sait que
cosx=1-— 1x2 +x2e1(x) et VIitx= 1+1 5% — x +x2e9(x).
Donc :

1 1 1
cosxxV1+x= (1 - §x2 + o(x2)) x (1 + éx - gxz +o(x?)| on développe

1 1
=1+=x—=x%+ o(xz)
2 8
1 2 2
——x"+
2x o(x?)
+o(x2)

1 5
=1+—-x-— —x2+o(x2)
2 8

La notation «petit 0» évite de devoir donner un nom a chaque fonction, en ne gardant que sa propriété
principale, qui est de décroitre vers 0 au moins a une certaine vitesse. Comme on le voit dans cet
exemple, o(x?) absorbe les éléments de méme ordre de grandeur ou plus petits que lui : o(x?) - %x‘g +
%xQO(xQ) = o(x?). Mais il faut bien comprendre que les différents o(x?) écrits ne correspondent pas a

la méme fonction, ce qui justifie que cette égalité ne soit pas fausse!

3.2. Composition

On écrit encore :

fx)=C(x)+x"e1(x) =cog+cix+---+cpx" +x"e1(x) g(x)=D(x)+x"eo(x) =do+dix+--+dpx" +x"€a(x)

Proposition 29

Si g(0) = 0 (c’est-a-dire dgy = 0) alors la fonction f og admet un DL en 0 a l'ordre n dont la partie
polynomiale est le polynéme tronqué a 'ordre n de la composition C(D(x)).

Exemple 36

Calcul du DL de A(x) = sin (In(1 +x)) en 0 & ordre 3.

— On pose ici f(u) =sinu et g(x) =1n(1 +x) (pour plus de clarté il est préférable de donner des noms
différents aux variables de deux fonctions, ici x et u). On a bien f o g(x) = sin (In(1 +x)) et g(0)=0.

— On écrit le DL a 'ordre 3 de f(u) =sinu =u — ’g—? +u3e1(w) pour u proche de 0.

- Etonposeu=g(x)=In(1+x)=x— ’52—2 + %3 +x3e9(x) pour x proche de 0.

- On aura besoin de calculer un DL & Lordre 3 de u? (qui est bien sir le produit u x u) : u? =

2 3 2 . .
(x -+ % +x3€2(x)) =x2 —x3 + x%e3(x) et aussi u® qui est u x u?, uB =2 + K3ey(x).

2
1,3 1,2

— Donc A(x) = fog(x)—f(u)—u——+u 81(u)—(x—lx +§x3)—§x +x3£(x)=x——x + 2 x3

+x3e(x).
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Exemple 37

Soit A(x) = y/cosx. On cherche le DL de /# en 0 & l'ordre 4.

On utilise cette fois la notation «petit 0». On connait le DL de f(z)=v1+u en u =0 a lordre 2 :
f(u)—\/m_1+ u——u 2+ o(u?).

Et si on pose u(x) = cosx — 1 alors on a h(x) = f(u(x)) et u(0) = 0. D’autre part le DL de u(x) en x =0

a lordre 4 est :u=—%x2+214x +o(x%). On trouve alors u? = lx +o(x?).
Et ainsi
1 1
h(x):f(u):1+§u—§u2+o(u2)
1,149 14 14 4
=1+—-(-= —x) = =(=x*) +
5(m5% 5% ) T5lgF) o
1 1
=1-—x2+—x* —x4+o(x4)
4 48 32
1
—1——x2——x4+o(x )
4 96

3.3. Division
Voici comment calculer le DL d’un quotient f/g. Soient

fx)=co+cix+--+cpx™ +x"e1(x) gx)=do+dix+---+dpx" +x"eo(x)

2 3

Nous allons utiliser le DL de ﬁ =1-u+u“-u°+---

1. Sido=1onpose u=dijx+---+dpx" +x"ea(x) et le quotient s’écrit f/g=f x 1+u
2. Si dg est quelconque avec dg # 0 alors on se ramene au cas précédent en écrivant
1 1 1

8@ do 1+—x+ o a2
0 0

3. Sidg =0 alors on factorise par x* (pour un certain %) afin de se ramener aux cas précédents.

Exemple 38

1. DLdetanxenOa l’ordre 5.

Tout d’abord sinx =x—7% S 120 +xP¢(x). D’autre part cosx = 1— + 51 St %¢(x) = 1+u en posant

u=- + o + xPe(x).
Nous aurons besoin de u? et u® : u?= (-% - ﬂ +x s(x)) =< ! 1 xPe(x) et en fait ud = x0e(x).
(On note abusivement £(x) pour différents restes.)
Ainsi
1 1 x2 4yt 2 5
= =l-u+u?-ud+uleu) =1+ —-—+"—+ =1+ —+—x*+x%(x);
cosx  1+u whut—utute(u) g gat g TrE@=1r gy gt rae);
Finalement
1 B «P 2 5, 2
tanx = sinx x =(x— =+ — +x0e(x 1+ —+ —x* +xPex x+—+—x5+x e(x
cosx ( 6 120 ( )) ( 2 24 ( )) 3 15 ().

Autre méthode. Soit f(x) = C(x) +x"e1(x) et g(x) = D(x) + x™e2(x). Alors on écrit la division suivant les
puissances croissantes de C par D a Pordre n : C = DQ +x""'R avec deg® < n. Alors  est la partie
polynomiale du DL en 0 a 'ordre n de f/g.
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Exemple 39

DL de % a lordre 2. On pose C(x) = 2+x +2x3 et g(x) = D(x) = 1 +x2 alors C(x) =D(x) x (2 +x —
2x2) +x3(1+ 2x). On a donc Q(x) = 2+ x — 2x2, R(x) = 1 + 2x. Et donc lorsque l'on divise cette égalité

par C(x) on obtient % =2+ x —2x2 + x2e(x).

3.4. Intégration

Soit f : I — R une fonction de classe € dont le DL en a € I a I'ordre n est f(x) =co+ci(x—a)+colx —
@)+ +eplx—a)® +(x —a)e(x).

Théoreme 14
Notons F' une primitive de f. Alors F' admet un DL en a a l'ordre n + 1 qui s’écrit :

—a)? —_a)3 _ 4+l
F(x):F(a)+co(x—a)+cl(x a) +02(x a) +...+cn(xL)
2 3 n+1

+(x—a)" n(x)

ou limn(x) =0.
x—a

Cela signifie que l'on intégre la partie polynomiale terme a terme pour obtenir le DL de F(x) a la
constante F'(a) pres.

Exemple 40
Calcul du DL de arctanx.
On sait que arctan’x = T +1x2. En posant f(x) = 1+_1x? et F(x) = arctanx, on écrit
1 n
arctan’x = 5 = > (=1)Fx2 + 22" e(x).
1+ X k=0
k
Et comme arctan(0) = 0 alors arctanx =Y.}, (2;31 xZRHL 4 2t e () = x — g + % - % oo

4. Applications des développements limités

Voici les applications les plus remarquables des développements limités. On utilisera aussi les DL lors
de I’étude locale des courbes paramétrées lorsqu’il y a des points singuliers.

4.1. Calculs de limites

Les DL sont tres efficaces pour calculer des limites ayant des formes indéterminées ! Il suffit juste de
remarquer que si f(x)=co+ci(x—a)+--- alors lim,_., f(x) = cp.

Exemple 41

In(1+x)—tanx+ % sin?x

Limite en 0 de

3x2sin?x s s
Notons g% cette fraction. En 0 on a f(x) =In(1+x)—tanx + % sinx = (x-%+ e+ o(x4)) —(x+
33—3 +olaxh)) + J(x - %3 + o(x3))2 = —x2—2 - % +3? - %x‘l) +o(xt) = —Zxt + o(x?) et g(x) = 3x%sin®x =
3x2(x + 0(x))” = 3x* + o(x?).
( )—i Lro(xt) ( —)i+ W
Ajnsi@— priro®)  —3+o

) = Barorh = 3o o0 notant o(1) une fonction (inconnue) tendant vers 0 quand x — 0.
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: f _ 5
Donc lim,_g 200 = " 36"
Note : en calculant le DL & un ordre inférieur (2 par exemple), on n’aurait pas pu conclure, car on
f(x) _ o(x?)

aurait obtenu 2 ~ o2’

a l'ordre le plus bas possible, et si cela ne suffit pas, on augmente progressivement 'ordre (donc la

ce qui ne léve pas 'indétermination. De fagon générale, on calcule les DL

précision de 'approximation).

4.2, Position d’'une courbe par rapport a sa tangente

Proposition 30

Soit f : I — R une fonction admettant un DL ena : f(x)=co+ci(x—a)+cplx— a)* + (x —a)e(x), ou
k est le plus petit entier = 2 tel que le coefficient ¢j soit non nul. Alors I'équation de la tangente a la
courbe de f en a est : y=co+ci1(x—a) et 1a position de la courbe par rapport a la tangente pour x
proche de a est donnée par le signe f(x) -y, c’est-a-dire le signe de cj(x — a)F.

Il y a 3 cas possibles.

— Si le signe est positif alors la courbe est au-dessus de la tangente.
y

Ql--—-—
x

— Si le signe est négatif alors la courbe est en dessous de la tangente.
y

i N\

— Si le signe change (lorsque I'on passe de x <a a x > a) alors la courbe traverse la tangente au point

d’abscisse a. C’est un point d’inflexion.
y

Q- - -

\ x
Comme le DL de f en a & 'ordre 2 s’écrit aussi f(x) = f(a) + f'(a)(x —a) + @(x —a)? +(x —a)?e(x). Alors
I’équation de la tangente est aussi y = f(a)+ f'(a)(x —a). Si en plus f"(a) # 0 alors f(x)—y garde un signe

constant autour de a. En conséquence si a est un point d’inflexion alors f”(a) = 0. (La réciproque est
fausse.)
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Exemple 42
Soit f(x) =x*-2x% + 1.

1. Déterminons la tangente en % du graphe de f et précisons la position du graphe par rapport a
la tangente.
On a f'(x) = 4x® — 6x2, f"(x) = 12x% — 12x, donc f”(%) =-3#0etk=2.
On en déduit le DL de f en l par la formule de Taylor-Young : f(x) = f(%)+ f’( Nx — —)+
PO - Ly 1)2e(x)- (x——)—ﬁ(x—1)2+(x——>2e(x)

Donc la tangente en 3 Lesty=22 —(x- —) et le graphe de f est en dessous de la tangente car

flx)—y= (— 5 +e(x))(x - —)2 est negatlf autour de x = %

+(x -

2. Déterminons les points d’inflexion.

Les points d’inflexion sont a chercher parmi les solutions de f”(x) = 0. Donc parmi x = 0 et

x=1.

- Le DL en 0 est f(x) = 1—2x3 +x* (il s’agit juste d’écrire les mondmes par degrés croissants
1). Léquation de la tangente au point d’abscisse 0 est donc y = 1 (une tangente horizontale).
Comme —2x2 change de signe en 0 alors 0 est un point d’inflexion de f.

- LeDLen 1 :on calcule f(1), f/(1), ... pour trouver le DL en 1 f(x) = -2(x—1)+2(x — 13 +(x—
1)%. Léquation de la tangente au point d’abscisse 1 est donc y = —2(x — 1). Comme 2(x — 1)®
change de signe en 1, 1 est aussi un point d’inflexion de f.

Y yx—2x+1 Y y;\—2x+1

\
2 .\

tangente en %

Nl — — —
=

8

&

tangente en 1

4.3. Développement limité en +oco

Soit f une fonction définie sur un intervalle I =]xg,+ool. On dit que f admet un DL en +oo a 'ordre n
g’il existe des réels cg,c1,...,c, tels que

c1 c, 1 /1
— +_+...+_+_ —
f(x)—C() n nE( )

ou 5( ) tend vers 0 quand x — +oo.

Exemple 43

f@)=In(2+1)=In2+In(1+5)=In2+5 —H+ s+ +(-D" Lmm+ L), ot limy oo £(3) = 0
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yzln(2+l)

X

y =In(2)

Cela nous permet d’avoir une idée assez précise du comportement de f au voisinage de +oo. Lorsque
x — +oo alors f(x) — In2. Et le second terme est +%x, donc est positif, cela signifie que la fonction
f(x) tend vers In2 tout en restant au-dessus de In2.

Remarque

1. Un DL en +oo s’appelle aussi un développement asymptotique.

2. Dire que la fonction x — f(x) admet un DL en +oco a lordre n est équivalent a dire que la
fonction x — f (%) admet un DL en 0" a 'ordre n.

3. On peut définir de méme ce qu’est un DL en —oo.

Proposition 31

f(x) _ a; ,ar , 1 (1 N
- —a0+7+x—k+x—k£(;),ouk

est le plus petit entier = 2 tel que le coefficient de ﬁ soit non nul. Alors lim, ., f(x)—(apx+a1)=0

admet un DL en +oo (ou en —o0) : %

On suppose que la fonction x —

(resp. x — —o0) : la droite y = agx + a1 est une asymptote a la courbe de f en +oo (ou —o0) et la
position de la courbe par rapport a 'asymptote est donnée par le signe de f(x) — y, c’est-a-dire le
signe de ;.

y=[f()
y=apx+aj

Démonstration

On alim,_ (f(x) —agx — al) =limy— 40 % + xk—l,ls(%) =0. Donc y =a¢x + a1 est une asymptote a
la courbe de f. Ensuite on calcule la différence f(x) ~aox—a1= 45 + xk—l,ls(%) =51+ %8(%)).
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2. En —oo. @—ep1 ”2_ 1-

Exemple 44

Asymptote de f(x) = exp % Va2 -1.

y=—x-1
1. En +oo,

fx) 1 va2-1 1 1

— =exp—- =exp—- 1-—

X X X x X

1 1 1 1 1 1 1 1
=\ l+-+ogtg+ 36 (1-c5+
( x  2x2 6x3 x3£(x))( 2x2 x3£(x))
3 _1+1 1 +1 (1)
T x 3x3 a8
Donc 'asymptote de f en +co est y =x+ 1. Comme f(x)—x—1= —3% + 28( ) quand x — +o0,

le graphe de f reste en dessous de 'asymptote.

~1- _+{%+ Le). Done y = —x—1 est une

%8( ) quand x — —oo ; le graphe de f reste

exp

1
==
asymptote de f en —oo. Onaf(x)+x+1— %

au-dessus de 'asymptote.

5. Exercice

© ® N e o

10.

. Ecrire les trois formules de Taylor en 0 pour x — cosx, x — exp(—x) et x — shx.

. Ecrire les formules de Taylor en 0 a 'ordre 2 pour x — \/%, x— tanx.

1+x

. Avec une formule de Taylor a 'ordre 2 de v'1+ x, trouver une approximation de y/1,01. Idem avec
In(0,99).
Calculer le DL en 0 de x — chx par la formule de Taylor-Young. Retrouver ce DL en utilisant que
chx = €=
Ecrire le DL en 0 & l'ordre 3 de V/1+x. Idem avec \/%
1+x
Ecrire le DL en 2 4 ordre 2 de \/_
Justifier I'expression du DL de =, a l'aide de I'unicité des DL de la somme d’une suite géométrique.

Calculer le DL en 0 a I'ordre 3 de exp(x) — m, puis de x cos(2x) et cos(x) x sin(2x).
Calculer le DL en 0 a l'ordre 2 de v'1+2cosx, puis de exp (v'1+2cosx).

Calculer le DL en 0 & l'ordre 3 de In(1 + sinx). Idem & l'ordre 6 pour (In(1 +x2))2.
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11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Calculer le DL en 0 a 'ordre n de ln(i%?’) Idem a l'ordre 3 avec %

Par intégration retrouver la formule du DL de In(1 + x). Idem a I'ordre 3 pour arccosx.

V1+x—shi

Calculer la limite de snx ¥ lorsque x tend vers 0. Idem avec - 2 (pour £ =1,2,3,...).
X

%3

l1-x\: 1 1
lorsque x tend vers 1. Idem pour , puis — — lorsque x
1+x tan?x  «2

Calculer la limite de

tend vers 0.

Soit f(x) = expx + sinx. Calculer I'équation de la tangente en x = 0 et la position du graphe. Idem
avec g(x) =shx.

Calculer le DL en +oco & 'ordre 5 de —*5. Idem a l'ordre 2 pour (1+ }C)x

Soit f(x) = ’f :11. Déterminer 'asymptote en +oo et la position du graphe par rapport a cette

asymptote.
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