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Note liminaire ..

Ce support recouvre les notions de base de la théorie qualitative des équations
différentielles, depuis le théoréme fondamental d’existence et d’unicité jusqu’a
la notion d’attracteur étrange. en passant par la classification topologigque des
points d’équilibre dans le plan, la notion de stabilité au sens de Lyapounov, le
théoreme d’équivalence locale de Hartman- Grobman, le théoréeme de Poincaré-
Bendixson atnsi que la notion de bifurcation. Destinées aur étudiants en dernier
semestre de la filiere Sciences Mathématiques et Applications, il s’agit de notes
de cours qui, d’'une part, ne peuvent se substituer a un suivi régulier des séances
de cours et des travauxr dirigés en présentiel, et d’autre part, ne peuvent préten-
dre jouer le rdole d'un manuel. FElles tiennent lieu cependant de cours de base
pour introduire aux Méthodes Avancées en Théorie Qualitative des FEquations
Différentielles, cours dispensé par l'auteur auw sein du parcours Ingénierie Math-
ématique et Modélisation du master Mathématiques et Applications (FSR 2015-
2019). C’est aussi un prérequis indispensable pour introduire a la Cryptographie
a Base de Chaos, autre cours dispensé par ["auteur au sein du master Codes,
Cryptographie et Sécurité de l'Information (FSR 2008-2018). Pour alléger le
texte, les démonstrations des grands théorémes ont été omises: des esquisses de
preuves font cependant ['objet de discussions en classe alors que, a titre facul-
tatif, une version intégrale est toujours mise a la disposition de ['étudiant. On
notera enfin., et ce n'est nullement un lure. faute de travauxr pratigues, gue le
texte est ponctué de sessions Maple traitant en interactif les différentes notions
abordées.
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Quelques ceuvres de Poincaré téléchargeables sur le web

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par la Cellule MathDoc
dans le cadre du pole associé BnF/CMD
http.// portail.mathdoc.fr/ GALLICA/
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LU'algébrique vs le numérique vs le qualitatif

Il est généralement impossible d’'intégrer explicitement des équations dif-
férentielles dans le sens ol 'on veut exprimer les solutions sous forme de com-
binaisons en nombre fini de fonctions élémentaires ou de primitives de celles-ci.

D’ailleurs, qu’est-ce qu’'une fonction élémentaire 7

Comme réponse a ce probléeme, on peut pratiquement toujours approcher
numeériquement une solution sur un intervalle physiquement raisonnable. Cepen-
dant, une méthode numeérique - aussi puissante soit-elle - ne fournit qu’une solu-
tion particuliére du probléme, d’autant plus qu'un schéma numérique s’appréte
mal & un jeu de parametres. ce qui le rend parfois inutile lorsqu’il est question
de toute une famille de solutions et de leur comportement.

Revenant au premier point, est-il vraiment nécessaire d’avoir sous forme
explicite toutes les solutions 7 Ne serait-ce pas trop compliqué pour étre utile?
Le tableau de variations d'une fonction numérique de la variable réelle, ou du
moins une partie de celui-ci, ou encore juste la mise en évidence d'une limite,
d’'une asymptote, etc. n’'est-1l pas parfois assez suffisant comme information sur
la fonction 7 C’est I'idée méme de Poincaré, Iul qui voulait “juste” savoir si le
systéme solaire est stable, délaissant ainsi I'idée d’une intégration explicite. idée
d’ailleurs illusoire pour un systeme de seulement trois corps célestes ...



Notion de systéme dynamique

Tout systéme (physique, biologique, économique, etc.) qui évolue au court du
temps (de maniére discréte ou continue) est dit dynamique.

Cette définition, certes non mathématique, n’est que provisoire; plus de rigueur
sera en fait percue a mesure que le cours avance ...



Systemes d’équations différentielles ordinaires

Une attention particuliere sera prétée aux systémes dynamiques continus,
modélisés par un systeme d’équations différentielles ordinaires du 1°* ordre,
de la forme

r=f(x) , z€U (1)

U étant un ouvert de IR™.



Vocabulaire

Concrétement. le syvstéme s’éerit
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oll. pour fixer la termineclogie.

e ¢t = I C K. est la vartable indépendante, faisant référence au temps. Elle
n’apparait pas explicitement dans (1) pour ne se limiter gu’aux systémes dits
autonomes.

o r = (x1..... o) est le vecteur des variables dépendantes x; .1 < i < mn. x ()
représentant 1’état du svstéme a I'instant . R™ (ou plus précisément U) est alors
1’espace d’états (ou des phases ) du systéme dynamique.

o f = (fi..... fn) est le champ de vecteurs assoclé au systéme dynamique
(1), supposé dorénavant de classe C'1 et dépendant éventuellement d’un certain
nombre de parameétres. En réalité. c'est un f-.



Remarque

Un systéme non autonome peut toujours se ramener a& un systéme autonome,
et ce en augmentant la dimension de 'espace des phases. En fait, le systéme

L -
se réécrit

ou encore

avec y = (x,t) et g(y) = (f(t,2), 1).

Cette remarque banale permet de se restreindre au cas autonome, sans perte de
la généralité. Cela ne signifie pas pour autant que les systémes non autonomes
ne puissent avoir des spécificités que ne possédent pas les systémes autonomes
(voir par exemple la session Maple sur les solutions périodiques ...)



Courbes intégrales et portrait de phase

Une solution du systéme dynamique (1) (ou courbe intégrale du champ de
vecteurs f) est une application différentiable  d’un intervalle ouvert I de la
droite du temps dans U, telle que z(%) vérifie ’équation (1) pour tout ¢ € 1.

On dit qu’une solution z satisfait la donnée de Cauchy (to, zo) € I XU siz(tg) =
xg. Sous certaines hypothéses de régularité du champ f (voir théoréme ci-apres),
la solution maximale (qui ne peut étre prolongée, dans un sens a préciser en
travaux dirigés) satisfaisant une donnée de Cauchy (#p,zg) est unique. Son
image est |’ orbite ou trajectoire passant par le point xg a I'instant ¢g, le portrast
de phase étant la figure formée par I’ensemble des orbites (bien qu’en pratique,
seules quelques trajectoires représentatives sont considérées. Voir session Maple
illustrant les portraits de phase de quelques modéles pédagogiques tels Lotka-
Volterra en dynamique de populations, van der Pol en théorie des circuits ou
encore Lorenz en météorologie ...)



Théoréme fondamental d’existence et d’unicité

Si f est de classe C! sur un ouvert U de R™ contenant z, alors il existe o« > 0
tel que le probléme a condition initiale

/ r— f(x
() {xm)(io

admet une solution unique sur l'intervalle | — «, «/.



Sur le théoréme ...

Le théoréme fondamental d’existence et dunicité, sous des formes plus ou moins
élaborées, a une longue histoire, depuis une premiére version démontrée par
Cauchy (se basant sur des travaux d’Euler), en passant par Lipschitz, jusqu’aux
travaux de Picard, Painlevé, Poincaré et Lindeldf. Le théoréme se démontre sou-
vent actuellement a 1’aide d’une technique appelée itération de Picard. Cette
technique d’approximation, qui fera 'objet de quelques exemples d’application
en travaux dirigés, est la méme qui est utilisée pour montrer aussi bien le
théoréme de Hartman-Grobman (voir plus loin) que la régularité des solutions
par rapport aux conditions initiales et aux parametres.

Une démonstration compléete du théoreme fondamental d’existence et d’unicité
sera mise a la disposition de I'étudiant. On comprendra dés lors que la condition
“f est C'1” peut étre allégée et remplacée par une condition de lipschitzité locale
sur f, un théoréme de Peano garantissant méme 'existence d’une solution locale
sous la seule hypothése de continuité de f.



Déterminisme

Les orbites associées au systéme (1) forment une partition de l’espace des phases |
Chaque orbite non réduite a un point est une courbe lisse (sans point double na
point de rebroussement). '

On comprend, dés lors, qu’un systéme dynamique classique du type (1) évolue
de maniere déterministe, une forme de fatalisme indiquant que “1’histoire et:
'avenir” du systeme sont déterminés de maniere unique a partir de son etat
présent.
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Les orbites du modele prédateur-proie
de Lotka-Volterra forment une partition de Ri Image Wikipédia




Quelques simulations Maple de portraits de phase ou de solutions particulieres de
modeéles non linéaires : Lotka Volterra, van der Pol, Lorenz, Hénon-Heiles.

Le package ““DEtools’’ et les commandes “‘phaseportrait’’, “‘dfieldplot’’,
“DEplot3d’’ :

Eac x

Fichier Edition (E} Affichage (V) Insertion Format Table Dessin Graphique Feuille de calcul (5) Outils Fenétre (W) Aide (H)

DEBSE Xl %< TI I = == M OB oo 2 B &

: Texte Makh Dessin Animation Masquer :
Ol 2 |Bel s QW[ o |B ~- B- n &S5 @L.
[ Ca]
> restart :

[> with(DEwols) -

> Modele de Lotka — Volterra -
> eql = diff (x(£),r) =2-x(r) — x(¢) pir): eq2 = diff (y(t).¥) =—3=p(t) + x(1) 2(1);

eql =S x(r) = 2x(1) — x(1) (1)
ea2:= L 3(1) = ~33(1) + 20 () ®

(> phaseportrait( [ eql, eq2], [x(1),¥(£)],1 =010, [ [x(0) =0.5,3(0) =0.5]. [x(0) =1,3(0) =1]. [x(0) = 1.5.3/(0) = 1.5], [x(0) =2,3(0) =21,
[2(0) =3, (0) =3 [x(0) =9 p(0) =1]]. linecelor = BLACK, thickness = 1, stepsize=0.01);
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D2ESS XBER S5¢ TP EE &= N O0%d & BXE

: Texte rlath Dessin Animation Masquer I:

S »m (el [BVW] o [ ~ By 1 &S5 QL

Circuit de van der Pol

> sys = |diff(x(t),0) =(2). diff (1), 1) =x(t) + mu (1 —x()*) 2(1) };
5= | S x(t) =pt0). S 3(0) = =) +p (1= (1)) 301 @

> mu = 1:dfieldplot(sys, [x(1).y(1)],=0.40,x=-2.2,y=-2.2);
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D2BSE ¥R 5¢ TPX EE &= NI O0%e & BX& @ 2

: Texte Math Diassin Animation Masquer |=
[ = [fe[e [EV[ o [0 ~» B- n &8 @L

> phaseportrait(sys. [x(t), y(r) |.t=0.30, [ [x(0) =0.01,(0) =0.01]. [x(0) =2,¥(0) =31, [x(0) =-2,5(0) =4], [x(0) =2,3(0) =4] :

[x(0) =2, (0] =-3]|, linecolar = BLACK, thickness = 1, stepsize = 0.01):
Y% N e
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(_- [: 20 Input V:] (Tim!s IMew Roman "’:1 (_-12 "’:1 B H % % = EE
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Modele metéorologique d'Edward Lorenz

_} restart :

;::- with( DEtools) -
> a= 1? =]f}* = 8/3:r=28:sys = [diff(x(t), 1) =a*(y(t)-x(1)), diff (¥(t). 1) =r*x(t)-y(t) -x(¢) *z(2), diff (z(£), 1) =-b*z(z) + x(1)
d

55 = [%xm =10(1) — 10x(1). %y{t} =28x(t) — (1) —x(1) 2(t). - 2(1) = - % z(t) + x(1) (1) )

"> DEplot3d(sys, [x(t), (1), 2(£) ], £=0.300, [ [x(0) = 1,(0) =1, 2(0) = 1]], linecolor = BLACK, thickness = 1, stepsize = 0.01);
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Le systeme non integrable de Henon-Heiles:

(> H=1/2%(p142 +p2°2 + g1 "2 + g2°2) + g1 ~2%g2-g2~3/3;
H::%p11+2ip21+%qfl+%422+qf}‘q-?—%€23 (6)

> hamilton_egs(H);

d d d d
& P = —all1) = 2qi(1) g2(1). - p2(1) = ~¢2(1) — g1(1)? + g2(1)%, + 9110 =plle). - q2(1) =p2(z) |. [p1(1). p2(1). g1(2). (7)
| q201)]
Y Les simulations suivantes sont tirées dun helpfile Maple, les guadraris représentant les points dimpact de la solution dons le plan (p2.q2) powr
différents niveaio: d'énergie
H = {166600000e-1; H = 35355000001 ; H = 3333300000-1;
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Classification topologique

D’'un point de vue topologique. une orbite peut étre:

e Un point d’équilibre (ou singulier ou encore stationnaire), c.-a-d. lmage d’uneé
solution vérifiant x(f) = xg pour tout £, ce qui correspond a :

f(xo)=0

Si le systéme se trouve dans un tel état, c’est qu’il le sera toujours comme il 1'al
toujours été d'ailleurs. '

e Une trajectoire fermée (ou cycle). donc image d'une solution maximale pér‘:ﬂ—é
odigue puisque le systéme est autonome. Elle est dans ce cas homéomorphe &
un cercle. '

e Une trajectoire non compact, image d’une solution maximale injective (ce quL
n'implique pas que l'orbite soit homéomorphe a la droite réelle!)



Le point d’équilibre
26 5

Rappelons que zg est un point d’équilibre du systéme (1) si

f (x0) =0

C’est un point qul ne peut donc étre atteint en un temps fini, d’apreés le
théoréme fondamental partitionnant ’espace des phases.



Notion d’attraction pour un point d’équilibre

Un point d’équilibre zg est dit attractif (resp. répulsif) s’il attire (resp.
repousse) - peu importe la facon - toute solution suffisamment voisine.

Mathématiquement, il existe un voisinage V' de xg tel que

xz(0) eV — lim =z (t)= xo
t——1o0
(t——o)

Le bassin d’attraction d'un point d’équilibre g est I'ensemble des conditions
initiales a partir desquelles le systéme évolue inexorablement vers cet équilibre.
C’est donc la réunion de toutes les orbites qui “convergent” vers xg.

Mathématiquement, c’est le sous-ensemble A (xg) de I'espace des phases tel que

lim x (t) = x¢ dés que z(0) € A(xq)

t——toc

Le bassin de répulsion R (xg) se définit de la méme maniére en remplacant
t — +oo par t —— —00



“ Réversibilité ”
T |

Dorénavant, nous n’allons garder que la propriété d’attraction puisque 1'on
peut toujours considérer le champ de vecteurs inverse en cas de répulsion.



Théorie de la stabilité du mouvement
25 |

Alexandre Lyapournov (I857-1918)

Universite d’Etat doe Saint-Pdétersbourg;
Acaddémic des scicnceces de Russice

Image Wikipédia



Notion de stabilité de points d’eéquilibre
o

Le point xg est stable (au sens de Lyapounov) si toute solution naissant en 5011
voisinage lui reste suffisament voisine.

Mathématiquement, V1V voisinage de zg, JU sous-voisinage de xg tq

rx(0) e U =z(t) eV Vt=0

Un point d’équilibre qui n’est pas stable est dit instable.



Stabilité et attraction
EN

Un point d’équilibre peut étre attractif sans pour autant étre stable !

(voir simulation MAPLE ci-aprés)
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Un exemple de point d'équilibre attractif mais instable :
2
> sp5 = (0.0 =r(0)- (1= r(0), (et 0 = sin[ 2200 ) )7
2

S5 0= [%E{ﬂ =5in(%ﬁ[l‘]] ,% r(t) =r(1) (1 —r(rJJ]

> sps = l«ﬁmm},n =sqrt{x(r)* + 3(0)?) - (1 — sqrt(x(2)® + #(1)*) ) -cos(arctan(y(£), x(2))) — sqrt(x(1)* + y(r)*) -sin(arctan(y(1),

2z
x(1))) [sm[ arctan(y(1), x(1)) ]] i (y(0), 1) =sqrt(x(e)? + y(0)?) -(1 — sart(x(r)? + y(1)?) ) -sin(arctan((s), x(z)))

*
+ sqrt{x{#)® + v(£)*) -cos(arctan( (1), x(£)) ) - [5“1( armn{y;tl,x(!ll ]]b];

2 g
5= {520 = (1= [T+ 507 ) 10) + 2(0)sin{ 5 arctan(340),2(0)) | . 5200 = (1 = (07507 )

2
 3(0) sin{ - arcan(y(0, 10 ) |

(3)

4
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Texte @RGP Dessin Graphique Animation Masquer :
( C 20 Input v ) ( TimesMewRoman ¥ ) (12 v R u [El== hi =iz
= A
> phaseportrait(sys [-xl{t] ¥(£)],£=0..100, [ [x(0) =0.0L »(0) =0.01], [x({0) =0.02, y(0) =0.02], [x(0) =1, »(0) =
=0.5], [x(0) =2,y(0) =0.8], [x(0) =2,y(0) =1]. [x(0) =2,y(0) =0.1]], linecolor =



Stabilité asymptotique
I

Le point d’équilibre xg est dit asymptotiquement stable s’il est stable (au Sens
de Lyapounov) et en plus, U peut étre choisi de telle maniére a ce que

lim xz(t) = xo dés que x(0) € U

t——+oo

Remarquer alors que cette deuxiéme propriété n’est autre que celle de
I'attraction:
Un point d’équilibre asymptotiquement stable n’est autre qu'un
point attractif stable.



Stabilité exponentielle
I

xg est dit exponentiellement stable s’il en existe un voisinage U et une
constante o > 0 tels que pour tout ¢ > 0

l|x(t) — xo|| < exp (—at) dés que x(0) € U

En d’autres termes, la stabilité exponentielle est une stabilité asymptotique
avec attraction exponentielle.



Fonction de Lyapounov
3 |

Donné un point d’équilibre g du systéme (1), s’1l existe une fonction scalaire
I'. continue sur un voisinage U de xg et différentiable sur I — {xp}. telle que

(a) T(xo) =0 et T'(x) >0 pour x = xg (I est définie positive sur L7)

(b) T(x) ;= DI(x)(f(x)) < 0 pour tout x € U — {xp} (I est semi-définie
négative, ou encore I est décroissante le long des solutions = (%)),

alors xg est stable. De plus. s1

(¢) T' <=0 sur U — {xo} (I est définie négative ou encore I est strictement

décroissante le long des solutions x=(£)),

alors ag est asymptotiguement stable. Enfin, s1

- -
(d) T = 0sur U — {xo} (I est définie positive ou encore I est strictement
croissante le long des solutions x=(£)).

alors xg est 1nstable.

Une telle fonction est dite de Lyapounov dans le cas (a-b)., de Lvapounov
stricte dans les cas (a-c) et (a-d).



Procédée ad hoc

Le théoreme donne une condition suffisante de stabilité mais ne permet pas de
guider 1'utilisateur dans le choix d'une fonction de Lyapounov.

Il ne permet pas non plus de conclure si on n’arrive pas a mettre en évidence
une telle fonction.

Une fonction de Lyapounov candidate est donc une fonction définie positive
dont on teste la décroissance autour du point d’équilibre, les formes
quadratiques étant les plus souvent utilisées, notamment les fonctions définies
positives qui sont des intégrales premiéres (c’est-a-dire constantes le long des
solutions) du systéme idéalisé, comme par exemple 1’énergie totale d'un
systéme mécanique idéalement conservatif,



Quelgques exemples d’application
T

Etudier la stabilité de 1'origine du systéme tridimensionnel suivant:

r = 2y(z—1)
y = —x (z — 1)



Meéme probléme pour cet oscillateur avec fonction d’amortissement
non-linéaire:

2 (t) —ex ()’ z () +x(t) =0



Meéme probléme pour le systéme de van der Pol, avec inversion du champ de
vecteurs:

r = —y
y = x p(l 27)y



NMNMeéme probleme pour le modele de lL.otka-Volterra

ax — ax — baxy
y = ey |+ dxy



Simulations Maple ..
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NBBESSE XBBE S¢ TPXEX EE @= NI OH» & B el

: Math Dessin Graphique Animation Masquer :
Fonctions de Lyapounov
pour l'étude de la stabilité de points d'équilibre
L'arigine du systéme suiverit est un point d'éguilibre stable, comme 'on peut constater par simulation ou en considérant
- la fonction de Lvapounov f ci-dessous:
> restart:

> with( DEtools)

> sys = {diff(x(r), 1) =2-y(1) *(z{;} — 1), diff (y(1).1) =—x(:1d*(z(:1 — 1), diff (z(2). 1) =:1'|[r13}-
sys = [Exm =2(0) (2() = 1) - M) = =x(2) (2(1) = 1). - 2(1) = (1)’ M
=> fi:=(x,y,z) >x"2+2*y*2+z42;

i f=lenz)=F+2F +2 @
> DEplot3d(sys, [x(f),y(t),z(f) . £=0.70, [ [x(0) =1 3(0) = 1,z(0) =1]], linecolor = BLACK, thickness = 1, stepsize = 0.01);
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Pour cet oscillateur avec amortissement, ['origine est stable pour epsilon = 0,
asymptotiqguement stable si epsilon < 0, instable sinon:

> with| DEfeels) :
> sps = (diff (x(£).1) =y(1), diff (y(1). 1) =—x(1) + epsilon ¥ 3};
5= [ (0 =300), §-3(0) = -x(0) + ey

> Fri=(x,y) 21 2% (x*24y"2) ;

> epsilon:=0;

> phaseportrait(sys, [x(t).p(1) ].£=0.30, [[x(0) =0,3(0) =1]. [x(0) =0,»(0) =2], [x(0) =0,p(0) =3]. [x(0) =0,3(0) =4]], linecolor
=BLACK, thickness = 1, stepsize =0.01);
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> epsilen:=1;

_} phaseportrait(sys, [x(t), yv(t)]l, £ =0 .. 100, [[x(0) = 0, w(0) = 1],

(0 =0, w(0) 411, linecolor = BLACK, thickness

r

[x(0) =0, y(0) =

gr=-1

i i el et e T T U N R \1 \
———— OSNNNN LN N
P % WA
P =" AR
i ey NN NN LD
% VWY WY
AR AN
R ERER

.

K e s

—

1, stepsize

RN N NN

(6)
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En inversant le champ de vecteurs, on montre gue l'origine en tant gu'éguilibre de I'éguation de van der Pol est instable, et ce en corsidérant [a
fonction de Lyapoimov ci-dessous, dovt la dérivée de Lie est stvictement négative pour |x| < I:

> sys = |diff(x(£), ) =y(1), diff (3(£), 1) =x(t)~mu (1 — x(1)*) 3() };

d d
sys = [—ym =x() — p (1 — (1)) p(1), = x(1) = -(2) @
dr dr
> Fi=(x,y) —>x"2+y*2;
i f=(xy)—=x +)7 ©)
> mu = 1;
w:=1 (10)
_} Phasepcrtraitisys; [x{t}; Y{t}]" t=0 .. EID; [[JC{O} = O-GB; Y(O} = 0.03];[-‘-‘:{0} = 0-03; Y‘:O} =
-0.08], [x(0) = 0.06, y(0) = 0.06],[x(0) = 0.06, y(0) = -0.06]], linecolor = BLACK, thickness =

1, stepsize = 0.1le-1);

W
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Pour le modéle de Lotka-Volterra, on peut vérifier que la dérivée de Lie de la fonction H ci-dessous
s'‘annule le long de toute solution vérifiant x(0) = 0 et y(0) = 0.
Le point d'équilibre (d/c , a/b) est alors stable:

> eql = diff(x(0), 1) =x(1) - (a— (1)) g2 = diff (3(0),1) =p(1) (- + dx(1)):
eql = < x(1) =x(1) (a = b(1))

eg2 = <o 3(1) = (1) (¢ + dx()

_} Hi=(x,y) —2c*ln(x)+ta*ln (y) d*x-b*y;
H=(xy)—=cla(x) + aln(y) —dx— by

> diff(H x) x (a— by) + diff () y-(-c + d-x);
0

(11)

(12)

(13) I




Lorsque la question de stabilité se ramene a ublprae d’optimisation ...

Champs de gradient

x = —grad V (x)

Les points critiques (resp. les minima isolés) xzg de la fonction V sont les
points d’équilibre (resp. les points d’équilibre asymptotiquement stables) du
systéme gradient,

I'(z) = V(x) — V(o)

étant une fonction de Lyapounov stricte au voisinage de xg.
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Texte m Dessin
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bl

(-_ C = Input

Dans ['exemple du systéme gradient suivant, on voit clairement que les minima isolés du potentiel V
correspendent aux points d'équilibre asymptotiquement stables du champ de vecteurs qui en dérive:

Vo= (xy) =2 (x— 1) +37

> Ve (my) =it (x— 1P 45

(13)

(16)

an

(> with(VectorCaleulus) :
S= (x.y)— - Gradient( V(x,y). [x¥y] );
f= (x.y) = VectorCalculus:- - ( VectorCalculus: -Gradient(V(x, y), [x ¥]))
(-2x(x—1)?—2¢ (x—1))e - 25
2

()% (x(£) 1), diff (3(1), ) ==2-9(1) };
~2x(1) (x(t) — 1) — 2x(0)* (x(1) — 1)

Lx)

(18)
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> plot3d(V,-1.2,-1.5.1.5);
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Linéarisation

Matrice jacobienne

Comme approche préliminaire pour une étude qualitative au voisinage de
positions d’équilibre xg, le systéme non linéaire (1) est approché par le
systéeme linéaire

x = L (x — xo)

ou L est la matrice jacobienne de f au point zp. donnée par

e o o

5L (zo) gL (x0) -+ FE (20)
L = : :

af., Afn Ofr

ail (mO) aiz (mO) T ain (xO)

négliceant ainsi les termes de degrés supérieurs dans le développement de f
au V (xg).

C’est la linéarisation.



Translation du point d’équilibre

Pour simplifier, on peut toujours ramener xg & l'origine via la translation
Y =T — X
obtenant ainsi le systéme linéaire
y = Ly (2)

a étudier au voisinage de l'origine.

Remarquer que si L est non singuliére, ['origine est le seul point d’équilibre du
systéme (2). |



Du systeme (2) vers le systeme (1)

Problérmes & résoudre:

- Trouver la solution générale de (2);
- EFEtudier la nature du point d’éqguilibre;
s

A-t-on (1) P (2) <7



Solution générale du systeme (2)

Le systéme linéaire

y = Ly (2)

oul € M, (IR) , a ses solutions maximales définies sur R et la solution pre*nanté
la valeur yp € R™ en ¢ = 0 est donnée par |

y () = e"yo
e'l étant la matrice obtenue de la série (normalement convergente)

el 3 (ZON

k=0 k!



Quelques propriétés de I'’exponentielle

9 . —=17,., (par convention);

- &

o olL+M) _ oL M o T A — MNTT:
e e est toujours inversible avec {EL)_I — e~ et donc
exp (M, () C GL,, () ., K =R ou ;
e el — {EL)t et done exp (S,) < S,;

e oF LFP _ p—loL pr.
deux matrices semblables ont des exponentielles semblables:
e exp (diag (A;);) — diag (e™?)_ ;
e JdPr s K [X] tqgelt = Pr (L),
en particulier L et e commutent:
e Sp(e®) =7 exp (Sp (L)) 7;
o det (ef) = e'*(F);
e 51 X7 est scindé. alors
I diagonalisable —— e diagonalisable;
e e = J, «——= I diagonalisable et Sp(L) C 2t:wZ ;
e L’ application exp : A1, (T) —— GL, (T) est surjective
Nnon nécessalrement injective:
e exp: ML,(T) — GL,(T) est un homéomorphisme avec

(rilp oterntas) (eripotartas)

exp ' (L) :—log (L) — > (—1)*! (L _‘-:”]k;
=1

e exp (M, (R))={L? L=CcLl, (R)}.



Calcul de I'exponentielle d’une matrice

e

L S+N avec S semisimple, IV nilpotente et SN = N .S,

e = &
GS EBN

somme finie
(Pediag()\i)ip—l) eN

(Pd’.iag (e)‘i)i P_l) eN

Probléme sous-jacent: calcul explicite des valeurs propres.



Calcul de I'exponentielle d’une matrice sur Maple

Fichier Edition (E} Affichage (W) Historique Aide (H)

& By «==F B @ W ZE

ercher pour: (@) Sujet () Texte f
exp L¥] " Rechercher |

ssouroes:lth > |
| Table des mahéregl Résultats de la recherche
----- parameter_classes {expected) -~

----- maynotworkasexpected {(expected)
----- Finance,ExpectedShortfall {expectedshortfall)
----- Finance Expectedvalue (expectedvalue)
----- Statistics,Expectedvalue {(expectedvalue)
----- parameter_modifiers (expects)
StringTools,Explode {explode)
----- Explore {explore)
----- Statistics, ExponentialFit (exponentialfit)
LinearAlgebra,MatrixExponential (exponentialmatrix)
----- Statistics, ExponentialSmoothing (exponentialsmoothir
----- Task,MatrixExponentiation {(exponentiation)
Task,SecondDerivativeTest (exponentiation)
ExcelTools,Export {(expaort)
----- . Logic,Export {expaort)
----- E MathML,ExportContent {(export)
worksheet,managing, OptionsDialogExport (export)
----- GraphTheory, ImportGraph (exportgraph)
----- ImportMatrix (exportmatriz)
- ImportVector {exportvector)
----- worksheet,managing, OptionsDialogDisplay {exposeco
----- padic, functions (expp)
worksheet, expressions,dickablemath {expression)
----- waorksheet, plotinter face , dragndrop (expression)
----- worksheet, plotinter face, plotexp {expression,plotting)
worksheet, expressions,activeinert {(expressions)
- worksheet, expressions,copypaste (expressions)
----- worksheet, expressions,cutpaste {(expressions)
----- waorksheet, expressions,entering {expressions)
. worksheet, expressions,manipulation {expressions)
----- worksheet, expressions, moveexpression (expressions

----- worksheet, expressions,manipulatecsm (expressions,n
..... 3] Fimamfizmla Tzus Evmesn fovmeoal e

>

>

¥ Examples

with (LinearfAlgebral) :
A = Matrix([[-13, -10]1, [21, 1611) :

-13 -10
21 16

MatrixExponential (&) ;

15e —14e* -10e” + 10e
21 —21e -14e+ 15&

MatrixExponential (&, x) ;

156 — 14&F —10e2* + 106
21— 216 —14& + 157

MatrixExponential (&, —x) 7

15— 14e 2% —10e 2 4+ 10"

-2x -2x

2le —21e™™ —14e™F 4+ 15e

A = Matrix([[-3.0, -1.0]1, [2.0, &.0]11)

-3.0 -1.0
20 6.0

MatrixExponential (&, readonly) ;

—-8.50653632644480 -37. 5839622686157
73.1679245372313 329.749124091096

|

(1)

@

3

4

0]



Stabilité dans le cas linéaire

Réle des valeurs propres

Considérons le systéme linéaire (2) o L € M, (R) est une matrice non
singuliére.
a) S1 ReA << 0 VA €Sp(L). alors pour toute condition initiale y (0) = yo.

lly (£)|| < el|lyol|l e #* pour des c,pp = 0 et tilgx.y (¢) =0

b) S1 ReA <0 WA &Sp(L), ou les A a partie réelle nulle sont distinctes, alors
pour toute condition initiale ¥ (0) = yo., v (¢£) est bornée pour ¢t = 0. '
Explicitement:

lly (O[] = ellyoll pour un ¢ =0

c) S’il existe une valeur propre A tq Re A > 0, alors dans tout voisinage de |
l'origine, il existe des conditions initiales pour lesquelles les solutions vérifient |

,lim_|ly ()] = +oc

Dans le cas a), 'origine est exponentiellement stable; dans le cas b), 1l est
stable au sens de Lyvapounov et dans le cas c) instable.




Exercice

Etudier la stabilité de 1'origine du systéme linéaire suivant,
a étant un parametre réel:

Y1
Y2

Y1 — ayz
4y, — 3y=2



Critéres de stabilité

Polynémes de Hurwitz

Un polynéme a coefficients réels est dit de Hurwitz si toutes ces racines sont
a partie réelle strictement négative. Le critéere algébrique de Routh-Hurwitz

permet alors de tester cette propriété pour un polynoéme, et ce sans expliciter
ses racines:

P(z) =apx™ 4+ ap_12™" 1+ + a1z + ag

Une condition nécessaire est que tous les coefficients ax solent non nuls et de
méme signe. Une condition nécessaire et suffisante est que tous les coefficients
de la premiére colonne du tableau de Routh-Hurwitz (voir ci-aprés) soient non
nuls et de méme signe. Si tel n'est pas le cas, le nombre de changements de
signe correspond au nombre de racines a partie réelle positive.



Critere analytique de Routh-Hurwitz

x” Ayp Qp_9 Qp_4a 0
In_l Up—-1 Gn—-3 G0dn_—5 0
"2 1y 9 T3 0
—3
xn Y1 Yo Y3 0
: 0
x 0
1 0
ou l'on a
1 a a 1 1
_9 a Ay a Ay —
r] = — n n , Tp = — n n—4 - :n n—6 ,etc.
(p_1 | OGn—1 Can—3 Qp_1 | On—1 QAn—5 Ay 1 a'nf—l Qp—7
U1 1 Up—1 Gp-3 Yo = 1 p—1 Gp_5 etc
= —— 9 = —— .
T xrq Xo ’ X1 X1 £3 1




Exemple

Compte tenu du principe de calcul des coefficients basé sur les déterminants,
chaque ligne se termine par un 0 qui se décale vers la gauche au fur et a |
mesure du remplissage du tableau.

Fremple:

P(x) =23+ 3z%2 +22 +1

z2 1 2 0 0
z2 3 1 0 0
x 2 0 0 O
1 1 0 0 O

Les racines de P sont alors a partie réelle < 0.




Le package ““DynamicSystems’’ et la commande ‘‘RouthTable”

Fichier Edition (E)} Affichage (W) Historique Aide (H)
& B = = F ®» W

cher pour: (®) Sujet () Texte ’ -

ces:lTout w | > with (DynamicSystems) :

Résultats de la recherche > p o= (872 + 1)*(s"2 - 1)*(s + 2):

------ DynamicSystems,RouthTable { > RouthTable (p,s) ;

2
s o [5] ™
2 -2 0
8 0 0 =

| -2 0 0 1

There is one sign change in the first column; therefore, there is one reot in the open RHP. The [3'3]
indicates a degenerate polynomial. Conseguently. there might be roots on the imaginary axis. Check
the cpen LHP.

» RouthTable (p,s,left) ;

2 1

There are two sign changes in the first colummn; therefore, there are two roots in the open LHP.
Together with the previously determined one root in the RHP, this accounts for three roots of this
polynomial of degree five, leaving two roots on the imaginary axis. w




Critere graphique : Principe de I'argument (ou théoreme de Cauchy)

Soient C' un contour simple fermé parcouru dans le sens direct et f une
fonction rationnelle de la variable complexe z, analytique sur le domaine fermé
délimité par C, sauf éventuellement en un nombre fini de poles a I'intérieur de
C', la fonction f ne s’annulant pas sur C. Alors, la variation de 'argcument de
f(2) est donnée par

Narg f(z)=(Z — P)2m

Z et P étant respectivement le nombre de zéros et celul de pbles de f al'intérieur
de C, en comptant leur multiplicité.

En d’autres termes, si I’on fait parcourir au point d’affixe z un contour fermé
C dans le plan, le point d’affixe f(z) décrit une courbe fermée qui tourne autour
de (encercle) l'origine un nombre N de fois tel que

N=Z_-P

La forme de la courbe image donne donc une indication graphique sur le
nombre de zéros et de poles de la fonction.



Illlustration




Application & la recherche de valeurs propres a partie réelle positive

Dans le cas hyperbolique, c.-a-d. lorsque Sp(L) MR = () (voir plus loin), le
contour de Bromwich couvrant le demi-plan réel positif (le demi-cercle étant de
rayon infiniment grand) peut s’avérer intéressant lors de la recherche d’éventuelles
valeurs propres “déstabilisantes”: Si la courbe 1mage par le polynéme caractéris-
tique ne fait aucun tour autour de l'origine, celui-ci en tant que point d’équilibre
est asymptotiquement stable, sinon 1l est instable.

A




Comment pratiquement choisir le rayon du contour de Bromwich ¢

Puisque sp(L) est contenu largement dans le disque D(O, p(L)), p(L) étant
le rayon spectral de L dont I'une des caractéristiques est donnée par

p(L) = HllleLH

alors on peut choisir pour rayon toute expression de la forme ||L||+ <, ||.|| étant
une norme matricielle quelconque et £ > 0 garantissant 1'inclusion stricte du

spectre dans le disque. Y
m




Classification des points d’équilibre des systémes

linéaires dans le plan
o 4

Considérons le systeme

y=Ly (2

obtenu apreés linéarisation (et “translation vers l'origine”) du systéme (1) au
voisinge d’un point d’équilibre.

Remarquer qu’en principe, L peut étre réduite & une forme (normale) de
Jordan via un changement de coordonnées linéaire, éventuellement complexe.
On suppose donc que c’est déja fait:

L:=Jec M, (C)



Rappel

Nous avons vu que 'étude de la stabilité de I'origine du systéme (2) est
entierement déterminée par les (ou, plus précisément, le signe de la partie

réelle des) valeurs propres de J, du moins dans le cas non dégénéré:
0 ¢ Sp(J). Mieux, le critére de Routh-Hurwitz (ou celui de Cauchy) permet
de décider de la question de stabilité sans méme expliciter ces valeurs propres.



Objectif

Nous allons maintenant affiner davantage cette discussion, et ce en étudiant la
nature méme du point d’équilibre. En d’autres termes, nous allons essayer deé
classifier le comportement qualitatif des solutions en son voisinage, en se |
limitant au cas bidimensionnel dans un souci de simplification. Encore une
fols, comme nous allons voir, cette classification est entiérement menée
connaissant Sp (J).



Données

=

Rappelons que 1'on est dans le cas bidimensionnel, non dégénéré.

J est alors inversible
(le systéme (2) admettant 'origine comme unique point d’équilibre)
de valeurs propres non nulles A; o racines du polynéme caractéristique

A2 —Tr(J)X+det(J) =0



Classification

(Extrait de I'ceuvre de Poincaré ou il introduit au col, au nceud, au foyer et au centre)

Courbes definies par une equation difféerentielle 1. pdf - Adobe Reader

= | 125% |- =z T Find -
Systéme topographigue. — Si I'on trace sur la sphére un systéme de

cycles et de polycycles tel, que par chacun des points de la sphére
passe un cycle ou un polycycle, et un seul, excepté en quelgues points
singuliers par lesquels ne passe aucun cycle, nous dirons que ce sys-
teme de cycles est un systérne topographigqre, parce qu’il est analogue
au systéme des courbes de niveau d’um terrain.

Les points doubles des polycycles sont alors analogues aux cols de ce
terrain, les points simguliers par lesquels ne passe aucun cycle sont
analogues aux jonds et aux sommnets du terrain; de sorte que nous ap-
pellerons ces divers points : cols, fonds et sommets du systéme.

Par exemple, le systéme des courbes

S, ») — const.,

ou f est un polynéme entier en & et en ), si ces courbes ne coupent

pas l’equateur est un systeme topngraphlque Les cols sont les points
ou Von a a la fois

df ar diLf N\ d‘ffi‘f'
dnﬂ:-' - f‘:l‘ 0’ dmdy I Jpj > o3 - -




Le nceud

1" cas : A1.0 € R aveec A1 Az = O (_\. — Tr (J)2 —4det (J) >0 et det (J) >0
A

([ Cas de deuvawr valeurs propres réelles de méme signe)

S1 A1 £ Ao alors J = dzag (A1, A2) et 'on a comme solution générale du
systéme (2)

{ v1 (2) = 1 (0)err?
y2 (£) = w2 (0)e™=*

Par élimination de £, on obtient

1] = e|y=2|2 . ce R

ce gquil correspond a des paraboles dans le plan de phase

L’origine dans ce cas est un necud
attractif, et donc exponentiellement stable (resp. répulsif. et donc instable)
pour des valeurs propres négatives (resp. positives),
les orbites tendant vers (resp. s’écartant de) l'origine (sans oscillation),
ce qui correspond a un systéme dissipatif (resp. “expansif’)
a champ de vecteurs de divergence << O (resp. = 0).



Le nceud (illustration)




Neeud impropre

e

SiA1 =X =A (A=0)

la solution générale est donnée par

{ y1 (t) = (y1(0) +y2(0)1)et
ya (1) = yo(0)er

lorsque J n’est pas diagonale, et 1’'on a attraction ou répulsion selon que A esté
négative ou positive. Il s’agit d’un neud impropre (attractif ou répulsif).

Si J = diag (\),

la solution générale est donnée par

y(t) = y(0)e?

les orbites dans le plan de phase étant des demi-droites issues de / pointant
vers l'origine, selon le signe de . :
On est toujours dans le cas du nosud.




Neeud impropre (illustration)

e




Neeud impropre (illustration)

==




Le col ou le point-selle

2¢™MCcas : A1 o0 € IR avec A1 A2 << 0 (A > 0 et det (J) < 0)

(Cas de deuwr valeurs propres réelles de signes contraires)

On a donc nécessairement A\; % Ao et J — diag (A1, A=) .
La solution générale du systéme est donnée par

{yl (t) — w1(0)e™?

Yo (ﬁ) y2<0)€'\2t - Cy.2 & R

et les orbites associées sont définies dans le plan de phase . par

|/\1/"/\2.

(v = ¢ |y2 ., ce R

ce guil correspond a un comportement hyvperboligue des solutions.
Les orbites semblent se rapprocher de 1’'éguilibre mais
elles 1’'évitent et finalement s’en éloignent:
l'origine dans ce cas est un col.




Le col ou le point-selle (illustration)




Variétés stables et instables du point-selle

Attention, un col n’est ni attractif ni répulsif.
Il est, certes, instable.

Les deux axes du repére correspondent a 5 solutions particuliéres:

2 solutions qui tendent vers (0,0) lorsque t — +00

2 solutions qui tendent vers (0,0) lorsque t — —o© les séparatrices

et 'origine en tant que solution stationnaire.

Les 2 demi-axes y; = O (resp. y2 = 0) correspondent aux variétés stables (resp.é
instables) du col. |



Cas des valeurs propres complexes conjuguées

3eMCcas 1 A1,2 — gt +=wz avec w =0 (2:=~/—1), (A < O)

(Cas de deuxr valeurs propres complexres conjuguées)

Dans une base appropriée, le systéme (2) s écrit

y-l — LY 1 — WY
Y2 — W1 +— pey 2

la solution générale é&tant donnée par

(1 (O) cos wt — y2 (0) sin wit) e’
(72 (O) cos wt + 1 (0) sin wit) e~?

v (L)
y=2 (1)



Le centre, Le foyer

Lorsque pu = 0, toutes les solutions sont périodiques de méme période 27 /w.
Les orbites dans le plan de phases sont des cercles autour de 1'origine.
Celui-ci est donc stable, non attractif: c’est un centre.

Lorsque p # 0, les orbites forment des spirales
qui tendent vers (resp. s’écartant de) l'origine (avec oscillation),
selon que p est négatif ou positif.

L’origine dans ce cas est un foyer,
exponentiellement stable pour pu < 0, instable pour pu > 0.



Le foyer (illustration)




Classification

Diagramme de bifurcation

=

5 (real positive eigenvalues) —
"‘l"T = ') unstable node - Ab= 0
eigenvalues o™ ~—xT"x

H
P unstable focus
'g (comple:-; _eigenvalues, o
@ ‘ ., Positive real part)
=]

S~ o -{.;g .

0 ) ( Andronov-Hopf bifurcation
—~ T
saddle

(real eigenvalues, different signs)

+

saddle-node bifurcation

Image Scholarpédia




Quelques simulations Maple

Fichier Edition (E} Affichage (W) Insertion Format Table Dessin Graphique Feuille de calcul (S) Outils Fenétre (W) Aide (H)

DE2Bad LB 9S<¢ TI> = B=

== M O%F%> o [B]mxx 2 [FE =

i
Fx
il
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:} restart : 6
(> with(linalg) :
A= array( [[a. b]. [c.d]]):
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[> with( DEtools) -
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Rappelons tout de méme que 1'objet de notre étude est le comportement
qualitatif du systéme (1) au voisinage d’un point d’équilibre xg, et non celui
du systéme linéarisé (2), celui-ci n’en étant en fait qu'une approximation qui

reste encore a justifier.

Afin de définir rigoureusement la notion d’équivalence de champs de vecteurs,
nous allons d’abord introduire une notion qu’on aurait en fait pu introduire
des le début de ce cours: c’est la notion de flot pour un systéme dynamique.



Flot d’un systeme dynamique

Considérons le systéme dynamique (1)

z = f(x)

défini sur un ouvert 2 de BR™. f étant un champ de vecteurs de classe C1.

En notant ¢ —— i (o, £) la solution maximale de (1) de condition nitiale x
on a

%Eﬂ:’m = =
C @ t) = fle@ D)

Considérer alors le flot. ¢'est ermvisager d'un méme coup d’ceil toutes les
solutions; en particulier. pour autant gu’elle soit définie pour un certain £,
I'application (que l'on identifie parfois au flot)

vt x — @ (2, 1)

décrit la position au temps £ des domaines de {2 entramnés par la dvnamigue du
champ de vecteurs. Et l'on a. quand c’est bien défini,

wlx,t+s5) =¢(p(z.f).s)

¢ étant de classe C'1.



Champs complets

Le champ de vecteurs f est dit complet si le flot est défini pour tout temps:

D, =Q xR

@, est alors un difféomorphisme de 2
e bijectif car p,cp_ , = ¢ , o, = Ido:
e différentiable comme 1'est le flot;
e d’inverse différentiable car ¢_, est différentiable.

Comme exemple, un champ linéaire associé a L € M, (R™) est complet de flot

Ly  pour tout z € R™ et t € R.

o (z,t) = e’
Cependant, i1l est en général impossible d’exprimer le flot d’un systéme
dynamique non linéaire a l'aide de fonctions qui permettraient d’en étudier le
comportement asymptotique.



Equivalence topologique

Deux systémes dynamiques sont topologiquement conjugués si leurs portraits
de phases respectifs sont homéomorphes. En d’autres termes, les solutions de
I'un s’obtiennent & partir de celles de 'autre par 'action d’un
homéomorphisme h.

Mathématiquement, cela veut dire que leurs flots respectifs sont liés par la
relation:

hopy=vioh

En ce sens, la conjugaison est une relation d’équivalence.

La propriété (faible) de la conjugaison topologique peut étre étendue a celle
(forte) de la conjugaison différentiable en considérant cette fois-ci 'action d’un
difféeomorphisme de classe C?.

Par exemple, on montre que les portraits de phases correspondant a un foyer
et un nceud sont homéomorphes, mais en général non difféomorphes.



Equivalence topologique locale des systemes (1) et (2)

I1 est clair que nous faisons allusion au probléme de conjugaison (ou encore
d’équivalence) topologique ou différentiable d’un systéme dynamique a son
systéme linéarisé au voisinage d’un point déquilibre.



Obstruction a I'équivalence topologique

L’existence de valeurs propres imaginaires pures du champ de vecteur
linéarisé, au voisinage d’un point d’équilibre, peut étre un obstacle a la
conjugaison (juste topologique!), comme le montre 'exemple suivant

—wy + Ax (55‘2 + yz)
wx + Ay (9:2 + yg)

%%.
I

(Q.
I

dont le linéarisé au voisinage de l'origine admet celui-ci comme centre,
en tant que point d’équilibre.

Fissayer d’en faire une simulation Maple du portrait de phase
pour différentes valeurs de A.



En coordonnées polaires
x = 7 cos @ y = rsinéd

E

le systéme en question s’écrit, pour » #= 0,
T
7]

Et en notant g = rpgcosfg. yo = 1rogsinflg avec rg = 0. la donnée de Cauchy
pour t = 0, nous avons (r (£) .8 (£)) ., et donec (x (£) ,v (£)) . qui est défini pour

Ar?

fal

tout £ € R vérifiant Q}J'gt <. 1. et a pour expression

o
r =
2 1 — 223t
& (f}l = Ho + wi

Il est facile donc de voir gque l'origine est
e un point d'égulibre asymptotiguement stable s1 A < 0;
® un centre si1 A = 0;
e un point d’équilibre répulsif (donc instable) si A > 0.



Par suite, si A # 0, le systéme a étudier n’est certainement pas localement
topologiquement (et donc différentiablement) conjugué, au voisinage de
I'origine, au systéme linéarisé.

En d’autres mots, la linéarisation dans ce cas est une approche
qui peut induire en erreur!



Hyperbolicité

Considérons le systéme (1)

= f (@)

Un point d’équilibre xy est dit hyperbolique si

Sp(Df (xo)) MR =0

En d’autres termes, la linéarisation autour d’un point d’équilibre hyperbo]iqueé
n’admet que des valeurs propres a partie réelle non nulle. |



Classification topologique de champs de vecteurs
Résultat fondamental (1959)

Théoréeme de Hartman-Grobman

Au voisinage d’un point d’équilibre hyperbolique, un systéme dynamique est
topologiquement équivalent a son linéarisé. |

Explicitement, au voisinage d’un tel point, les variétés stables (bassin
d’attraction) et instables (bassin de répulsion) sont de méme dimension que les
variétés stables et instables du systéme linéarisé, et en plus, elles leur sont '
tangentes en ce point d’équilibre.



Remarque

Nous avons utilisé sans distinction le terme “équivalence topologique™
et celul de “conjugaison topologique™. En réalité, il y a une différence
subtile entre les deux :

Dans 1’'équivalence topologique, ’'homéomorphisme A qui lie
les trajectoires respectives des deux systémes preserve
leur orientation en fonction du temps.

La propriété de conjugaison topologique est un peu plus forte
I'homéomorphisme réalisant la conjugaison préserve non pas seulement
I'orientation mais aussl la paramétrisation par rapport au temps.

Dans le théoréme de Hartman-Grobman, il est question en fait
de conjugaison topologique :

h o, (x0) = e h(xo)

ou ¢, est le flot local du systeme r = f(x) au voisinage
du point d’équilibre xg et A := D f(x0).




Conséquences du théoréme de Hartman-Grobman

D’abord quelques définitions dans le plan

Revenons & notre systéme de départ
(1) == f(x), feCHU), U ouvert de R~
et considérons son linéarisé au voisinage d'un point d’équilibre isolé xg
(2) y=Ay
oy :=x — xg et A := D f(xo).
On se place dans le cas hyperbolique :
Sp(A) NiR =0
qui inclut bien évidemment le cas non dégénéré :

0O & Sp(A)

On sait que dans ce cas, pour (2), xg peut étre
soit un noeud (attractif ou répulsif), soit un foyer (attractif ou répulsif),
soit un point-selle (qui n’est, lui, ni attractif ni répulsif).



Généralisation au cas non linéaire de la notion de point-selle, de nceud et de foyer

Pour le systéme planaire (1), nous dirons que zg est un point-selle topologique
(resp. nceud, foyer) lorsque les trajectoires au voisinage de xg peuvent étre
vues comme une sorte de “déformation continue” de celles au voisinage d’un
point-selle (resp. noeud, foyer) tel qu'il a été défini pour le systéme linéaire (2).

Concrétement, on a :



Point-selle topologique

xo est un point-selle topologique pour (1) s'il existe deux trajectoires 17 et T5
qul approchent zy quand ¢ — +0o0 et deux trajectoires 13 et 14 qui approchent
xo quand t — —oo et g1l existe un voisinage V' de xg tel que toutes les autres
trajectoires qui commencent dans V' \{zo} quittent V' quand ¢t — +oc.
Comme dans le cas linéaire, les trajectoires 13,7 = 1..4, sont appelées
séparatrices.

Au voisinage d’un point-selle (topologique), les séparatrices
divisent le plan de phase en quatre secteurs hyperboliques.



Foyer

xo est un foyer stable (resp. instable) pour (1) si, en coordonnées polaires (r,8)
avec xg origine du repére, il existe 0 > 0 tel que pour tout 0 < rg < d et Oy € R,
r(t,ro,00) — 0 et |0(¢,70,00)] — oo quand ¢ — +oo (resp. t — —o0).
Toute trajectoire satisfaisant r(¢) — 0 et |6(¢)| — oo quand ¢ — +o0
spirale vers ['origine quand t — 4-oc.



Neoeud

xo est un nceud stable (resp. instable) pour (1) si, en coordonnées polaires
(r,0) avec xg origine du repére, il existe 0 > 0 tel que pour tout 0 < 7y < J et
0o € R, r(t,r0,00) — 0 et la limite de 6(¢,7¢, 0¢) existe quand t — +oo (resp.
t — —o0). Cela veut dire que toute trajectoire commencant dans un rayon
0 < rg < 0 approche l'origine selon une tangente bien définie quand ¢ — +oc.
ro est un noeud impropre (ou isotrope) pour (1) s'il est un neceud et que
chaque droite passant par xp est tangente a une trajectoire de (1).



Quelques résultats

Puisque I’homéomorphisme réalisant
I'équivalence préserve I’orientation des trajectoires ...

xo est attractif (resp. repulsif) en tant qu’équilibre de (1) ssi
il est attractif (resp. repulsif) en tant qu’équilibre de (2).

En d’autres termes, la propriété d’attraction
(et donc celle de répulsion) est préservée par un homéomorphisme.



Et 'on a aussi ...

xo est asymptotiquement stable pour (1) ssi
il est asymptotiquement (et donc exponentiellement) stable pour (2).



Conséquence de la deuxieme partie du théoréeme ...

xo est un point-selle (donc instable) de (2) ssi
il est un point-selle topologique de (1).



Exemple de point-selle topologique
(Images L. Perko, Differential Equations and Dynamical Systems, Springer 2001)

Pour le systéme différentiel

r = o
y = y+a’
I'origine est un point-selle topologique par théoréeme de Hartman-Grobman,

W3(0) et W*(0) (resp. E*(0) et E“(0)) étant les variétés stables et instables
du systéme non linéaire (resp. du linéarisé).

A

o
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Confusion nceud / foyer

xo est un noeud (resp. un foyer) de (2)
ssi il est un noeud ou un foyer de (1).

FEn d’autres termes, un homéomorphisme
ne distingue pas un nceud d’un foyer.



Confusion nceud / foyer (Exemple)
I EEEEN

Clonsidérons le sy stérme daifférentiel

i In - a2 + g2
- 4 ac
(2 - U

I ac? 4 ?

pour - + - =0 et F(0O.0) = (0,0

Il est clair gue l'origme est un ncoeeud (mpropre)] attractif pour le liméarisée.
SNWorzons ce gunil enn est réellerment powur le sistérme maitial -

FEFn coordonnées polaires (r, &) telles gue

2 = x? + 1?7 et @ = arctogl(u/x),

on a rr — xr + Yyl et 2O — o — o,

et le sy stémme s'écrit

f+ = &
- 1
& —
i 1y
avrec 7 = 0 pour » = 0, de sorte gue
™o

On a alcrsr(¢) — 0 et |#(t)| — 4+ oo pouwur g =< 1 :
E o E

l"'origine est réellerment un fozer !

ILexxplication de ce phénoméne est dans un théoréme gul va suilvre.



Théoreme de Hartman (1960)

Si f e C?U), U ouvert de R™, et les valeurs propres de A := D f(xq) sont
tous
solt a partie réelle strictement positive
solt a partie réelle strictement négative,
c.-a-d..

SpA C R% +:iR  (xg dans ce cas est appelé source)
ou blen
SpA C R* +1R  (zg dans ce cas est appelé puits)

alors les systémes (1) et (2) sont difféomorphes au voisinage de xg.
En d’autres termes, ’équivalence dans le théoréme de Hartman-Grobman
est réalisée par le biais d'un difféomorphisme, c.-a-d. une transformation
qul, comme son Inverse, est continument différentiable.



Conséquence immédiate du théoreme de Hartman

Comme un difféomorphisme distingue entre un nceud et un foyer,
et sous les conditions du théoréeme de Hartman, on a

xo est un neeud (resp. un foyer) attractif / répulsif de (2)
ss1
xo est un noeud (resp. un foyer) attractif / répulsif de (1).



Raffinement antérieur au résultat de Hartman

e

On montre, pourtant, que méme si I’on a seulement f de classe C*, on a
xo foyer (attractif / répulsif) de (2) = =z foyer (attractif / répulsif) de (1).

Voir E.A. Coddington and N. Levinson,
Theory of Ordinary Differential Equations,
McGraw Hill, New York, 1955.



Cas non hyperbolique (mais non dégénéré)

Considérons notre systéeme
(1) z=f(z), feCYU), U ouvert de R?,
et son linéarisé au voisinage d’un point d’équilibre isolé xg
(2) y=Ay
ony:=x —xzget A:=D f(xg).

On se place dans le cas ou

Sp(A)NiR # 0 et A non singulieére (0 ¢ Sp(A)).

xg est alors un centre pour (2).
Qu’en est-il de xgp en tant qu’équilibre du systéme (1) ?



Ordre de difficulté ...

Rappelons que le théoréeme de Hartman-Grobman
ainsi que celul de Hartman ne sont pas applicables.

On montre qu’une perturbation de classe C! d’un centre
donne lieu soit & un centre, & un foyver ou a un centre-foyer.
Ce sont les seules possibilités.

xo est un centre pour (1) s’il est localement entouré
d’une famille de trajectoires fermées.

xo est un centre-foyer pour (1) s’il est localement entouré
d’une famille (7}, )n,cn de trajectoires fermées isolées
(appelées cycles limites, voir support 5)

qui s’accumulent & I'infin1 en ce point (7,, — xq),
TL—= D

1, et 1,47 étant reliées par des courbes qui spiralent
vers I'une ou l'autre trajectoire quand t — Z4-oc.
Cette situation est impossible dans le cas linéaire !



Exemple de centre-foyer

Nous avons déja donné plus haut un exemple ou
la perturbation d’un centre donne lieu & un foyer, stable ou instable.

L’exemple suivant montre comment une telle
perturbation pourrait donner