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Note liminaire ..
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Traité fondateur 

H. Poincaré : Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste, 
Paris, Gauthier-Villars, 1892-93-99.
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Quelques œuvres de Poincaré téléchargeables sur le web
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Thèse inaugurale (1879) 
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Série d’articles (1881- 1885) 
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‘‘Trilogie’’ sur la mécanique céleste  (1892- 1899) 



L’algébrique vs le numérique vs le qualitatif
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Notion de système dynamique
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Systèmes d’équations différentielles ordinaires



11

Vocabulaire



12

Remarque
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Courbes intégrales et portrait de phase
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Théorème fondamental d’existence et d’unicité
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Sur le théorème …
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Déterminisme
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Exemple

Image Wikipédia
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Quelques simulations Maple de portraits de phase ou de solutions particulières de 
modèles non linéaires : Lotka Volterra, van der Pol, Lorenz, Hénon-Heiles.
Le package ‘‘DEtools’’ et les commandes ‘‘phaseportrait’’, ‘‘dfieldplot’’, 
‘‘DEplot3d’’ :
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Classification topologique
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Le point d’équilibre
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Notion d’attraction pour un point d’équilibre
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‟ Réversibilité ”
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Théorie de la stabilité du mouvement

Image Wikipédia



30

Notion de stabilité de points d’équilibre
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Stabilité et attraction
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Stabilité asymptotique
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Stabilité exponentielle
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Fonction de Lyapounov
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Procédé ad hoc
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Quelques exemples d’application
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…
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Simulations Maple ..
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Lorsque la question de stabilité se ramène à un problème d’optimisation …
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Linéarisation
Matrice jacobienne 
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Translation du point d’équilibre 
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Du système (2) vers le système (1) 
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Solution générale du système (2) 
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Quelques propriétés de l’exponentielle 



Calcul de l’exponentielle d’une matrice 
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Calcul de l’exponentielle d’une matrice sur Maple 
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Stabilité dans le cas linéaire
Rôle des valeurs propres
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Exercice
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Critères de stabilité
Polynômes de Hurwitz 
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Critère analytique de Routh-Hurwitz 
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Exemple
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Le package ‘‘DynamicSystems’’ et la commande ‘‘RouthTable’’
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Critère graphique : Principe de l’argument (ou théorème de Cauchy)
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Illustration
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Application à la recherche de valeurs propres à partie réelle positive

67



Comment pratiquement choisir le rayon du contour de Bromwich ?
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Classification des points d’équilibre des systèmes 
linéaires dans le plan
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Rappel
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Objectif
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Données



Classification
(Extrait de l’œuvre de Poincaré où il introduit au col, au nœud, au foyer et au centre)
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Le nœud
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Le nœud (illustration)
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Nœud impropre
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Nœud impropre (illustration)
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Nœud impropre (illustration)
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Le col ou le point-selle
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Le col ou le point-selle (illustration)
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Variétés stables et instables du point-selle
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Cas des valeurs propres complexes conjuguées
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Le centre, Le foyer
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Le foyer (illustration)
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Classification
Diagramme de bifurcation
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Image Scholarpédia



Quelques simulations Maple
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… 
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Flot d’un système dynamique 
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Champs complets 
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Equivalence topologique 
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Equivalence topologique locale des systèmes (1) et (2) 
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Obstruction à l’équivalence topologique 
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… 
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… 
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Hyperbolicité 
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Classification topologique de champs de vecteurs
Résultat fondamental  (1959)
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Remarque
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Conséquences du théorème de Hartman-Grobman
D’abord quelques définitions dans le plan 
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Généralisation au cas non linéaire de la notion de point-selle, de nœud et de foyer
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Point-selle topologique
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Foyer
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Nœud
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Quelques résultats
Puisque l’homéomorphisme réalisant
l’équivalence préserve l’orientation des trajectoires …
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Et l’on a aussi …

109



Conséquence de la deuxième partie du théorème …
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Exemple de point-selle topologique
(Images L. Perko, Differential Equations and Dynamical Systems, Springer 2001)
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Confusion  nœud / foyer
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Confusion  nœud / foyer  (Exemple)
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Théorème de Hartman (1960)
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Conséquence immédiate du théorème de Hartman
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Raffinement antérieur au résultat de Hartman
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Cas non hyperbolique (mais non dégénéré)
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Ordre de difficulté …
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Exemple de centre-foyer
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…
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Simulation Maple du portrait de phase
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Infinité de cycles limites (circulaires) s’accumulant autour de l’origine



Exclusion du centre-foyer (Théorème de Dulac)
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Question fondamentale : Préservation du centre
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Chercher les symétries du système 
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Exemple 
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Que faire en absence de symétries ? 

126



Modèle prédateur-proie de Lotka-Volterra 
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Etude qualitative au voisinage de l’équilibre non trivial 
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Fonction de Lyapounov 
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… 
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Récapitulons ..
131



Nature d’un point d’équilibre et stabilité
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Cas dégénéré
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Quelques portraits de phase dans le cas dégénéré
(Images L. Perko, Differential Equations and Dynamical Systems, Springer 2001)
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f) (g)



Hyperbolicité et robustesse 
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Méthodes avancées
en théorie qualitative des équations différentielles
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Solutions périodiques
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Trajectoires fermées 
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Cas non autonome
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Critères d’existence
Théorie de l’indice
(Extrait de l’œuvre de Poincaré où il introduit à la théorie de l’indice)
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Critère négatif de Bendixson
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Généralisation: critère de Dulac 
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Section et application de Poincaré
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Stabilité orbitale
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Stabilité asymptotique
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Solutions périodiques (Rappel)
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Ensembles invariants 
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Points et ensembles limites
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Formulation équivalente
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Quelques exemples

153



Quelques propriétés
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Théorème de Poincaré-Bendixson
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Application aux systèmes de Liénard
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Notion de bifurcation
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Diagramme de bifurcation 
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Exemple

159

Image Scholarpédia



Théorème de Kupka-Smale
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Codimension d’une bifurcation
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Bifurcation col-noeud
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Exemple

163



Bifurcation d’Andronov-Hopf
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Exemple
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Cas super-critique
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Cas sous-critique
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Bifurcation de (dé)doublement de période 
Route vers le chaos - Exemple de la suite logistique xn+1 = λxn (1 – xn)
Diagramme:  Ensembles w-limites en fonction de λ
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Image Wikipédia



Vers l’attracteur étrange
Invariance
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Vers l’attracteur étrange
Densité
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Vers l’attracteur étrange
L’effet papillon 
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Vers l’attracteur étrange
Ensemble chaotique
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Vers l’attracteur étrange
Ensemble attracteur
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Vers l’attracteur étrange
Attracteur
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L’attracteur étrange
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Concernant les épreuves d’examen ..
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