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1 Construction axiomatique de R

1.1 Notion de fonction et notations

On suppose acquise la notion intuitive d’ensemble.
On détermine un ensemble E en explicitant ses éléments ou par compréhension
E = {z / x vérifie une propriété (P)}.

Par exemple :
L El = {17273a4} et
o h ={x € E; /xvérifie 2 < x <5} ={2,3,4}

Definition 1 Soit E un ensemble, on dit que A est une partie (ou un sous-
ensemble) de E si tout élément de A est un élément de E. On dit aussi que A
est inclus dans E et on note A C E.

ACE<«< (Vz,ce A=z € E)
Le symbole € dénote 'appartenance et on a: © € E <= {a} C E.

Definition 2 - Une fonction f d’un ensemble A vers un ensemble B, on note
f A — B, est une relation qui a chaque élément de A associe au plus un
élément de B. On exprime une fonction de A vers B sous la forme:

{f:A—> B

zr—  f(z)

o A est appelé l’ensemble de départ et B l’ensemble d’arrivée de la fonction

f-

e Dom(f),le domaine de définition de f, est l’ensemble des éléments de A ,
pour lesquels f(x) existe:

dom(f) =D ={zx € R: f(x) existe et est finie }

o im(f) est 'ensemble des éléments de B qui sont des images par f). Ainsi
dom(f) C A etim(f) C B.

e La fonction f est une application, lorsque A = dom(f).

Example 3 Soit f:xz+—— f(x) = \G/ﬁ



Puisque on ne peut ni diviser par 0, ni extraire la racine sixiéme d’un nombre
négatif, on a:

dom(f)={z / (9—3x) #0et (9—3x) >0},
ce qui donne:
dom(f)={z/ (9—-32) >0} ={x /2 <3} =]—00,3].
Example 4 Soit f:z+— f(z) =In(—|z|)
Ona: dom(f)=o!

1.2 Construction axiomatique de R et propriétés de base

On rappelle les divers ensembles de nombres:
N ={0,1,2,3,...} est I'ensemble des nombres entiers naturels.
Z=A..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} est 'ensemble des nombres entiers relatifs.
Q est 'ensemble des nombres rationnels. Par définition si x € Q alors x = %
ou p et ¢ sont des nombres relatifs premiers entre eux avec q # 0.
Sur chacun de ces ensembles ’addittion + et la multiplication x sont définies;
de méme que la relation d’ordre <.

Proposition 5 Si x est solution de I’équation x° = 2 alors x ¢ Q. On dit que
x est irrationnel.

Démonstration : Elle se fait par 'absurde. On suppose que z = £ ou

Q3

p € Z et q¢ € Z* sont premiers entre eux. Si 2 = 2 alors p? = 2¢%et p? est pair
donc p est aussi pair. Ainsi p = 2k donc p? = 4k? = 2¢%. Donc 2k? = ¢>. Donc
q est pair. Ce qui est impossible car p et q sont premiers entre eux.

Definition 6 On note par R [’ensemble des nombres réels. Il a été introduit
pour compléter ’ensemble Q des nombres rationnels. On dit que = est un nombre
réel si et seulement si:

e ou bien x € Q, x est dit rationnel
e ou bien x ¢ Q, x est dit irrationnel.

Parmi les réels qui sont irrationnels, on peut citer : /2, e,In(2).

On admet donc l'existence de 'ensemble de nombres réels R, qui contient ’ensemble
des nombres rationnels Q et qui vérifie les axiomes suivants:

1. (R,+, x) est un corps commutatif.

2. (R, <) est totalement ordonné: V(z,y) € R? , (2 <youy < z).

3. Larelation d’ordre < (inférieur ou égal) est compatible avec les opérations
sur R

i) La relation d’ordre < est compatible avec addition + :

pour tout z,y,x’ et 3y’ des nombres réels :



1. x<y)=VzeR x+z<y+z),
(r<yetad' <y)= (z+2 <y+7vy).
ii) La relation d’ordre < est compatible avec la multiplication X :
pour tout x et y des nombres réels :
(x<y)=VzeRT,(zx2<yx2),
(z<y)=VzeR ,(zx2z>yx2).

4. Toute partie de R non vide et majorée admet une borne supérieure.
La relation d’ordre total permet de définir la fonction valeur absolue dans R.

Definition 7 La valeur absolue dans R est une application

{ ] : R — R

x six >0
etonapourtoutzGR,b:{_m siz <0
Ezxercise 8 Montrer que |x| = sup(z, —z).

Definition 9 On appelle partie entiére d’un nombre réel x, l'unique entier re-
latif, noté E(z) ou [z], tel que : E(z) < x < E(x)+ 1. On définit ainsi une
application de R dans 7Z appelée partie enticre.

Proposition 10 Soit x un nombre réel, alors :

iz—1<E@ <z

ii E(zx) =z zelk

iii Vn € Z,E(x +n) = E(z) +n

1.3 Majorant, minorant d’une partie de R

Definition 11 Soit A une partie de R
On dit que M € R est un majorant de A si et seulement si

Vee A, x <M

dans ce cas A est majorée par M.
On dit que m € R est un minorant de A si et seulement si

Vee A, x>m

dans ce cas A est minorée par m
On dit que A est bornée ssi elle est minorée et majorée cad

ImeRetIMeR: VzeA, m<z< M)



Example 12 ]0 + oo[ est minorée par 0. On dit aussi 0 est un minorant de
10+ oof

Example 13 1 est un majorant de |—o0,0]

Example 14 L’intervalle |—15,14[ est borné dans R (majorée par 14 et mi-
norée par -15.

1.3.1 Borne inférieure, borne supérieure :

Definition 15 On dit que M4 est la borne supérieure de A <= M 4 est le plus
petit des majorants de A.

On dit que ma est la borne inférieure de A <= my est le plus grand des
minorants de A.

Notation 16 My =sup A, my =infA

Example 17 6 est la borne inférieure de |6 + ool.

Caractérisation des bornes sup et inf :

1— M, est un majorant de A (Va € A, a < My)
2— Ve>0,dacA:My—e<a< My

1—  m4 est un minorant de A (Va € A, my < a)
2— Ve>03dae A, ma<a<mug+te

My =supA <— {

my =inf A < {

On a aussi la propriété de la borne inf, analogue a celle de borne sup du 4.

Proposition 18 Toute partiec de R non vide et minorée admet une borne inférieure.

Une propriété importante de R est la propriété d’Archimede:
Proposition 19 R est archimédien:
VeeR,dn, €N, z < n,.

Démonstration : La démonstration se fait par I’absurde. On suppose que
R est non archimédien, c’est a dire qu’il existe = € R tel que Vn € N, x > n.

x est donc un majorant de N, partie non vide, dans R. Donc elle admet une
borne supérieure dans R, notée s.

En utilisant la caractérisation de la borne sup avec ¢ = 1,

dneN, s—1<m<s.

Ce qui implique que s < m + 1, comme m + 1 € N; ceci contredit que
s est un majorant de N dans R.



Corollary 20 soient y et z des réels strictement positifs, on a les propriétés
suivantes:

a dneN, z<ny.
bIneN,0<i<y.
cdneN,n—-1<z<n.

Démonstration : (a) il suffit de prendre z = £ qui est > 0,et d’utiliser
alors la propriété d’Archimede:ds € N | § <n= z<ny.

(b) On utilise (a) avec z=1.

(¢) la propriété d’Archimede assure que l'ensemble A = {m € N,z < m} est
non vide. Soit n=infA=minA etonan—1<z<n



2 SUITES NUMERIQUES
2.1 Suites Réelles : Définitions et notations

D’une facon générale, on définit une suite comme une succession ordonnée
d’éléments pris dans un ensemble donné. On dit aussi qu'une suite est une
énumération d’une infinité de termes.

Definition 21 Une suite numérique, dite aussi suite réelle, est une application
u d’une partie I de N dans R .
Ainsi une suite réelle, notée u = (un)nes , est une application :

no— Uy,

{u:ICN — R

On pose u(n) = u, et on appelle u, le terme général (ou le terme de rang
n) de la suite (up)y.

Si I = N, la suite de terme général w, sera notée aussi par (un)n ou
{U0, Uy ey Uy, - )

Remark 22 1.

2. Une suite (up)y, peut étre définie par Uexpression de son terme général u,
en fonction de n.

3. Une suite peut étre également définie par la valeur du premier terme et
par une relation de récurrence, c’est-a-dire une relation liant deux termes
générauz successifs. On dit alors que c’est une suite récrrente.

Example 23 (uy,),>1 la suite de terme général définie par : Yn>1 , u, = %

Example 24 (uy), la suite de terme général définie par : ¥Yn > 0 , u, =
cos(n).

Example 25 (uy,), la suite de terme général définie par :
Uug = 1
Vn >0, upt1 = 2uy,

Example 26 La fonctionu :n >4 — u(n) = 2, définit la suite réelle (un)n>4
de terme général :

Uy = %,pour tout n > 4.

Ona:dom(u)={neN/n>4}={4,5,6,..} =1

et im(u) = {3%, 3%, 33, } = (Un)n>4.

Remark 27 Soient (uy,), une suite et f une fonction, telles que u, = f(n) si
n > m ou m € N. Alors l'étude du terme général u, revient a ’étude de la
fonction f dans le domaine de la suite (up)n.



Example 28 Soit la suite définie par u(n) = % . Déterminer les 3 pre-

miers termes de la suite.

On a : dom(u) =N — {1},

et up = 100, uy = 108, uz = H10 = 127 4, — 474100 _ 164,
Example 29 Soit la suite définie par u(n) = sin(n). Déterminer les 3 premiers
termes de la suite.( sur une calculatrice, il faut choisir le mode radian,).

On a : dom(u) =N,

et ug = sin(0) = 0,u; = sin(1) = 0.841 47, us = sin(2) = 0.909 30.

Example 30 Déterminer le terme général de la suite {%7 %, %, %, } .

En observant les termes de la suite, on constate que le numérateur de chaque
terme correspond auzx termes de la suite (n), et que le dénominateur correspond
auz termes de la suite (n? +1),. On peut en déduire que le terme général de la
suite est défini par up, = 5.

Ceci est d’ailleurs vérifié pour n =1,2,3, 4.

Suite arithmétique: u = (u, ), est une suite arithmétique (ou progression
arithmétique) de raison r € R;si elle est définie par:

ug donné, u,41 = u, + 17, pour n > 0.

Suite géométrique: u = (u,), est une suite géométrique (ou progression
géométrique) de raison g € R, si ellle est définie par:

ug donné, u,41 = qu, , pour n > 0.

Opérations sur ’ensemble des suites numériques :

- Deux suites (up,)n et (vy), sont égales < u, = v, ,Vn € IN

- addition de deux suites (u,)n et (v, )nest la suite (wy)n = (Un + Vp)n,
c’est a dire w,, = u,, + vy,.

- multiplication par un scalaire A € R: A(uyp)pn = (Aup)n.

- le produit de deux suites (uy)n €t (Vn)n @ (Un)n(Vn)n = (UnVp)n.

- le quotient (Un)n 4o deux suites (Un)n et (vp)n avec v, # 0,Yn € N, est la suite :

w (Un)n
(wn) = (TZ)H

- On définit une relation d’ordre par: (up)n < (Vp)n < up < v, ,Vn € IN

Definition 31 Une suite numérique u=(uy), est

a) majorée (ou bornée supérieurement) s’il existe un nombre M € R, tel
que: Yn € N, u,, < M, .

b) minorée (ou bornée inférieurement) s’il existe un nombre m € R, tel que:
Yn e N, m < u,.

¢) bornée si elle est majorée et minorée.

Remark 32 La suite (u,) est majorée < l’ensemble E = {up,n € IN} est
magjore.

La suite (uy,) est minorée <= {u,,n € IN} minoré.

La suite (un)nern est bornée <= {un,n € IN} borné.



Example 33 Soit la suite (“=1),cn-.
Cette suite est bornée car Vn € N*,0 < "Tfl <1.

Example 34 Soit la suite (n?),cn. Cette suite est non bornée. Elle est minorée
par 0 (car Vn € N, n? > 0) et non majorée.

2.2 Suites monotones

Definition 35 Une suite (un)n, ot n € N, est :

1. croissante si: Vn € Nyuy, < upy1, cad ug < up < ..o <uy <
2. strictement croissante si : ¥n € Nyuy, < Upyq.

3. décroissante si: ¥Yn € N, Uy > Up41, Yn € N.

4. strictement décroissante si : Vn € Nyuy > Upi1.

5. stationnaire si: Vn € N; uy = Up41-
Example 36 Etudier la monotonie de la suite (u,)nen+ de terme général

Uy = — .
n2

- Puisque Vn € N*, u,, = n—lz, on @ Up41 = ﬁ
1

Gy car Vn € N¥, n? < (n+1)%

Donc la suite (3 )nen+ est strictement décroissante.

- On aurait pu le montrer en considérant la fonction f(z) = % (on a :
Vn € N*, u, = f(n)).Puisque f'(z) = —25 <0, Vz € [1,400[, la fonction f est
strictement décroissante dans [1,+00[, on en déduit que la suite (un)pen- est
ausst.

Ainsi oz >

Example 37 Etudier la monotonie de la suite (up)nen de terme général

271
n n+1
On va comparer deux termes consécutifs: u, = % et Upy1 = h
Onau1:%:2§uQ:§.:2§u3:§—T.:§§U4:%:%Lestermes

semblent décroitre.

7 . ?
A-t-onVn, unr1 < up 7 ce qui revient a montrer (iTT)' < i—!, cad nl2ntl <
?
(n+1)I12™  ce qui est équivalent ¢ 2 < (n+1).
Or cette inégalité est vérifiée pour tout n > 1 donc on a: (Vn > 1, uyyq

IN



2.3 Nature d’une suite

Definition 38 (1)Une suite (u,), converge (ou est convergente) vers L €
R, lorsque n — 400, si et seulement si
Ve > 0,dN €N tel que Vn > N : |u, — L| < €

On écrit alors lim (up), =L .
n——+oo

(2) Une suite (un)n diverge (ou est divergente), si et seulement si la suite
(un)n nest pas convergente.

Remark 39 |u, — L|<e<= —e<u,—L<e¢
<— L—-c¢<u,<L+¢
<~ u, €|L—¢,L+e.
Example 40 La suite (uy), dont le terme général est défini par wu, = %, ot
n > 1 converge vers 0.
En effet, Ve > 0,IN € N* : N ¢ > 1 (cela provient du fait que R est
archimédien) (on peut prendre ]\17 =[] +1). Donc¥n >N, onal <+ <

€= |un| =L <€ et donc nﬁTooEZO

Example 41 La suite (uy), dont le terme général est défini par u, = 2%, ot
n > 1, converge vers 1.
En effet, Vn > 1,u, = 2n = % > 1, 2w = 1+ v, ot v, > 0. Donc tout
revient & étudier la convergence de la suite (V).
Comme, Yz > 0, on a, (par recurrence), (1 + z)" > 1+ nx.
n

DoncVn>1, 2= (2%) =(14+v,)" > 14+nv, = 1>nv, cid v, < %
Ainsi, Vn > Ne = [1] 41, v, — 0] = |vn| < 1 < € cad la suite (vy,),, converge
vers 0.

Comme v, = (u, — 1) et que la suite (v,), converge vers 0 alors la suite
(un)n converge vers 1.

Remark 42 Soit une suite (un), et une fonction f, telles que u, = f(n) vV
n>m, oum €N,

Si lim f(x) existe alors lim u, = lim f(z).
r—+00 n—-+0oo r—+00

Proposition 43 La limite d’une suite, si elle existe, est unique.

Démonstration : La preuve se fait par 'absurde. On suppose que l; =

lim w, etlo = lim wu,,avecly # Iy
n—-+o0o n—-+o0o
cad Ve > 0,
AN1 e € Ntel que Vn > Nyt |u, — ] <e
et dN3. € Ntel que Vn > Nyt |u, — 2| <€
donc

en posant Ne = max(Ny ., No),on a: Vn > N, |u, —li| < e et
|un, — la] < €

10



D’ou Ve >0,dN :Vn > N on a :
|ll—l2|=\l1—un+un—l2|§|un—ll\+|un—l1\<26
et donc [l — I3| =0 cad I3 =l ,ce qui est absurde.

Proposition 44 Si une suite (un), converge, alors elle est bornée.

Démonstration : Si la suite (uy), CV vers L, on a
limu, = L& Ve>0,3 N, tel que n > N, |u, — L| <e

n—- +00

comme, u, = u, — L+ L = Ve > 0,3N, tel que n > N, |u,| < |u, — L| +
Ll <e+L)

donc Vn > N, |u,| < e+ |L]|

Soit M = sup(|ui]|, |uz|, ..., lun_|, e+ |L])

On a: Vn € IN, |u,| < M cad la suite (u,)n est bornée.

Remark 45 (1) Si la suite (uy), est non bornée alors elle est divergente(c’est
la contraposée de la proposition).

(2) La réciproque de la proposition est fausse. En effet, soit la suite (up)n
de terme général définie par u, = (—1)". On a :

Vn, |un| <1 (car ¥n,—1 < (=1)" < 1) mais la suite (u, )y est divergente.

Limites infinies :
lirf U, = +00 <= VA >0, ANy € IN* :Vn > Ny, u, > A
n—-—+oo

lim u, = —00 <= VA >0, ANy € IN*:VYn > Ng,u, < —A

n—-4o0o
<~ VB <0,3Ng€ IN*:Yn> Ny, u, <B
Remark 46 Si une suite diverge, on peut avoir soit lirf U, = 400, soit
n—-+oo
lim wu, = —o0, soit lim w, qui n’existe pas.
n—-+oo n—-+4oo

Enongons maintenant un théoréeme qui regroupe les opérations sur les suites
convergentes:

Theorem 47 Si (uy,), est une suite convergente vers L € R et (vy,), une suite
convergente vers M € R alors

1. lim (up, £v,)= lim u,+ lim v, =L+ M.

n—-+oo n— 00 n—-+o0o

2. lim (upvn) = ( lim u,)( lim v,) =LM

n—-+o00 n—-+00 n—-+oo

3. lim (Auy) = A( lim wu,) = AL, ot A € R.

n—-+o00 n—-+oo

lim unp

4. Si M #0 et v, #0,Vn,alors lim 7= = nodee ﬁ, M #0.

lim v
n—-+oo °n n—+4oco "

11



Démonstration : On a
limu, = L& Ve >0,3 Ny tel que Vi > Ny, |up, — L] <€

n—-+oo
et lim v, = M < Ve > 0,3 Na. tel que Vn > No ., |u, — M| <€
n—s-4oo
Pour tout € > 0,0n pose: N, = sup(N1,e, Na.)
1.
lirﬂl_ Uy = L .
n—-s-—+oo ! . _
hm Vp = M = nln-&l-oo(un + Un) - L + M
n—-s—4oo

Ve > 0,Vn > N.,on a:
|t + v — (L+ M)| = |(up — L) + (v, — M)| < |up, — L| + |v, — M| < 2
cad la suite (u, + v, ), converge et on a:

lim (up +vp) = nﬁTooun + nﬁToovn =L+ M.

n—-—+o0o
2.
lini Uy = L .
lim v, =M = nlnioo(unvn) = LM
n—->-—+00

On a:

[ty vy, — LM| = |ty vy, — M 4+ upy M — LM| = |up (v, — M) + M (up, — )]

= |upvy, — LM| < |uy| v, — M|+ |M] |uy, — ¢|

Soit € > 0,

-Vn> Ng,ona |uyv, — LM| <|uy| e+ |M|e

Comme la suite (u,), est une suite convergente, elle est donc bornée cad: 3
b tel que Vn, |u,| <b

on a alors: Vn > N, |upv, — LM| < |uy| € + |M| e < be+ | M| €

- Si on pose K = sup(b, |M]), on a: b+ |M| <2

et alors Vn > N, |upv, — LM| < be + |M|e < Ke.

cad lim (upvy) = lim w, lim v, = LM.

n——+4oo n——+4oo n—-+oo

3. et 4. sont faciles & vérifier.

Example 48 FEtudier la convergence de la suite (uy,), dont le terme général est
défini par u,, = %, oun > 1.
Cette suite converge vers 0 car la fonction lim f(x)= lim 2 =0

xr——400 z——+o0T

Example 49 Etudier la convergence de la suite (uy,)y dont le terme général est

T _ n34100
défini par u, = 7(17:1)3
. . . . 3
Cette suite converge vers 1 car la fonction lim f(x)= lim % t}%} =
xr——+00 x— 400 (z—1)

Example 50 Etudier la convergence de la suite (vy,), dont le terme général est
défini par

Vp = (1—}—%)”(4—1—%) oun > 1.

Si on pose u, = (1 + %)n et wy, = (4—|— %), ona lim u, =eet lim w, =

n—-+oo n—-+oo

4 donc lim v, = 4de.
n—-+oo

12



Ainsi la suite (vy), converge vers 4e.

Rappel : Ya > 0, on a a® = e*'°8(2)

log(1+X)
X

En utilisant lim =1 et en faisant le changement de variable x =

X—0
% on a: (1 + l)lC _ prlog(14+3) _ el
9 . o .
- 1\Z% _ . . . 1\ o
Donc )1(1210 (1 + ;) = e ainsi n&Too (1 + E) —e.
Example 51 Etudier la convergence de la suite (uy,)y, dont le terme général est
défini par
up, = (=1)" oun > 1.

1 s ] ,
st n est pair donc lim (—1)»

; ; 1" = . . .
Cette suite diverge car ( ) { —1 sin est impair il

n’existe pas

Example 52 Etudier la convergence de la suite (uy,)y dont le terme général est
défini par
ug = 1
Up = 2Up_1, ST >1

On a une suite géométrique de raison ¢ = 2. Par recurrence sur n, on montre
que: U, = 2"ug = 2".

Donc cette suite diverge car la fonction lim f(x) = lim 2% = 4o0.

r——+00 xr——400

Dans certains cas, on peut aisément prouver qu’une suite est convergente a 1’aide
de certains criteres.

2.3.1 Criteres de convergence:

Theorem 53 (d’encadrement) : Soit (Un)n, (Un)n €t (wy)n des suites telles que
Up < Wy < v, pour tout n > m, oum € N. Si lim u, =L et lim v, =1L

n—-+oo n—-+4oo

alors lim w, = L.
n—-+oo

sin(n)

Example 54 Déterminer lim
n—-—+o0o

Pour tout n € N, on a —1 < sin(n) < 1 donc =% < # <41

Or lim =L =0et lim L1 =0donc lim 2 =
n—+oo ™ n—+oo™ n—+oo M

Definition 55 Une suite (uy,)n est dite alternée si seulement si pour toutn € N
(ou N*) on a upu,41 < 0.

Proposition 56 Si une suite alternée converge alors sa limite est nulle.

13



Example 57 Déterminer lim )iy

n—+oco M
Pourtouthl,ona_—lgﬁgl. or lim =X =0et lim £ =0
n n n n—-+4oo M n—+oo™

donc lim X —o.
n—+oco M

Theorem 58 Soit une suite (Up)n, ot n € N

1. Si la suite (uy)n est croissante et magjorée par M, alors la suite est con-
vergente et de plus sa limite | vérifie | < M.

2. Si la suite (up)n est décroissante et minorée par m, alors la suite est
convergente et de plus sa limite | vérifie | > m.

Remark 59 On peut voir facilement que si

lim u, =40 ou lim wu, = —o0,
n—-—+o0o n— -+00

alors la suite (uy,), est non bornée

Proposition 60 Soit une suite (up)n, oun € N,
1) si la suite (uy,)n est croissante et non majorée, alors lirf Up = +00 .
n—-1+0oo

2) si la suite (uy), est décroissante et non minorée, alors HI_{I_I Uy = —O0.
n—-—1+0oo

Example 61 Déterminer, sans évaluer la limite, si la suite (ﬂ)n est con-

vergente ou divergente. On dit aussi déterminer la nature de la suite.
3n

On a u, = 7245 est définie pour tout n. De plus , on a u, = f(n) ot f est

la fonction f(z) = 45’_”;1. Ona f'(z) = m > 0,Vx € [0, +o0[. Ainsi la suite
(%)n est strictement croissante.

D’autre part, pour tout n,u, = 42% < 4:% < % = 1. Par suite la suite
(%)n est majorée. Comme elle est déja (strictement) croissante alors elle

est convergente.

Proposition 62 (Critére de D’Alembert pour la convergence des suites a ter-
mes > 0): Soit (un)n une suite réelle a termes strictement positifs (cad Vn, u, >
0). Si liT il — [ < 1 alors la suite (un), converge vers 0.

n—-—+0oo n

Démonstration :On a lim L = [ < 1 donc
n—+oo Un

Ve > 0,dN. :n > N, on a

Untl 7)<
Unp

Puisque L < 1 jilexiste be R: 0 < L <b < 1.
Poure=06—L >0,dAN,Vn > N,on a:
tah L) < bl —(h-L) £ oL < b-L = B < b= i < buy
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Ainsi (par itération du processus) , on a :
0 < Upg1 < by < bup_y < ... < b Ntlyy

Or liT (" NHlun) = (b Nuy) liT b+t = 0 donc lz'T Uns1 = 0, cad

la suite (uy,), converge vers 0.

Example 63 Etudier la convergence de la suite (uy,)y, définie pour tout n par
n

Up = 3w -
Pour tout n, On a u, = 5 > 0.
lim *25L = lim (3 2) = lim % =1 <1
n—4oo Un nHJrOO(Q +1 n) netoo 2N 2

Donc, d’apres le critere dit de D’Alembert, la suite (un)n = (55 )n converge
vers 0.

2.3.2 Suites de Cauchy

Definition 64 Une suite réelle (uy) est dite suite de Cauchy dans R , si et
seulement si :
Ve>0,3 N, e N*:¥p> N, et Vg > N, = |up —uy| <¢

Theorem 65 Toute suite réelle convergente dans R est une suite de Cauchy
dans R.

Démonstration : Si (u,) est une suite réelle convergente vers [ dans R, on

lim u,=¢<&Ve>0,3IN.>0:Vn>N, \un—€\<§

n—s-+oo
Donc
Ve>0,dN.>0:Yp>N.etVg>N.ona:

[up —ug| < |up — €]+ Jug — €| < e+ e < 2.

La réciproque du théoreme précédent est vraie:

Theorem 66 Toute suite de Cauchy dans R est convergente dans R .

Quelques propriétés des suites de Cauchy:

Proposition 67 Si (u,) et (v,) sont deuz suites de Cauchy alors :
Les suites (|un|)n et (Jun|)n sont de Cauchy
La suite (u, + vy)n est de Cauchy

Definition 68 Une suite (uy,) est dite suite contractante dans R | si et seule-
ment st :

Vn > 1, Jupt1 — | < klup —tn_1] 00 0 <k < 1.

Theorem 69 Toute suite contractante dans R est une suite de Cauchy dans R
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2.4 Suites récurrentes

Definition 70 Une suite récurrente s’écrit sous la forme suivante: ug, U1, ..., Us—1

donnés, et u, s’écrit sous la forme suivante :

Up = F(Up_1,Un—2,...,Un—s) , 00 F est une fonction donnée
ou

Up, = G(Un Un—1,Un—2, ..., Un—s), 0U G est une fonction donnée;
pour un entier s donné.

2.5 Exemples:

Example 71 Les suites arithmétiques et géométriques sont des suites recur-
rentes.

Example 72 Suites Arithmético-géométrique : Ce sont des suites (uy ), dont
le terme général est défini par :

ug donné
Up4+1 = AU, + b pour tout n >0

ou a,b sont des réels donnés.

Example 73 Calculer les 3 premiers termes de la suite (uy), définie par :

’LL():l
Upt+1 = 2Uy + 1 pour tout n >0
On aug=3doncu, =2ug+1="7u =2u;+1=15 et ug = 2us +1 = 31.

Example 74 Calculer les 2 premiers termes de la suite (uy,), définie par

uon
Uy = ﬁ, pour tout n > 1.
n—
_ __3 _3 - _3 _ 3 _6
Onauo—Odoncu1—2+uO—2,uQ—2+u1—2+%—7

Example 75 Calculer les 2 premiers termes de la suite de Fibonacci (un)n
définie par :
Uy = 1, U = 17
{ Up = Up—2 + Up_1,51 1 > 3.
Onauy =us=1doncus =ui+us=1+1=2 etug =us+us =1+2=3.

2.5.1 Etude de suites récurrentes particuliere

Soit I un intervalle de R et f une fonction réelle définie dans I et a valeur dans
un sous-ensemble J de I, cad f: 1 — J C 1.
On considere la suite (uy,), définie par :

ug € I, donné
Un41 = f(un)a n >0
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Cette suite est appelée suite récurrente associée a f et ug.
Ona: VneN, f(u,) € I donc la suite (uy), est bien définie.

Proposition 76 Sila suite (u,)y converge versl et si f est continue enl alors

1= ().

Remark 77 Pour étudier une suite recurrente de la forme : uo donné

Un41 = f(un), n >0
i) On étudie : upy1 — up = f(Un) — Up.
- On peut étudier le signe du second membre.

- Si tous les uy,, sont positifs, on étudie le rapport R = lim

Un+1
n—-+o0o u

, St cette

limite existe.

Si R > 1 alors la suite (uy,), est croissante.

Si R < 1 alors la suite (uy)y est décroissante.

i1) On peut faire Uhypothése que la suite (uy), converge versl. 1 est alors
solution de 'équation | = f(l), si on suppose que f est continue. On cherche
alors a monter que le terme |un 1 — 1| tend vers 0 quand n — +oo.

Example 78 FEtudier la convergence de la suite (uy)y dont le terme général est
défini par
ug = 2
Up41 = %un +4, sin>1.

On a uy =%u0+4:5,

Ug = %ul +4: %(%U0+4)+4: %U0+6

uz = suz +4 = 5(3u0 +6)+4=guo+7

Par récurrence sur m, on montre que: ¥Yn,u, >0 .

Si la suite (up)n converge vers l alors | = %l +4=1=28.

Ainsi, | —upy1 = (31 +4) — Gun +4) = 3(1 — uy).

Donc 1 —up1 = 3(l—up) = 527 (l —ug) = 5= (car 8 —ug = 6), la suite
(un)n converge vers 8.

Example 79 FEtudier la convergence de la suite (uy,), dont le terme général est
défini par
Uug = 0
{ un:ﬁ, sin > 1.

On a une suite récurrente cad de la forme u, = f(un—1) avec f(zx) = %iz

Si la suite (un)n converge vers l, on aura l = f(l) cad | = 2i+l’ dont les

solutions sont 1 et —3. Comme tous les éléments de la suite sont positifs alors
I > 0. Par suite une limite eventuelle de la suite est [ = 1.

1 = 3 1 — —1tuy, _ _ | =1tun 1 _
Onau,—1=52>——1= 774 donc |u, — 1| = ‘ | < g lun—1 —1].
Par itération du processus, on a: |u, — 1| < 3= |ug — 1| = 5. Donc la suite

(un)n converge versl = 1.

Example 80 On considére la suite (uy,), définie par :
ug donné,
Upt1 = 3+ Ls(gu"), n>0
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La suite (uy), est une suite récurrente associée 4 f et ug =1, avec

f) =2+ g e 1, 4ol
2 3
Sa dérivée est: f'(z) =1 Sin?fm),V:c €1, +oo[ = |f(2) <L+ % = % <1

La suite (uy)n est alors contractante donc elle converge.

Theorem 81 Soit I un intervalle de R et f une fonction réelle définie dans 1
a valeurs dans un sous-ensemble de I, cad f: I — J C I. On consideére la suite
P ) ug € I, donné
(un)n définie par { tnir = Flun), m >0
i) Si la fonction f est croissante sur I alors la suite (un)n est monotone.
Plus précisement:
st ug < uq alors la suite (uy), est croissante.
st ug > uy alors la suite (uy,)y est décroissante.
i1) Si la fonction f est décroissante sur I alors les suites (usp)n €t (U2n+1)n
sont monotones. L’une est croissante et l'autre est décroissante.

Démonstration : i) Comme on a: Vn € N, w1 —u, = f(un) — f(un-1) ,
- st ug < wy et f croissante = f(ug) < f(u1) = ue —ur = fuy) — f(uo) >
0= u; < us.
Par récurrence sur n, on a: V¥n € N, upy1 — up = f(un) — f(up—1) > 0. La
suite (uy), est donc croissante.
- Le cas ug > uy se traite de maniere analogue au cas précédent.
ii) Si la fonction f est décroissante = g = fof est croissante.
Or pour ug donné, on a : Vn € N, uspi2 = f(uant1) = fof (uan) = gluan).
De méme pour u; donné, on a : ¥n € N, ugpt3 = g(u2nt1)
En utilisant i), on montre que les suites (u2n)n €t (U2n+1)n sont monotones.
En effet
- si ug <usg
g = fof croissante = us = g(up) < ug = g(usz) et par itération du
procédé, la suite (uay, ), est croissante
f décroissante = u; = f(up) > ug et par itération du procédé, la
suite (ugp+1)n est décroissante.
- si ug > ug,le méme raisonnment est valable dans ce cas aussi.

Example 82 On consideére la suite (uy,), définie par :

ug = 1,
_1(,3
Upy1 = 3(u, +1), n>0
La suite (un)n est une suite récurrente associée a f et ug =1 o

o) = %(ﬁ +1),Va € [0, +00[.

f est une fonction croissante. D’aprés le théoréme précédent, la suite (uy)n
2

est monotone. De plus, ug = 1 > uy = f(1) = 5, il s’en suit que cette suile est
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décroissante. D’autre part, par récurrence sur n, on montre que la suite (un)n
est minorée par 0.

Donc la suite (uy,), converge vers une limite I € [0,1] et qui vérifie | = f(1),
cad 1 est l'une des solutions de I’équation I3 — 31 +1 = 0.

Example 83 On considére la suite (uy,), définie par :

ug donné,
1 cos(u.
Upgr =%+ =0 p >0
La suite (u,), est une suite récurrente associée a f et ug = 1 ot Vo €

[1,4+o00[,0n a f(x) = 5 + Cosz,’ﬂ

Va € [1,4o00[,on a f'(z) =1 — # =|flz)<s+3=2<1
La suite (uy), est alors contractante donc elle converge.

2.6 Suites adjacentes

Definition 84 Soient (uy)n et (vyn)n deux suites réelles on dira que (uy)n et
(vn)n sont adjacentes si
1) (up)n est une suite croissante et (v, )y est une suite décroissante
2)¥n , on au, < v,
3) nlim (up, —vp) =0

—+o0

Proposition 85 Deuz suites adjacentes sont convergentes et ont la méme lim-

ite.

Faire la démonstration a titre d’exercice.

Example 86 Soient (un)n €t (vn)n deux suites définies par :
up=1loup =1+ + ...+ 5
vo = 4,0, = Up+ % pour n > 1
On a : VYn,upy1 — Uy = ﬁ >0 = Upqp1 > Uy Y0 = (uy,) est
strictement croissante.
Ona:Vn,v,1—v, = (unﬂ—&—ﬁ)—(un—f—%) = unH—un—f—ﬁ —% =
2 1

(n+1)! — !
2 1 1 [2—(n+1 1 1— .
donc Vn,’l)n+1—vn = W—m = |: (n(:l)'):| = (T—O—Tll) < O,Sl n> 1.

= Vn,vpt1 — vp < 0 = (v,)y est strictement décroissante.
D’autre part,
n, v, — U, = % >0 = Vn,v, > u,
et lim (v, —up,) = lim L =0
n—-m:a©0 n—oo 7t
donc (un)n et (vy)n sont 2 suites adjacentes, donc elles sont convergentes et
ont la méme limite [.

On a donc lim u, = lim v, =/,
n——>oo n——oo
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avec Uy, <Ll <v, et 1<u, <uv,.

Remarque : £ est un nombre irrationnel :

La démonstration se fait par absurde: supposons que { est un nombre
rationnel, cad I(p, N) e Nx N* : [ = &

On a:

Vn, 1<u, <v,=>1<l=%

Vn, up, <l<v, =VWnl+H+.+3<E<1+4+5+ 0

En multipliant par N! les 2 membres des inégalités précédentes, on obtient :

NI+(N=DI+(N=2)+.. 41 < P(N-1)! < NI+ (N=-D!+(N=2)!+...+1+1

Donc si on pose A= NI+ (N—1)!+(N-2)1+...+1 alors A< P(N-1)! <
A+1

Ce qui est absurde, car P(N — 1)! € N et A et A+ 1 sont des entiers
consécutifs .

Donc £ est un nombre irrationnel. Ce nombre est noté par e.

Etonae= lm (I1+4H+.+4)=1+L+. +5+..

n—--4oo
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