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Chapitre IV :
Développements limités et applications

Soient f et g deux fonctions réelles définies au voisinage d’un point o € R, sauf peut étre en
Zg.

1 Comparaison de fonctions:

Soient f et g deux fonctions réelles définies au voisinage d’un point z( sauf peut étre en x;.
Dans la suite V(xy) désigne un voisinage arbitraire de zq et Vo(xg) = V(z0) \ {x0}-

1.1 Fonctions équivalentes

Définition :
On dit que f et g sont équivalentes, quand x — xg, s’il existe une fonction h, définie dans
Vo(xp), telle que:

f(z) = g(x)h(x), Yo € Vo(xp), avec lim h(z) =1

T—x0

et on écrit alors
f ~ g outout simplement f ~ g
x0

De maniere analogue, on définit deux fonctions équivalentes au voisinage de +o00 ou —oo,a
droite ou a gauche d’un point.
Remarques:

1) f ~ g peut s’écrire aussi:

f(z) =g(x) (1 +e(x)),Vx € Vo(xy), avec lim e(x) =0

T—X0

2) Si la fonction g ne s’annule pas au voisinage de xq, la définition précédente signifie que:
lim L2 —p,

r—>0 g( )

En particulier f ~ 1, ou [ est une constante non nulle, veut dire que f(x) — L.
o T—T0

Exemples :

1) sin(x) ~ x,au voisinage de 0, car lim Smx(x) =1

z—0
2) tg(z) ~ x,au voisinage de 0, car hm% = 1.

x—0

2

)t

3) 1 —cos(z) ~ ﬁ ,au voisinage de 0, car 1 — cos( ) = 2sin? (%) ~ 2 (%)2 =
)
)

4) exp(z) — 1 ~ z,au voisinage de 0, car lim=— = 1.

z—0

5) Pour la fonction polynémiale: P,(z) = ag + a1 + agz® + - - - + a,2", avec a,, # 0
* Au voisinage de l'infini:
P,(x) = apa" (-2 +ax"1+ax"2+ +a"’1+1)

anx™

lim I;:(;i) =t oot ot 2+ 1) = 1= F,(z) ~ a,a™,au voisinage de
I'infini.

* Au voisinage de 0:
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- Siag # 0, P(x) ~ ag ,au voisinage de 0.
( —1

-Siag=ar=....=a;1 =0et q; #0, alors P(z) ~ a;a’ ,au voisinage de 0.

Théoreme : Si au voisinage de xg, fi ~ g1 et fo ~ go, alors au voisinage de xg :
1) Jifa ~ G192
2) Ll ~ &
f2 92
3) Siafi + Bf2 # 0 et agi + Bga # 0 alors afy + Bfa ~ agr + 892

Remarque :
1) Si f ~ g, les fonctions composées h o f et h o g ne sont pas nécessairement équivalentes
zo

au voisinage de xg.

En effet au voisinage de 'infini:  + 1 ~ x mais e**! n’est pas équivalent & e*. De méme
sin(z + 1) n’est pas équivalent a sin(z).

2) Au voisinage de 0 : sin(z) ~ z et tg(x) ~ x mais sin(x) — tg(x) n’est pas équivalent a 0.

Théoréme : Si f ~ g et si u(x) — 1z et 'ensemble image de u est inclus dans les ensembles
fy) T—x0

de définition de f et de g, alors f(u(x)) ~ g(u(z)).
zo

Exemple :

1) Au voisinage de 0: e* — 1 ~ 2 = e — 1 ~ 22

2) Au voisinage de 0: log(1 + ) ~ 2z = log(1 + %) ~ &

er

Propriété : Si une fonction f possede un développement de Taylor au voisinage de xg, le
premier terme non nul rencontré dans ce développement est un équivalent de f au voisinage
de zg.

Exemples:

D’aprés les formules de Taylor (et de Mac-Laurin) de quelque fonctions usuelles. Toutes ces
formules sont valables pour z au voisinage de 0 (pour les obtenir au voisinage de a,il suffit de
poser x = x — a), on obtient :.

1) Au voisinage de 0, * ~ 1—1—3:—}—”;—?—1—... + 2

2) Au voisinage de 0, sin(z) ~ x — % —|— 5 o+ %x%*l

)
3) Au voisinage de 0, cos(z) ~ 1 — % C 4oz z R Gl
)

@t v
4) Pour tout a € R, on a:

(14 2)* ~ 14 oz + 282 4 4 alezleloninzl) gn
En particulier :

1% ~1—x+2?+ ..+ (=1)"2", au voisinage de 0.

ﬁ ~ 14+ x4+ 2%+ ...+ 2", au voisinage de 0.

5) Au voisinage de 0, log(1 —z) ~ = + 5‘2—? + ..+ %T,L

1.2 Fonctions négligeables:

Définition:
On dit que f est négligeable devant g, au voisinage de xg, et on note

f=0o(9)
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sl existe une fonction e définie dans V() telle que:

f(z) =¢e(z)g(x),Vr € Vo(xg), avec lim e(z) =10
T—x0

De maniere analogue on définit des fonctions équivalentes au voisinage de +00 ou —o0,a
droite ou a gauche d’un point.
Remarque :

Si g ne s’annule pas au voisinage de xy on a:

B . o flx) B
f =o(g), au voisinage de xy <= lim —— = lim ¢(z) =0
T—T0 g(:L‘) T—X0

Exemple:

Sia >, 2% = o(xP),au voisinage de 0.

Si a < 3, 2% = o(2”),au voisinage de 'cc.

par exemple: x! = o(z?) au voisinage de 0 et 2% = o(z?) au voisinage de 1'oo .

2 Développements limités
2.1 Définitions et propriétés:

Définition : Soit f une fonction numérique définie dans Vy(xg) = V(o) \ {zo}-

On dit que f admet un D.L d’ordre n, au voisinage de x, s’il existe un polyndéme P, de
d° <n

tel que: f(z) — Pu(x) = o((x — xo)")

Si P(x) = ag+ar(x—x0)+- - - +an(z—x0)" le DL de f peut s’écrire sous la forme suivante:

f@)=ao+ai(x —x9) + -+ an(x — 20)" + (x — x0)"e(x — 20), Y € Vo(x0)
avec £(z) — 0, lorsque x — .
P,(x) est appelé partie principale du D.L de f.
(x — xp)"e(x) est appelé reste du D.L de f.

Remarques importantes:

1) Le développement limité est une notion locale: L’égalité du DL de f ,a lordre n, au
voisinage de xg est vraie dans un voisinage de xg uniquement.

2) Le D.L en xy peut étre calculé en substituant x — z¢ & = dans le D.L en 0. Pour obtenir
un D.L au voisinage de 1’0o, il suffit de substituer % a x dans le DL au voisinage de 0.

Pour simplifier dans la suite, on étudie les DL en xy = 0.
Théoréme 1 : Unicité d’un développement limité

Si f admet un D.L d’ordre n, en 0 alors il est unique.

Remarque : l'unicité est dans le sens que la partie entiere du DL a l'ordre n au voisinage de 0
est unique.

Démonstration:
Supposons que pour tout x € Vy(0) :
flz) =ao+a1x + -+ aa™ + 2" (x) , out limosl(m) =0,
et xT—>
f(x) =by+ brx+ -+ bx™ + 2" (x), out xli_n}OgQ(x) =0,
avec (ag,ar, -+ ,an) 7 (bo, b1, ,by).

Soit p le plus petit entier, entre 0 et n, tel que a, # b,.

)



En faisant la soustraction des deux égalités précédentes, on obtient:
0= f() = f(2) = (ay — bp)a? + (apss — byi1)a? 1+ + (0 — b)a" +a"(e1(x) — 2(a))
En divisant par 2P, on a
0=(a,—0by) + (aps1 — bpr1)x + -+ -+ (an — by) 2" P + 2" P(e1(z) — e2(x)), Vo € V(0).
Lorsque z — 0, on a: a, — b, = 0 <= a, = b,,
ce qui est en contradiction avec a, # b,.D’ou a; = b, pouri =1,--- n.
Fw) = Pa(e) +a"ea(@) U p) - pla) = 07(ey () —ea(x)) = &1 = 29 . dans Vo(0)
f(z) = P.(z) + a™ea(x) N N ! 2 b 0N
Théoreme 2:
Si f est de classe C™ au voisinage de xg, alors f admet un développement limité d’ordre n,
au voisinage de x( de la forme suivante:

,l’ 1 T (n) z " n
f(x) = f(.To) —+ f (1!0) (;L’ — .I'D) -+ %(Z’ _ .T0)2 + .+ fn—('())(x _ xO) + (.CE _ 330) E(.Z’ _ J}O),

avec lim e(x — x0)=0.
T—x0

Démonstration: D’apres le théoreme de Taylor: Jc compris entre x et zq tel que:
'z (o n) (¢
f(z) = f(z )+f(o)( )—i—f(o)(x—xo) 4+ i@ ()(:C—xo)”
- (n) ) (¢ (™) (g
—f(xo)—l-f(O)(:E x)+f§,°)(x x) +.. +f ( )(x IEO) +[fn!()_f (,0)](:E $0)

[f(’;)!(C) _ ™ (Io ] =o0.

n!

(x — x0) => (¢ — @) et comme f(™) est contmue en xg,on a lim

T—T0
) (z n
Donc f(z) = f(x )—i—f( 0) (g — )+ LLx0) ;, N — )2 ... 4 L) (0)(95 xo)" + (x —x0)"e(x —20),
avec e(x — xg) = [f(’;)!(c) - f(n;(!“)] — 0, lorsque x — 0.
Remarque: ’hypothese f de classe C™ n’est pas nécessaire pour 'existence d’un DL d’ordre

a?sin(1), si x #0
0, stz=0

Pour z # 0,0n peut Décrire f(z) = 2%z sin(1),

et comme limz sin(2) =0, car |sin(2)| <1, on a:

x—0

f(x) = 2%e(x),avec hH(l)é?( z)=0
c’est le DL d’ordre 2 de f , au voisinage de 0. Pourtant f” n’existe pas en 0.
En effet, pour z # 0, f'(z) = 3z?sin(2) — z cos(L) et f/(0) = hma: sin(1) =0,

Par exemple: Soit f(x) = {

mais f”(0) n’existe pas, puisque w = 3z sin(%) — COS(E) n’a pas de limite, lorsque
r — 0.
Propriété: Développements limités des fonctions paires et impaires

Soit f une fonction numérique définie au voisinage de 0 et qui admet le D.L

f(z) = Py(x) + a"e(x), Vo € Vy(0) , et liH(l) e(x) =0,

avec P,(x) = ag+ a1z + - + a,a”

i) si f est paire alors le polynéme P, est pair, ce qui entraine agg1 = 0, pour 1 < 2k+1 < n.

ii) si f est impaire alors le polynome P, est impair,ce qui entraine agr, = 0, pour 0 < 2k < n.

Démonstration:
i) Si f est paire alors f(z) = f(—z),Vz € V(0).
L’unicité du D.LL entraine alors: P,(z) = P,(—z),Vx € V,(0).
Comme P,(—1) = ag — a1z + asx® — azz® + - + (= 1)" ta, 12" ' + (—1)"a,z"
on a: 0= P,(x) — P,(—2) = 2a17 + 2a32® + - - - + 2agp 122 400
:>@1:a3:...:a2k+1:...:0



ii) Si f est impaire alors ag = ay = = a9, = =0.

En effet f impaire = f(z) = —f( r),VYx € VO( ). Et T'unicité du D.L = P,(z) =
—Pn(—l’),v.%‘ S Vo(())

Comme P,(—1) = ap — a1x + asz? — azax® + -+ - + (=1)"La,_12" 1 + (=1)"a,a",

on a: 0= P,(z) + P(—x) = 2a9 + 2a02? + - - - + 2a9,0% 4 - -+ - -

:>a0:a2:---:a2k:---:().

Exemples:

* Le D.L d’ordre 4 en 0 de cos(z) est cos(z) =1 — 2, Sy o - ate(x)

* Le D.L d’ordre 4 en 0 de sin(z) est sin(z) = z — & 4 ze(z) .

2.2 Opérations sur les développement limités
2.2.1 Somme

f(x) = Po(x) + 21 (2), lime, (z) = 0 F(@) 4+ g(x) = (Py + Qn)(x) + a"s(2)
f(z) = Qun(x) + x™ey(x), i%gQ(x) —0 ( avec lime(z) = 0.

x—0

Remarque : Si f et g admettent un développement limité d’ordre n et m respectivement, au
voisinage de 1y, fini ou non, alors f + g admet un développement limité a l'ordre Min(m,n),
obtenu en ajoutant les deux développements limités de f et g

Démonstration :
Si f(z) =ap+ a1z + -+ - + apx™ + 2" (), limosl(x) =0,
g(x) =by + bz + -+ + by + x"eq(x), lin%ag(x) =0,

alors f(z) + g(x) = (a0 +bo) + (a1 + b1)z + -+ + (an + bp)2" + 2" (1 (2
Si on pose e(z) = &1(x) + 2(x), on a lirr(l)a(x) = lir%gl(x) + lirr(l)sg( x) =

) + ea(x));
0.
Exemple:

Sif(x)=2+zx+ % + 2l (x),avec i%gl(w) =0,

et g(x) = -2+ $_32 + % + 2y () ,avec glgii%sg(m) =0,

alors f(z) + g(x) = + %—2 + % + ’f—g + z'e(x), avec g}%g(:c) =0,

2.2.2 Produit

Si f(z) =ap+a1x+ ...+ a2™ + 2" (x), avec lir%sl(x) =0,
et g(z) = by + bz + - + bya” + a"ey(x), avec hH(l)éQ(l’) =0,

alors f(z).g(z) = > ai(bg + b1z + - - + b2 )z’ + 2"e(x), avec lime(x) = 0.

i— z—0
Démonstration : ’
f(x).9(z) = (ap + a1z + ... + apa”™ + 2”1 (x)) (b + b1z + . .. + bx™ + z"e5(x))
=(ap + a1z + ...+ a,z")(bo + bz + ... + bya™ + bya™) + x"E(x)
avec €(z) = (ap+ar1x+. . .+apx").e2(x)+(bo+brx+. . .+ba").c1(x)+2"e1 (), etiiir})g(x) = 0.

M=

— F(@).9(x) = 3 ai(bo + b + ... + bz )z + i (Oniar@ + .+ bpa)a™ + a2 (z)

0
a;(bo + 1w + ... + by )t + 2" (x)

<.
Il

-

=0



avec e(x) = Y. a;(bp_i17 + ... + bx’) + E(x) et on a QIDILI(I)E(.T) = 0.

Remarques :l '

1) La partie principale du DL de f(x).g(x) est formée de tous les termes de Py, (z).Qn(x),
de degré inférieur ou égal a n.

2) Si f et g admettent un développement limité respectivement d’ordre n et m , au voisinage
de xo (x¢ fini ou non) alors f.g admet un développement limité a l'ordre Min(m,n), obtenu
en multipliant les deux développements limités de f et g. Dans le calcul , on ne garde que les

termes de degré inférieur ou égal a Min(m,n).

Exemple:

Si f(z) =2+z+ % +ate(z) et gla) = -2+ % + 2 1 aley(x), lime, (v) = lime, (x) = 0,
alors

f(@).g(x) = =4 — 22 + 227 + 22 — Ba’ + 2e(2), avec lime(z) = 0.

r—0

2.2.3 Quotient

Si
- [ et g admettent un développement limité d’ordre n, au voisinage de xg, (7o fini ou
non)
- lim g(x) # 0 (c’est a dire by # 0)
alors admet un développement limité a 'ordre n au voisinage de x.

Pour determmer la partie principale de £ 5, on fait la division de P par (),suivant les puissances
croissantes de x, a ’ordre n.

Démonstration

Si f(x) = Py(x) + a"e(2), }:i_r)r(l)gl(x) =0,

et g(z) = Qn(z) + 2™es(x), iiiré@(x) =0,

on fait la division suivant les puissances croissantes de x,d’ordre n,de P, par @), :

P.(x) = Qu(x)S(z) + 2" R(z) avec R et S des polynomes et deg S < n.

= (f(z) — a"e1(z)) = (g9(x) — a"e2(2))S(x) + 2" R(x)

= f(x) = g(x).5(x) + 2" (e1(x) — e2(2)S(x) + 2 R(x)) .

Si on pose e3(z) = e1(z) — e2(2)S(x) + zR(x),0n a
f(z) = g(x).S(x) + z"e3(x) avec }}_}I%&Tg(ﬂ?) =0

— fgjgg 5( )+a:"f3(( )

Donc S(x) + z"e(x) , avec liH(l)g(q;) — hn(ljsgs((xx)) —0.

Remarques ;

i) Si g admet un D.L d’ordre n en 0 et que ierOL g(x) #0 alors é admet un D.L d’ordre
n en 0.

it) Pour calculer le DL d’ordre n de ﬁ, 1l suffit de montrer que % admet un développement
limité a lordre n, puis de faire le produit par celui de f .
Exemples:
1) Si f(z) = —2+30+ % + z +x46( ) et gla) =2+ + %+ ale(x)

alors le DL d’ordre 4 de ,au voisinage de 0 :

flz) _ 17 3 67 .4
9 = "1+2z— 2a% + gfa® — $hat 4 ate(x).

2)x DL d’ordre 4 de Cos(x) au voisinage de 0:
On acos(0) =1+#0



= ag + a T + asx? + azx® + agxt + vle(x).
1
cos(z)

C08(2). gy = 1 == (1— 2 4+ 20+ 2'e(x)).(a0 + a1 + aga® + aza® + agz* + zle(z)) = 1
= a0+ (L +a)2® + (L + %L +ay) +a'e(zx) =1
= (@ =1,—% +ay=0et §5 — 2 + a4 =0)

_ 1 s U B
— (ap=1, aa=5¢etas=—5+7= %)

cos(x)

La fonction z — est paire = a; = az = 0.

2

x 5
=1 - 2 4 4
cos(x) N 2 * 24" @)

* tgx = sin(x )Kl(x) (2 — % 4 atey(x))(1+ % + 2t + atey(2))

= tg(x) =+ %+ 5(x).
xUne autre maniere de développer %, lorsque f(0) #0

(1+2z)* = 1—|—ozx—|—.o‘(a2'— 1)x2+---+ ala - 1>(a_272""(a—”+1>x"+x”5(x)
S~ i 1 5+ o)
= 1+(— 1)(—4—2+4?+x4g<xz)+“@#(—§+§+x4e(ag)> + DR (s 2 g ()3
=1+ -2 - z te(x) + & + 2'é(x), avec x'é(x) = (ED-(2):(=3) (3,2)( 3)(—% + "fl—? + xte(z))3.
— Cos(x) =1+% (214 — Dzt + 2t (z)
= s =1t5 1 St 4 ate (@)

Remarque: Dans le cas 012 by = li??(”)b g(x) =0, on peut opérer d’une maniére analogue, mais
on obtient un développement appelé développement limité généralisé.
Par exemple: Si f(z) =1+ z + 2% + 2%(x) et g(x) =2z + 32 + 2°¢(z), alors

f(@)  l4etad4ade(@) 1 14z+dd 3 _ 1 _ 3.2 _ 1.3 9,4 3
00 = s ite) — 2 1437 +2e(r) = 5 (1 + 2 — 52° — 52° — Ja%) + 2’e(x).

2.2.4 Composition:

Si
- f admet un développement limité d’ordre n, au voisinage de 0,
- g admet un développement limité d’ordre n, au voisinage de 0, et illr(l)g(l‘) =0,
alors
fog admet un développement limité d’ordre n, au voisinage de 0, obtenu en développant
la composée des développements limités de f et g.
On substitue alors a z, dans la partie principale du DL de f en 0, la partie principale de g
et on ne garde que les termes de degré inférieur ou égal a n.

Exemples :

1) En substituant 22 & x dans le DL de F :

= l-ot+a® =2 - (=) + ate(x)
on obtlent

o = 1= ot 4 (1) 2 4 2 ().
2) En substituant 22 & z dans le DL de

A =g+ R e

on obtient
22 1.3...(2n-1) _on n
Lo =142 4 L2l g2n g gng(g),

~—
- TH
8




2) Calcul du DL d’ordre 3 de ¥"(®) au voisinage de 0:
g(x) = sin(zr) =z — & + 2%¢(x) et sin(0) = 0;
f@)=e"=1+a+2 +2 4 a’(x).
donc
e =14 (2 — L)+ Lz — )+ Lo — L) + 2P(2)
et si on ne garde que les termes de degré inférieur ou égal a 3 on obtient
@ =14 2 + 122 + 232(2)
3) Calcul du DL d’ordre 2 de h(z) = €@ en 0.
On a: cos(z) =1— % +2%(z) et " =1+z+ % + x?%e(x).
Comme cos(0) =1 # 0, si on pose g(z) = cos(z) — 1, on a g(0) = 0.
Ainsi
g(x) = =% + 2%=(x) et g(0) = 0;
flz)=¢e"= 1—1—x4—"’3—22 + 22e(x)
donc
fogle) =D =1+ (=5) + 3(=%)° +2%(x)
Comme on ne doit garder dans la partie principale que les termes de degré inférieur ou égal
a 2:
eleos(z)—1) — 1 _ %2 + z%e(7)
ainsi
() = (1 — 2?)e + 2%¢(x) .

3 Applications

3.1 Calcul des D.L de fonctions élémentaires

Remarque : On note par €(x) toute fonction qui tend vers 0, quand x — 0 .

Propriété :
Si flx) = f(0)+af'(0) + L f"(0) + -+ ZHfV(0) + a"e(),
alors
:L,n—l

FOD0) + 27 e (x)

2
"(2) = £(0 "0 T r3) 0
et on constate que le polyndéme principal de [’ est la dérivée du polynome principal de f.
c’est a dire si f(x) = P,(z) + 2"(z) et si f’ existe alors f'(x) = P! (x) + 2" 'e(x).
Exemples :
1) Développement limité de f(z) = log(1l + x) au voisinage de 0.

=0+t =l—o+a?+at 4 4 (1) + 2"e(x)
1 1 xn [En—i—l
:1 1 — T2 _3_____1n—1_ _1n n+1
og(l+z)=ux 57 T3 (=1) n+( )n+1+w £(z)

2) Développement limité de f(x) = Arctg(x) a l'ordre 5 au voisinage de 0.
f(z) = Ps(x) + a”¢(x)
flo) == =0+ =1-2"+ 2" + 2'e(a)
= Pl(x)=1—-2>+2*
:P5(x):x—%3+%5




3) Développement limité de f(z) = xzcotg (z) a l'ordre 5 au voisinage de 0.

B _ wcos(z) _ a— 42 4aber(z) R . e S
f(z) =xcotg(z) = @) o 42 yabey() 1 -5 —Fr' —a7e(x)
2 4
zxeotg(r) =1— % - i—5$4 — 2%¢(x)
3
_Z_r_ T 4
cot g(z) = el T e(x)
: _1
4) (Arcsin(z)) = ll_xQ = (1—2%)"z
=14+ L2 4 30t Bgb oy 355 4 8310 4 gl0c(y)

- _ 1,3, 3.5, 5 .7, 35 .9, 9
= Arcsin(z) = v + ;2° + 52° + 152" + 55570 + 27e(2).

Voici les DL de quelques fonctions élémentaires:

2 n

:_ T T "
e = +ﬂ+§+"'+m+$€($)
x? i 9
= Lo, P
Ch(x)—1+2!+ +(2p)!—|—x e(x)
x 1;3 x2p+1
h = — R - 2p+1
sh(x) 1.+3!—|— +(2p+1)!+x e(x)
l’3 ",1’/‘5 x2p+1
1 —r— — 4+ 4 ... (=1) 4 g2l
sin(z) =z TR ( >(2p+1)! P e ()
x? ozt 2P
-1 - 4= ... —1)? 2p
cos(x) =1 — 5+ r+ -+ (=1) T e(x)
1 2 17 62
" _ 13, 45 7 9 9
g(x) x+3x +15:B ~|——315x +_2835$ + 2e(x)
ala—1 ala—1)(a—2) - (a—n+1
(1_’_1,)0(:1_'_041‘_1_ (2' )$2+---+ ( )( 72| ( ):En—f—.fné(l‘)
]' 2 n_n n
1ottt (C) 4 ate(x)
log(1 @ 1)" i n+1
Og( +x)—$—?+§—-~+(—)n—+1+x 8(:13')
1 1.3...2p—1)

1 3
—o+ -2+ -zt + .+ 1% 4 1%e(x)

1 _ 12 2 8 2.4.6.....(2p)

1a3  3a° 1.3....(2p — 1) z?*!
Aresin(z) =z 4+~ + 2% 4 2t
resin(@) =v o F 3Tt T S o) 1 @
3 3 1.3...(2p — 1) z%*!
Arccos(z) = T e 25 Gp—1) = + 2%t le(z)
2 6 40 2.4.6...(2p) 2p+ 1
Z’3 x2p+1
Arctg(r) = x — Tt (—1)p2p 1+ e (2)
e

; +...+2p+1$2p+1+l‘2p+18(1‘)
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3.2 Application au calcul de limites

1) Soit f(z) = (1+ 1)*, calcul de lim f(z).
On a : 1 .
log(f(x)) = log((1 + ;)“’U) = zlog(1 + ;)

au voisinage de +oo on a:

1 1 1
log(1+ =) = — + —&(=
g1+ 1= 14 1ody

1 1
log(1+ =) =1+¢(~
xog(—l—x) +€(:1:)

d’ou

1 1 1
lim zlog(1+ ) = lim [1+—-¢(—)] =1
x

r——+00 r——+00 T

Jim log(f(x )) =1= lim f(z)=c

2) Caleul de lim log(2422)

Calculer le D L d’ordre 2 au voisinage de 0 de log(sm(l’))
Comme log(sm(“"/’)) log(1 + (SIH(I) —1)),
log(1+2) = & — 5 +a%(w) et 2 — 1 — 5 4 42(s)
— log(242) = log(1 + (212 - 1)) = (~5) — }(=5)? + *(0) = ~% + 2’e(z)
donc izl?% log(smxw)) —0

3) Soit f(2) = (317 — ey Caleul de lim f(2).

On pose t = x — 1, de telle sorte que t — 0 0, lorsque x — 1.
r—

Ona: f(z) = (% — =)= (L - 1 )_10g(1+t)ft

z—1 log(x) t log(1+t) tlog(1+t)
Remarque : Lors du calcul des DL, on choisit ['ordre n du DL le plus bas possible et tel que la

partie principale du dénominateur ne soit pas nulle et on calcule tous les DL a cet ordre.

1
2

L~

au voisinage de t = 0 , on a log(1 +t) =t + te(t). Donc
tlog(1+1t) = t2 + t22(1).

Il faut calculer le DL du numérateur d’ordre 2:
log(1+1) —t = =2 + (1),

Ainsi ,
log(1+t)—t _ —4 2
tlog(1+t) ~— t_22 +1 5(t>,
donc
log(1+t)—t __ 1 - 1
11_{% tlog(1+t) — 2 :> iET%(_l " log(x )> - 2

4) Soit f(z) = M Calcul de hmf( ).

sin(z)(1—cos(z
Pour que la partie pr1n01pa1e du denomlnateur ne soit pas nulle, il suffit de calculer les DL
d’ordre 3, au voisinage de 0

On a:
sin(z) = —%+:ic e(x) et cos(x ):1—%2—1—3535(3:)
= 1—cos(z) = % + x3e(z).
Donc ,
. sin(z)(1 — cos(x)) = (x — L)(L) + 2Pe(z) = & + aPe(2).
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tg(x) = o + % + 2e(a).

on a

sin(z) — tg(z) = (x — %3) —(z+ %3) + 2de(z) = —32% + 23¢(2).
Donc ' L

1) = Sttty = - +2%(0) = 1+ a2%(2)

et lim-2n@-te@ _ 1

20 sin(z)(1—cos(z))

3.3 Position de la courbe par rapport a sa tangente

Supposons qu’au voisinage du point xg:
f(x) = f(zo) + (x —x0) f'(x0) + @(:p —0)*+ (r — 10)%e(x — x¢),avec lim e(x — o) = 0.

r—x0

L’équation de la tangente a Cs la courbe représentant f au point (xg, f(zo)) est

y = f(zo) + (x — o) f'(o0)
(1) Si f*(20) 20

Au voisinage de xg, f(x) — [f(x0) + (x — z0) f'(20)] a le méme signe que f”(x).
Donc au voisinage du point z :

- la courbe Cy est située au dessus de la tangente, si f”(x¢) > 0

- la courbe Cy est située en dessous de la tangente, si f”(zo) < 0.
(2) Si f7(z0) = 0 et au voisinage de zg, on a le D.LL de f suivant:

f(x) = f(0) + (=) f'(w0) + L4 (3 — o) + (& — o )Fe(w — mo) avee lim e(x— o) = 0,

T—x0
ol k est un entier > 2 et f*) () # 0, alors au voisinage de g :
f(x) = [f(x0) + (x — 20) f'(0)] & le méme signe que f® (xo)(x — z0)".

Dans ce cas:

si k est pair: c’est la méme chose que pour k = 2, car f(z) — [f(z0) + (z — x0) f'(z0)] a le
méme signe que f*)(z,), au voisinage de .

si k est impair: c’est un point d’inflexion et le signe de f(z) — [f(z0) + (z — zo) f'(z0)] est
différent selon que x soit a droite ou a gauche de z.

Exemple:

sin(z) =z — % + 23e(x)

L’équation de la tangente en 0 est y = .

3 >0, st x <0
6 { <0, siz>0

Donc pour z au voisinage de 0, la courbe représentant sin(z), est située au dessus de la
tangente, si x < 0 et en dessous de la tangente si z > 0.

Au voisinage de 0: sin(x) — z a le méme signe que —

3.4 Généralisation des développements Limités:

Développements Limités au voisinage de ’infini
Soit f une fonction définie au voisinage de +00 (respectivement —oo), c’est a dire f définie sur
JA, +o0[ , avec A > 0 (respectivement sur | — oo, B[, avec B < 0).
Définition :
On dit que f admet un D.L d’ordre n au voisinage de de l'infini si elle est de la forme

no 1 1 .
f(w)zao+%+a—§+---+a—+—5(—)cwec lim e(—=) =0
x T " x

r—00
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Remarque :
Si f admet un D.L en % au voisinage de linfini, alors f admet une limite finie lorsque
T — 00.
Développements Limités généralisés
Soit f une fonction définie au voisinage de 0, sauf peut étre en 0. Si la fonction z — 2 f(x)
admet un D.L au voisinage de 0:
2P f(z) = ag + a1x + agz? + - - - + a, 2" + 2"e(7)

alors

flo) =28 4 2 4+ 225 4 -+ a2 P + 2" Pe(n)

xP xP—
on dit alors que f admet un D.L généralisé au voisinage de 0.

Remarque: Les D.L au voisinage de I'infini sont utilisés pour I’étude des branches infinies
des courbes.

Un D.L permet la détermination (éventuelle) des asymptotes, des directions asymptotiques
et la position de la courbe par rapport a I’asymptote.
Asymptote:

Une condition nécessaire et suffisante poue que (C) admette une asymptote a 'infini et que
'on puisse trouver a et b tels que: Ih_)rgo( f(z) —ax —b) =0.

Ce qui est équivalent a

f(z) =ax+b+e(x),avec lim e(x) =0

Exemple :
r+2
= -1
fla) = T2Ve
() +2 —5— 1
x x?

Pour avoir le D.L au voisinage de I'infini on fait le changement de variable x = % @)

1+2X)vV1—-X2s1 X >0 '
X (14 XWX s @ ] i
xll+2X) = T 42XV X si X <0

5 1 1y2 ., v2 fa) 142X —3X% + X2 (X), 51 X >0

1 X2 =1 2X +X €(X):> r —1—2X+%X2+X2€2(X>,SiX<O

avec limey(X) =0 et )l{imoag(X) = 0.

X—0
r4+2—- 2+ +Li5(1)siz>0
fz) = { o4l 1oy(1), si
5; T 2€2(5), 8t <0

- Au voisinage de +o00:

La droite y = x + 2 est une asymptote de la courbe y = f(x).

Cette asymptote est au-dessus de la courbe, puisque la différence f(x) —xz — 2 a le méme
signe que —5-(< 0).

- Au voisinage de —oo:

La droite y = —z — 2 est une asymptote de la courbe y = f(z). Cette asymptote est
au-dessus de la courbe, puisque la différence f(z) — (—z — 2) a le méme signe que %(< 0).
Direction asymptotique:

Supposons que f admet un D.L au voisinage de l'infini de la forme

f(z) =ax 4+ b+ e(z) avec lim e(z) =0

r—00
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Le coefficient directeur de ’asymtote oblique est lim,_, %
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait direction asymptotique est que

lim @

T—00 €T

=a €R

Branche parabolique :

La courbe admet une branche parabolique si @ admet une limite a finie, et f(z) —az a
une limite infinie, lorsque x — oo:

limmzaet lim f(z) — ar =

T—00 X T—00

On dit alors que la courbe admet une branche parabolique dans la direction y = ax.
Exemple :

: _ o flx) L VT
Si f(x) =V, lim === lm ~==0
mais

lim (f(z) —0.x) = lim & = +oc0

T—+00 T—+00

On a une branche parabolique dans la direction de coefficient 0, c’est a dire une branche
parabolique dans la direction de I’axe des coordonnées y = 0.

4 Développement limité des fonctions usuelles

i B A B g i
(@) e g (CDP S o (@ = ) e()
cos(e) = L= gk b (1P + (2= a0) ()
(1+2)° =1+ o a(2 )37 ot i Alamntl gn 4 (g — xo) e ()
tg(x) =+ 2% + 22° + 3—735 5209 4 (2 — xo)%(g;)
e it e e
(Arcsin(z)) = \/117 — (1 _ $2)7%
=143 x + x —|——x +%$ +256 10""0@10)
Arcsin(z)  =ax+ 3 —|——x + DT 5 T o(a?)
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