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I- Equations différentielles du premier ordre

(1) Définition
Soit f: (u,v) — f(u,v) une application réelle de deux variables réelles définies

sur un ensemble D de IR?.
Soit : ¢ : x — @(x) une fonction réelle définie et dérivable sur un intervalle [z,,1]

dont I'image par I'application x — (x, ¢(x)) est contenue dans D.
On dit que la fonction ¢ est solution de I'équation différentielle du premier ordre
suivante (on dit aussi intégrale de I'équation) si elle vérifie sur l'intervalle [z,,7,] I'égalité :

(1) 0'(x) = fix,p(x))
L’équation (1) est dite linéaire si f est de la formesuivante :

flu,v) =v.A(u) + B(v), ou A et B sontdes fonctions réelles.

Exemple :
Soit 'équation : y/ = f(x), fétant une fonction continue sur un intervalle de IR,

alors la solution de I'’équation est donnée par :

X
y(x) =[ fndt+c

A) Equations linéaires :
Une équation différentielle du premier ordre linéaire est de la forme suivante :

yl +a(x)y = b(x) (D

ou a et b sont des fonctions continues sur un intervalle ouvert 1.
L’équation sans second membre associée a (1) est I'équation :

y'+a(x)y = 0 (2)

a/ Résolution de I’équation sans second membre :
Soit y une solution non nulle de I'équation (2), alors on a:



yT” = —a(x)
Loglyl = — I a(t)dt + cte, soit A(x) = I a(t)dt

donc y =ke™® ol kelR

Théoréme : Soit / un intervalle ouvert de IR, a: I — IR une fonction continue, A:
I — IR une primitive de a.L’ensemble des solutions de I'’équation différentielle :

Y +a(x)y =0 ()
est 'ensemble des fonctions de la forme :
o(x) = Ke™® on K e IR.
Preuve : Soit ¢: I — IR dérivable, posons:
k(x) = ¢(x) er® , ona:
K0 = [0/@) +A10) 0(x) 1eA®) = [0/ (x) + alx) p(x) ]

@ est solutionde (2) < k/(x) =0,x € [ < k(x) = cte = k
= o(x) = ke

Exemple :
y +x3y=0
X4
p(x) = Ke " +,K € IR

Exercices : Résoudre les équations :

y =2xy =0,y +ycosx =0, y J1-x2> =y



Equations différentielles du peremier ordre a coefficients constants sans
second membre:

y' +ay = 0 , aconstante réelle.Alors on a:
y=Ke ™ K € IR

b/ Résolution de I’équation avec second membre

Théoréme : Soit I un intervalle ouvertde IR, a : I — IR et b:1 — IR deux fonctions
continues et ¢, une solution de I'équation :

(1) y+a(x)y = b(x).
Pour qu’une fonction dérivable ¢: 1 — IR soit solution de (1) il faut et il suffit
que ¢ — ¢, soit solution de I'équation sans second membre associée a (1).

Preuve :Ona: ¢ 1(x)+ax)p;(x) =b(x) , Vxel
¢ est solution de (1)
¢'(x) + a(x)p(x) = b(x)
par suite :
P'(x) = ¢1(x) +a()[px) —p1(x)] = 0

Commentaire : On dit que la solution générale de (1) est égale a la somme d’une

solution particuliére de (1) et de la solution générale de (2).

Résolution de (1) par la méthode de la variation de la constante :
On peut procéder de la fagon suivante pour la recherche de la solution générale de
I'équation (1):

On cherche la solution sous la forme:
y = k(x)e™® , ou A estune primitive de a.

y! = k' (x)e™® — k(x)a(x)e™® = (k/(x) — k(x)a(x))e ™™
() <

(K'—ka)(x)e™® + a(x)k(x)e™® = b(x)

K'(x) = b(x)er®



k(x) = [b(t)er® dt
Par conséquent la solution générale de (1) est :
y = e _feA(t)b(t)dt

Exemples :
(i) YV+y=3x*+x-4 (1)
Méthode de la recherche d’une solution particuliére :
La solution générale de I'équation sans second membre est :

y=Ke™,K € IR
Cherchons une solution de (1) sous la forme :
yi(x) = ax®>+ Px+y

aprées calcul ontrouve a =3, f=-5y=1
La solution générale de (1) est

y=23x*-5x+1+Ke™, KelR
Méthode de la variation de la constante
Posons y =ke™ — y =ke™ —ke™ = (kK—k)e™
(K—k)e™ + ke™ =3x2 +x— 4
Ke™ =3x>+x—-4
k= (3x* +x —4)e*

k(x) = (3x*+5x+1)e*+K, K € IR



(ii) '-3y=x, onprend I = J]-0,0[ ou ]O+oo[

Méthode de la recherche d’une solution particuliére :
L’équation sans second membre a pour solution

I%d’ 3l 3
y = Ke = Ke’% = Kx’, K€ IR
cherchons y; sous la forme Ax2, on obtient:

21x—# =x = i=-1
ce qui donne la solution:

y=-x*+Kx*K € IR.

Méthode de la variation de la constante
Onpose y=kx* —» y =k x> +3kx> > k' x> + 3k x> - 3k

=x-k=L sk=-L+ccelR->y=-x>+cx’, c€IR
X

c/ Probléme de Cauchy
Théoréme: Soit 7 un intervalle ouvertde IR, a: 1 — IR et b:I — IR deux
fonctions continues, x, € I et y, € IR. Il existe une fonction et une seule telle que :

Vxel, o/(x) +ax)o(x) =bx) (1)
@(x0) = Yo

Commentaire :
On dit que I'équation (1) admet une solution unique vérifiant la condition initiale

(x0) = Yo.

Preuve :

Posons A(x) = T a(t)dt

Xo

La solution générale de (1) s’écrit :



o(x) = Ke™® 4 AW j e AOp(1)dt

Xo

px,) =y, = K=y,

Exemple: xy +2y = 4x? , y(1) =2
La solution générale de I'équation est :

y=x"+-%,celR
La solution qui convient correspond a ¢ = 1.



B) Equations remarquables du premier ordre

a/ Equations a variables séparées
Ce sont les équations qui peuvent se mettre sous la forme :

fO)' = gx)
c.ad
o) 2 = g(x)

f)dy = g(x)dx

Si F ( respectivement G ) est une primitive de f ( respectivement g ) on obtient par
intégration de la relation ci-dessus nous obtenons :

F(y) = G(x) + cte

Exemple :
y-(1-%)y=0
= (1- 2)dx
Inlyl=x+ 2 +cte
y = Ke¥* K < IR.
b/ Equations homogénes

Ce sont les équations de la forme : y’' = f(2)

Onpose:t=<2 = y=tx = y=rx+x
3 y y

rx+1t=f(t)
dt _ _ dx
St *

Exemple: Intégrer  xy' —y = /x? +y?

Pour x>0, 0a:



fx+t=t+J1+1
fx=41+¢
In(t+ 41 +1?) = Inx +cte

t+J1+12 =Kx

y ¥
74— 1+x—2=KX

x2+y? = Kx?—y

x?+y? = K?x* +y* - 2Kx?y

_ (KZXZ)

. K € IR*

Pour x <0 on obtient I'équation différentielle (a résoudre en exercice):

y-Lt=-1+()

¢/ Equations de Bernoulli
Ce sont les équations de la forme :

y +a(x)y = b(x)y* oU a € Z a et b sontdes fonctions
réelles
Si a = 0, 'équation est linéaire
Si a =1, 'équation linéaire homogene
Sinon on pose u = y'=* , on obtient une équation linéaire en wu.

Exercices : Intégrer les équations suivantes:
y =32 -3, xy + 3y =x%y?

d/ Equations de Ricatti:
Ce sont les équations de la forme :



Y = a(x)y? + b(x)y + c(x)

ou a,b,c sont des fonctions réelles définies sur un intervalle. Ces équations se
rameénent a une équation de Bernoulli avec a = 2 si 'on connait une solution
particuliere y; , et ce en faisant le changement de la fonction inconnue y =y, + z, nous
obtenons I'équation différentielle suivante:

7 = a(x)z? + [2a(x)y; + b(x)]z

e y 7 . ] 2
Exemple : Résoudre I'équation y' =2 -2+ L)y+x+2
en prenant y; = x comme solution particuliére.

4) Probleme de Cauchy:
Théoreme (admis)
Soit f une fonction définie et continue sur un rectangle Ja,b[x]c,d[ ayant une
dérivée partielle g—fcontinue sur le méme rectangle.
Alors pour tout couple (x,,y,) € Ja,b[x]c,d[, il existe h > 0 tel que
Jxo — h,x, + h[<]a,b[ et une solution ¥ unique de I'équation :
(1) Y =fx),x€Jxo—hx,+h[ €t y(x,) = yo.

II- Equations différentielles linéaires du second ordre a
coefficients constants.

(1) Equations sans second membre.

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants sans second membre toute équation différentielle de la forme:
ay" +by +cy =0 (1)
oU a,b,c € IR,avec a non nul et y la fonction inconnue .

Le polyndme P(r) = ar* + br + ¢ s’appelle le polyndme caractéristique associé a

(1).

Notons S I'ensemble des solutions de (1).

Proposition 1:
S est un espace vectoriel sur IR.



Preuve : Soit y et z 2 solutions de (1), «,B € IR, alors ay + Bz est solution de (1)
car on a:
a(ay + Bz)" +b(ay + fz)’ +c(ay + Bz) = aay"+aby'+ac + Paz"+pbz+Pcz = 0

Proposition 2
Soit r e C, alors la fonction z: x — ™ est solution de (1) si et seulement si
r est une racine du polynéme caractéristique P.

Preuve :
Z(x) =re”, "(x) = r¥e”™

ar*e™ +bre™ +ce™ =0 ar*+br+c=0

Soit A = b? —4ac , on a la proposition suivante:

Proposition 3:
On suppose A = 0. Soit r; et r, les racines distinctes du polynéme
caractéristique, les deux solutions z; : x — e"* et z; : x > " sont linéairement
indépendantes.

Preuve :
Soient Aet pelR telsque : Az1 +uz =0
c.ad
Az1(x) + uzo(x) =0 , VxelR
U
A1) +uz2(x) =0 , VxelR

Le déterminant du systeme est :

z1(x) z2(x)
Z1(x) 72(x)

= eI — e UIHTIY = () — pp)e (1Y 2 ()
ce quiimpliqueque A=u=0

=21(x) Z2(x) = Z1(x) z2(x)

Proposition 4:
Soit r € IR et z;, lafonction x — xe’™ . La fonction z;, est solution de (1) si et
seulement si
r est la racine double du polyn6me caractéristique P.



Preuve: 21,(x) = xe™ — 71,(x) =e™ +rx e™

= (14 rx)e™

Z"1..(x) = re™ + r(1 + rx)e™ — (r’x,2r)e’™

(1) [a(r’x +2r) + b(1 + rx) + cx]e™ = 0
=
(ar’ + br+c)x +2ar+b = 0, V x e IR
=
ar* +br+c=0 et r=—2—ba

Proposition 5:
On suppose A = 0. Soit r la racine double du polynéme caractéristique P. Les
solutions
Zrix — e™et zi,:x — xe™ sont linéairement indépendantes .

Preuve :En procédant de fagon analogue que pour la preuve de la proposition 3,
nous obtenonsque le déterminant du systéme est :

Zr(-x) Zl,r(x)

: , = (1 +m)e?™ —rxe?™ = e £ 0
7 () Z1..(x)

non nul, d’ou 'indépendance linéaire des deux solutions.

Théoréeme :

Soit a € IR*, b,c € IR, S 'ensemble des solutions de I'équation différentielle :
(1)  ay"+by +cy =0

Alors on a les résultats suivants :

(i) S est un espace vectoriel de dimension deux sur IR.

(i) Si A > 0, lesracines ry, r, de P sontréelles ,etlona:

S =<{y/yx) = ke + k'™, Vx e IR, ki,kr € IR}

(iii) Si A > 0 =0, soit r laracine double de P,alors on a:

S = {y/y(x) = (k1 + kox)e™, Vx € IR, ki,k, € IR}



(iv) Si A <0,notons r; = -2 +io et r, = -L —in,(avec o = %),Ies deux
racines complexes du polynédme P, alors on a:

S = {y/y(x) = (ki coswx + k» sina)x)e‘%", Vx € IR, ki,k; € IR}
Preuve :
(i) Supposons A = 0, et soient r; et r; les racines de P, soit z une solution de (1).
Soient k; et k, deux fonctions solutions du systéme :
ki()zr, (x) + ka(x)zr, (x) = 2(x) , Vx

ki(0)Z 1, (%) + ka ()27, (x) = 2(x)

On obtient :

(2, ~2'2r)))
k[(x) =—n >’

(@ry2ry2r )

(zz, —Z'Zrl )(x)

ka(x) = 2

(@r 2 ry=2ry2r ()

On calcule k' (x) et k’»2(x), et on utilise le fait que z ,z,, et z,, sont solutions de (1),
ce qui donne:

Ki(x) =k'2(x) =0 dou ki(x) = k; et ka(x) = ko donc z(x) = kiz,, (x) + k22, (x),donc

{zr,,2r, } Dase de S. Méme démarche si A = 0, en considérant z, et z;,, ou restla
racine double du polynéme caractéristique P .

Théoreme (probléeme de Cauchy) :
Etant donné un nombre réel x, et deux nombres complexes y, et z,, il existe une
solution et une seule y de I'équation ay" + by’ + cy = 0 telle que y(x,) = y, et y'(x,) = 2,

Preuve:
1¢" cas: A = 0, il S'agit de trouver deux constantes réelles k; et k, telles

que:

ke + kae™ =y,
kirie™r + korpe’ = z,

Le systéme est de Cramer d’aprés la proposition 3.



2¢m cas: A = 0, on est conduit a étudier le systéeme
{ ke + kpe"ro = Yo

kirie"Ye + korpe’ = ¢z,

Le systéme étant de Cramer d’aprés la proposition 5 , la solution existe et elle est
unique.

(2) Equations avec second membre
Soit a € IR*, b € IR, nous nous proposons de résoudre I'équation différentielle :
ay" +by’ +cy = g(x) (2)

On appelle équation sans second membre (ou équation homogéne) associée a
(2) 'équation

ay" +by+cy = 0 (1)

Notons S, 'ensemble des slutions de (2) ; on suppose que g est choisie de telle
facon que
S, soit non vide.
Soit S 'ensemble des solutions de (2) ; on suppose que g est choisie de telle
facon que S, soit non vide.
Soit S 'ensemble des solutions de (1).

Théoréeme 1: Etant donné une solution particuliére ¢, de (2), pour que ¢ soit solution
de (2), il faut et il suffit que ¢ — ¢, soit solution de (1).

Se=p1+S=Vope S, ,dyesS 1p=01+y

Corollaire : Probléme de Cauchy
Etant donné trois nombres réels x,,y, et z, , il existe une solution et une seule y
de (2) telle que :
y(xo) =yo et y(xo) = 2o

Preuve :
Soit ¢ une solution particuliére de (2)
On cherche ¢ sous laforme: ¢ =@, +y



Yo = @(x0) = @1(x0) +w(x,) €t 2, = y(x,) = @'1(x,) +y'(x0)

v(x,) = vo— @1(x,) La solution est unique d’apres
V' (x,) = 20 — ©'1(x,) le théoreme de Cauchy
Remarque : Principe de superposition

Si yi est solution de I'équation :

ay" +by’ +cy = fi, 1 <k < n, nentier fixé

etsi f=Y fi ,alors y =) y. estsolution de I'¢quation :
k=1 k=1

ay" +by’ +cy = f

(3)Recherche d’une solution particuliere pour les équations

a seconds membres remarquables :

a) ay" +by +cy = P,(x) , ou P, est une fonction plynéme de degé n.Cherchons
une solution particuliére notée y, de I'équation ci-dessus. Trois cas sont possibles :

(i) Si ¢c+0,onprend : y,(x) = Qu(x), deg O, = n
(ii) Si c=0etb+0, y,(x)=0n1(x), deg Qns1 =n+1
(i) Sic=b=0 Vo(x) = Quia(x), deg Qnia =n+2

Les coefficients du polynéme Q,, sont déterminés par identifications.

b) ay" + by’ +cy = De*, ol D et A sont des constantes réelles.
Trois cas sont possibles :
(i) Si A n’est pas racine du polyndbme caractéristique , on prend:

D Ax
al*+bi+c

YO(X) =

(ii) Si A est une racine simple du polynéme caractéristique, on prend:



Yo(x) = 2ag+b xe™

(iii) Si A est racine double du polynbme caractéristique, on prend :

Yolx) = L e
Exercices : Intégrer les équations: " +4y’ = x? — 2x

y' =6y 49y = 5 3%

C) ay" +by’ +cy = P,(x)e™, Pn de degré n, A constante réelle.
Trois cas sont possibles

(i) Si A n’est pas racine du polynéme caractéristique, on prend:

Yo(x) = Qu(x) e degQ, = n

(i) Si 4 est une racine simple du polynbme caractéristique,on prend :

Yo(x) = Qui1(x) €™ avec degQu =n + 1

(iii) Si A est racine double du polynébme caractéristique ,on prend :

Yo(x) = Quia(x) e* avec degQui2 =n +2

Les coefficients du polynéme Q,, sont déterminés par identifications.
d) ay" +by’ +cy = e*. (Acoswx + Bsinwx) , A et B étant des constantes réelles.
Deux cas sont possibles :

(i) Si A +i ® n’est pas racine du polynédme caractéristique, on prend comme

solution particuliére:
Vo(x) = e* (Ccoswx + Dsinwx)



(ii) Si A+ im est une racine du polyndme caractéristique ,on prend comme
solution particuliére:
Vo(x) = xe* (Ccoswx + Dsinwx)

Les constantes réelles C et D sont déterminées par identifications en utilisant le fait
que les fonctions x —» e** coswx et x - e*sinwx sont liéairement indépendantes .

Exercices

y'—dy = x2 = 2x; y"+dy = e*sin’x;

y'+3y = cos®x;y" +y' =2y = e* + 3e?;y" —2y' + 2y = sinx + cosx.e* + x>
4) Méthode de la variation de la constante :
Soit a résoudre I'équation:

(2)  ay"+by +cy =f a € IR*, f étant une fonction continue.Discutons
suivant le discriminant A :

1er cas: A = b?> —4dac > 0:
Soit r| et r, les racines distinctes de I'équation : ar? + br+c = 0
La solution générale de I'équation homogene associée a I'équation (2) est de la
forme :

y(x) = kie"* + kye™* | ki,k, € IR
On cherche alors la solution de (2) en considérant :
y(x) = ki(x)e"* + ko(x)e’™, ona:
V'(x) = (kiry +k'1)e"* + (kara + k'2)e™
V'(x) = (kir? K 1r1)e™ + (ka3 + kK'ara)e™ + (K1 (x)e™™ + k2 (x)e" )’
Nous imposons la condition : k';(x)e"™ + k'»(x)e™* = 0

ay" +ay +cy =(ar? + bry +c¢) kie™* +
%—J

=0



+ (ar3 + bry +¢) kpe™ +
%—J

=0
+a(k’1rie"* + kyrae™) = f(x)
a(K1(x)rie"* + k2 (x)re™") = f(x)

La fonction y = kje"™* + kye™* sera solution de (2) si k; et k; vérifient le systeme :

{ ekl (x) + e"™klr(x) = 0

rie" kI (x) + rae"kl>(x) = Lf(x)

Ki(x) = e flx)

a(ri-ra)

g — 1 — rox
k 2(X) - a(rl—rg) e f(X)
La solution générale de (2) s’obtient de la fagon :
y(x) = ki(x)e " + ka(x)e"™ + Ky e " + Kye ™

y(x) = (ki(x) + K1)e "™ + (k2(x) + K2)e ™ ,K,K, € IR

Finalement la solution générale est la suivante :

y(x) = =1 {e e I e~ " f(t)dt — e ™ I e” ’”f(t)dt} +Kie"" + Kre ™"

a(r1-r2)
a

2émecas:A <0
La solution générale de I'équation homogene associée a (2) peut s’écrire :

J-a

2a

y(x) = (ki coswx + ky sinwx)e™ (35)x ou o=



On cherche la solution de (2) sous la forme :
y(x) = (ki (x) cos x + ka(x) sinox)e™ (2

En procédant de fagon analogue au cas précédent ,on obtient le systéme :

—(sinwx)k! 1 (x) + (coswx)k!2(x) = -L-f(x)e” (35)-

{ (coswn)k!; (x) + (sinwx)kl»(x) = 0
Soit

K1 (x) = —Lfx)et (35)* sin ox

ko (x) = L fx)e” (3r)* cos wx
La solution générale de (2) est donnée par la formule suivante :

y(x) = —-L (coswx))e (30)= j (sinwt)e GO AP dt +

+-L (sinwx)e” (3 j (coscot)e(%)’f(t)dt+ (K coswx + K> sinwx)e™ (35)* K\,K> € IR.

a

3éme cas: A = 0, la solution générale de (2) est donnée par :

Y = fe—w{} -] te%mt)dt} F (K0 + Ko (5D K0 Ko € IR,

a

Remarque :La résolution de I'équation (2) peut s’effectuer de la fagon suivante:

Premier cas: A > 0.

Soit r une racine du polyndme caractéristique.On cherche une solution de (2) sous
la forme y(x) = z(x)e™. Nous obtenons une équation différentielle en z :

a7’ + Qar + b)7 = f(x)e™

En posant « = 7', nous avons une équation différentielle linéaire en u :

au' + 2ar +b)u = f(x)e™™

La résolution de I'équation ci-dessus permettra la détermination de z.

Deuxiéme cas: A < 0.

Soit a + iff une racine du polynéme caractéristique.Cherchons une solution de (2)
sous la forme y(x) = z(x)e*'.cos(fx).L’équation obtenue est la suivante:

7"e* cos(Bx) — 2Pz e sin(Bx) = f(x)

En posant « = 7', nous avons une équation différentielle linéaire en u :

u'e® cos(Bx) — 2Pue™ sin(Bx) = f(x)



La résolution de I'équation ci-dessus permettra de déterminer la fonction u et d’en
déduire z ensuite.

lll- Equations linéaires du second ordre :

Une équation différentielle linéaire du second ordre est de la forme :

(1) Y )y +q(x)y = g(x)
ou p,q et g sontdes fonctions continues sur un intervalle ouvert I = Ja, B[

(1) Equations sans second membre :
L’équation homgéne associée a (1) s’écrit :
(2) Y +p(x)y +q(x)y =0

Soit S 'ensemble des solutions de (2), ona le résultat suivant:

Théoréeme :
(i) Soient yi,y, € S, alors y; et y, sont linéairement indépendants si et
seulement si

W(yi,y2)(x) #0 pourun xe I,avec W(yi,y2)(x) = y1(x).y2(x) = y2(x). ¥} (x).
(ilSoient y; et y, € S vérifiant la condition (i), alors:

S ={yy=ciyi+cys ci,e2 € IR}

Méthode de la réduction de l'ordre :
Soit y; une solution de I'équation (2)

Y +p(x)y +g(x)y =0

On cherche la solution sous la forme :

y=Vv.y1

En effectuant les calculs, on obtient I'équation :
(B) V'+p+22Ln=0

En posant w =v’, on obtient une équation différentielle linéaire du premier ordre.



(2) Equations avec second membre
On reprend 'équation initiale:

(1) Y +p)y +g(x)y = g(x)

Théoréeme :
Soit y, une solution particuliere de (1): y; et y, deux solutions linéairement
indépendantes de (2), alors la solution générale de (1) s’écrit :

Yy =YptcCiy1+C2y2

Méthode de la réduction :
Partant d’'une solution particuliére y, de (2) , on cherche la solution de (1) sous la
forme y = y;.v, nous obtenons I'équation différentielle suivante qui peut se transformer
en une équation linéaire du premier ordre en posant w =’ :

yiv' 20 Fpy)v = g

Remarque :
a) L’espace vectoriel des solutions de I'’équation :
() " +a(x)y’ +b(x)y = 0, a,b continues est de dimention < 2.
Il existe au plus une solution telle que: y(x,) =y, , Y(x0) = 2o
b) Deux solutions y; et y, de I'équation (*) sont linéairement indépendantes si et

seulement si le déterminant N 2 est différent de 0 pour tout x.
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