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Chapitre 1

Fonctions réelles a une variable réelle
et théoremes de base

On suppose f : Dy — R une fonction réelle d'une variable réelle et de domaine de définition
Df CR.
On rappelle que f(Dy) = {y € R, 3z € D; avec y = f(x)}est 'image de Dy par f.

1.1 Rappels

Définition (Graphe d’une fonction):On appelle graphe de f, 'ensemble des couples (x, f(x))
oux € Dy.

Dans un plan rapporté a un repere (o, 7, j) (généralement orthonormé). Les points M (z, f(x))
avec x € Dy constituent la courbe représentative de f, noté Cy = {M(x, f(z)) : x € Ds}.
Définition (Périodicité):

f est dite périodique s’il existe T" > 0 tel que:

Z)\V/l' - Df, (ZL‘ —f-T) - Df
i) f(z) = flz+T)
On dit que T est une période de f.
Remarque :
Si f est de période T alors Vn € N: (x +nT) € Dy, f(z+nT) = f(z)
Définition (Parité) : On suppose que Dy admet 0 pour centre de symétrie
i) f est dite paire si Vo € Dy., (—z) € Dy et f(—z) = f(x)
ii) f est dite impaire si Vo € Dy., (—x) € Dy et f(—z) = —f(x).
Définition (axe de symétrie):
i) On dit que la fonction f est symétrique par rapport a l’axe vertical x = a, si:

Vo € Dy, (a—x) € Dy, (a+x) € Dy, et fla—1x) = fla+ x).
ii) On dit que la fonction f est symétrique par rapport au point M (a, f(a)), si:
Ve € Dy, (a—x) € Dy, (a+x) € Dy et fla+x)+ fla—2x) =2f(a).
Remarque :

Si la fonction f est paire, impaire, périodique ou posséde un axe ou un point de symétrie,
on peut réduire le domaine de définition de f a un domaine plus petit.
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Ezxemple :
Soit f(x) =sin(z). On a Dy =R,
[ est périodique et de période 2mr = Dg = [—m,7].
f est impaire, donc le domaine d’étude de f se raméne a Dg = [0, 7]
Définition (Fonctions bornées) :
i) f est dite majorée (resp. minorée) sif(Dy) est une partie majorée (resp. minorée) de
R
ii) f est dite bornée si f(Dy) est une partie bornée de R
Exemples:
1) f(z) = sin(x); f est bornée car Ve e R: —1 < f(z) <1
2) f(z) = €” est non bornée, mais elle est minorée par 0 : .car Vo € R,0 < e”.

Remarque:
L tmage d’une partie bornée par une application n’est pas forcément bornée.
En effet si on prend : f(x) = %,si x €]0,1]
on a f:]0,1] — R mais f(]0,1]) n’est pas bornée.

1.2 Limites

1.2.1 Définition et propriétés

Pour zg € R, un intervalle ouvert de la forme |zq — a, xo + af, ot o > 0,est appelé voisinage
de x¢.Un voisinage de xy sera noté V(zp). Dans toute la suite on suppose queD; contient un
voisinage de z, sauf éventuellement x(c’est a dire: V(xo)\{zo} C Dy).
Définition.
On dit que f possede une limite [ au point x,si
Ve > 0,3n. > 0;Ve € V(zo)\{zo}, |[x — 0| <me = |f(z) = 1| < ¢
On écrit alors lim f(z) =1 ou f(z) — L.

T—T0 T—x0

Remarque: D’apres la définition on a:
lim f(x) = | <= (YV(I) voisinage de [, 3V(x¢) voisinagede z tel que:x € V(x¢)\{zo} =
T—x0

f(x) e V(D))

Théoréme 1: (Unicité de la limite): S'il existe [ € R tel que lim f(z) = [, alors [ est unique.

T—T0

Démonstration:
Supposons que [ = lim f(z) et Iy = lim f(x) avec [} # ls.
T—xQ T—x0

Soit € tel que: 0 < e < Ih_;lzl; d’apres la défiunition de la limite 3. > 0 tel que:

Vo € V(zo) N {xo}, |z — zol <me = (|f(z) = 1| < e et |f(x) =] <e)

= |l — L] < |l1 = f(x)|+]|f(z) — 2] < 2e = |l —ls]; d’ou la contradiction et alors I; = Is.
Proposition 1

Si f admet une limite [ en xq alors f est bornée au voisinage de z

Proposition 2 (lien entre suite et limite)On a I’équivalence suivante:

lim flz) =1
]

pour toute suite(uy, ), C V(x¢)\{zo}qui converge vers xg,on a : lirf flu,) =1
n—-roo




Démonstration:
:>) lim f(x) =1l <= Ve>0,In. > 0;Ve € V(zg)\{zo}, |z — 20| <ne = |f(x) =] < e

Or hm Up = x9 et n. >0 = IN € N tel que Vn > N | |u, — x| < 1.

n—-+o0o

Donc on a: Ve > 0,IN € N ,Vn > N, |f(u,) — | <e¢
ce qui est équivalent a hlll fluy) =1

<=)Supposons que pour toute suite (u,)n : ( hrf Up = To. = hrf flun) =1).

Si f ne possede pas la limite [ au point xy, on aura:
Jde > 0,tel queVn > 0,3z € V(o) \{zo}, |z — 20| <7 et |f(z) =1 > e.
Donc pour tout entier n, Ju, € V(zo)\{Zo}, [un — wo| < 7 et [f(un) — 1] > &
— lim w, = x¢ et (f(u,)),ne converge pas vers [. Ce qui est absurde et lim f(u,) =1

n—-+o00 n—+00
Exemple :
Si f(z) =sin(L) alors lin%f(x) n’existe pas. En effet pour
Tp=5—-—0ona: f(z,)=sin@2nr) =0
Un = Spmrz 0,ona: f(y,) =sin(2nm +3) =1

Proposition 3(Opération sur les limites)
Si lim f(z) =let lim g(z) =" alors
T—T0 T—T0

1) T [£(2) + g(a)) = 1+ 1

x—xg I\&

2) lim [f(z) — g(z)] =1 =V

3) 1Hn!f( ) =11

4) Ii [()g@ﬂzu'

5) si de plus, ' # 0 et g # 0 dans V(zg), lim g? L
)

6) (f=zg9)=(U=1)
7)(f<h<g)= (1< limh(z) <)

T—T0

Exemple :
fz) = M — lim f(z) = 1

z—0
Comme 0 < |z cos 1| < [a] et lin(1)|x| =0,o0na liII(l)(l‘ cos 1) = 0.
g(z) =3+ mzcosi = lin%)g(x) =3+ lim (zcosi) =3
T— T—x0

- — 4 1 —3 limf{® -1

1.2.2 Limites a droite et limites a gauche
Définition
1) On dit que f admet une limite a droite [ au point xg si:

Ve > 0,3n. > 0,Ve € V(xg), 20 <z <9 +1n. = |f(z) =] <¢

On note lim+f(:c) =/lou lim f(z) =1
T pa

2) On dit que f admet une limite a gauche [ au point xq si:

Ve > 0,3n. > 0,Vz € V(zg), 20 —n- <z <z = |f(z) =] <¢



On note lim f(z) =1 ou lim f(z) =1
=T xzz’;z)()

Proposition 4 On a I’équivalence suivante:

lim flz) =1
)

f possede une limite a droite et une a gauche au point zget lim f(z) =1 = lim f(x)

T—T] T—xy
Démonstration:
<)lim f(z) =1 = Ve > 0,3 > 0 tel que Vo € V(x),x0 < = < 2o+ = |f(x)—1] <
CEHZES—
€

lim f(z) =1= Ve > 0,3 > 0 tel que Vo € V(¢), 20— 12 < x < xg = |f(2)—1| <¢

l'—>$0

On pose n = min(n ¢, N2) alors Vo € V(xg)\zo, |z — zo| < ne,0n a
To—N<T<Tog=To— Mo <T<xo=|f(x)—1|<¢

ou

To<T<xo+nN=x0<T<To+m.=|f(x)=1]<e

d’ont

Ve > 0,3n. > 0;Va € V(zo)\zo,, 20 — N <x < x0+1n. = |f(x) =1 <¢
=) facile a vérifier, en utilisant les définitions.

Remarque :
1) Si 1im+f(x) =1l et lim f(x) =1ly avec Iy # ly alors f nadmet pas de limite en xo.
w—»xo wﬂxo
2) lim f(z) =1 < 1im+f(x) = lim f(z) =1
T—xQ

T—x) T—xy

1.2.3 Limites a l’'infini et limites infinies

Définition:
lim f(z) = o0 <= VA > 0,3n > 0;Vz € V(x0)\xo, |z — 20| <n = |f(2)| > A

T—x0

lim f(z) = —00 <= VA > 0,3n > 0; Vo € V(x¢)\zo, |z — z0| <n = f(x) < —A

T—T0
Définition
hrf fx)=1l<=Ve>0,3A. > 0,2 > A. = |f(z) = | < ¢

lim f(z) =1l+=Ve>0,34. > 0,2 < —A. = |f(z) — [ <e

Exemples
1) lim% = +00.

z—0

2) lim(2 cosz) =0 et lim (£cosz)=0.
T—~400 T—=—oo

Formes indéterminées:
Définition :

Dans le calcul des limites, on appelle forme indéterminée toute situation qui conduit a un
cas ou les théoremes portant sur les opérations sur les limites ne permettent pas de conclure.
Les formes indéterminées les plus courantes sont :

+oo
) Too?

3 0 x 00, —00 + 00, 1%°,0°, 0%, 0c?, etc ....



Exemple :
Si f(x) =sin(z) et g(x) = x alors lin%f(x) =0et lir%g(x) = 0.
)

On dit que limZ® = 1im #%®) est une forme indéterminée de la forme 2.
z—0 9(z) z—0 ¥ 0

1.3 Continuité et théoreme des valeurs intermédiaires

1.3.1 Définitions et Notations:

Soit. f une fonction réelle définie sur une partie D de R et zy € D.
Définition :
(i) On dit que f est continue au point zg, si xlirgcl f(z) = f(xg).
—Z0
(ii) Si f n’est pas continue au point xg, on dit que f est discontinue au point .
(iii) f est continue sur D si elle est continue en chaque point de D.
Remarque: On rappelle que:
37:li_)rgof(ac) = f(zg) <= (Ve > 0,3n. > O;Ve € D, |x — x| < 1. = |f(x) — f(z0)] <€)

Proposition: On a I’équivalence suivante:

‘ f continue au point xo‘

0

Pour toute suite(uy,), d’éléments de D qui converge vers o, ligl fun) = f(xo).
n—-+0oo

Démonstration: 1) Supposons f continue au point g :
Ve > 0,dn. > 0, tel que: Vo € D, |x — x| < n. = |f(x) — f(zo)| < e.
Si lim w, = xg, pour 7. >0, AN € N,Vn > N, |u,, — xo| < 7e.

n—-+4o0o
Ce qui implique |f(u,) — f(zo)| < e et alors lirf f(un) = f(xo).
2) Réciproquement, si on suppose que f est discontinue au point zy,0n a:
de >0,V > 0;3x € D, |z —xo| <net|f(x)— flzo)| > e.
En particulier, Vn € N, 3u,, € D, |u,, — x¢| < n+r1 et [f(un) — f(zo)| > €
La suite(u,), converge vers xg et la suite (f(u,)), ne converge pas vers f(zo).
Exemple:
1
—d R*

1 r)=J € @8z €

) J(@) { 1 siz=0

f est discontinue en 0, car lin%e_z% =0# f(1).

2) Mais la fonction z — e . peut étre prolongée par continuité. Ainsila fonction g(x) =

R i
¢ sl ! € R est continue sur R.
0 siz=0

Définition:

On dit f est continue a droite (resp. a gauche) au point x¢ si lim f(z) = f(zo)(resp.

lim f(x) = f(x0) o

T—Ty
Remarque: f est continue dans lintervalle [a,b] si elle est continue en tout point = de
la, b, a droite de a et a gauche de b.

Proposition (Opération sur les fonctions continues)

1) Soient f et g deux fonctions continues au point xq, alors:
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D) |fl, f+g, f—get fxgsontcontinues en z.
ii) Si g(x) # 0 au voisinage de g et g(xy) # 0, alors 5 est continue en z.
2) Si f est continue au point zg est g est continue au point f(xg), alors g o f est continue
au point xg.
Exemples defonctions continues:
1) Les fonctions polynomes

P(x) = apz" + ap 12"+ -+ a1z + ag

Pour tout p € N, la fonction x — a,a? est continue sur R.
2) Les fonctions trigonométriques sont continues sur leur domaine de définition respectif.
Cas de la fonction sinus : f(x) = sin(z).

Pour tout z et zp € R, on a :

sin(x) — sin(zg) = QSin(%) COS(QH;O)

Or pour tout u € R, |sin(u)| < |u| d’ou
| sin(x) — sin(zo)| < 2|sin(52)| x 1 < |2 — x|

donc Ve > 0,3n = ¢; | — 29| < n = |sin(x) — sin(zg)| < |z — xo| < e.
Ainsi la fonction sin(x) est continue sur R.

2) Les fonctions élémentaires sont continues sur leur domaine de définition respectif.
par exemple: la fonction: z — e est continue sur R et  — In(z) est continue sur R? .

1.3.2 Théoréme des valeurs intermédiaires .

On admet la propriété suivante des fonctions continues sur un intervalle borné et fermé:
Théoréme 1:
Soit f une fonction réelle définie et continue sur un intervalle fermé borné [a, b]
(1) f est bornée
(2) f atteint ses bornes:
Si on pose m = inf f([a,b]) et M = sup f([a,b]), il existe zq et z1 € [a,b] : f(xg) = m et
fla) =M
Remarque:
1 siz€]0,1]

Soit f : [0,1] — R définie par f(z) = | sir—0

f n’est pas continue en 0 et f([0,1]) = {0} U [1, 4+o0][.
Ainsi I'image de [0, 1] par f n’est pas bornée. Dans ce cas f n’est pas continue sur [0, 1].

Théoréeme 2 (théoreme des valeurs intermédiaires):

Soit f une fonction définie et continue sur [a,b] et y un nombre réel strictement compris
entre f(a) et f(b) (c’est a dire.f(a) <y < f(b) ou f(b) <y < f(a)).

Alors il existe au moins un point ¢ €la, b[ telque f(c) = y.

Démonstration

Supposons par exemple f(a) <y < f(b), et soit

E={zelab]; f(z) <y}



a € E = FE # @. De plus F est majoré par b, Donc E admet une borne supérieure notée

Comme c est un majorant de K et a € F on a ¢ > a.

Comme c est le plus petit majorant de £ on a ¢ < b.

Donc ¢ € [a,b]. On va montrer que f(c) = y.

- Supposons  f(c) <y, alors ¢ < b.Posons alors a =y — f(¢) > 0:

puisque f est continue en ¢, on a: 3¢ €]c, b[ tel que f() — f(c) < a.

Ce qui entaine f(¢) < a+ f(c) =y et alors ¢ € E et ¢ > c.

Donc ¢ n’est pas un majorant de E; ce qui est absurde.

- Supposons  f(c¢) > y, alors ¢ > a.Posons alors § = f(¢) —y > 0:

puisque f est continue en ¢, on a: 3¢’ €la, | tel que:vx € |¢”, ¢[, f(x) — f(c) > —p.
Ce qui entraine f(z) > f(c) —  =y,Vz € |¢”, [ et alors ¢"majore E et ¢” < c.
Donc ¢ n’est pas le plus petit majorant de E; ce qui est absurde.

conclusion: f(c) =y.

Remarque: On peut résumer les propriétés des deux théoremes précédents:
"L’image par une fonction continue d’un intervalle fermé borné est un intervalle fermé
borné”.
Exemple:
Soit f:x € [—1,+1]— |z| €R
f est continue sur [—1,1] et f([—1,1]) = [0, 1].
Corollaire:
Si f est une fonction définie et continue sur [a, b],et si f(a)f(b) < 0,alors ¢ €]a, b[ telque
f(c) =0.
Remarque:
Dans le théoréme des valeurs intermédiaires, le point ¢ n’est pas nécessairement unique.
En effet pour f(x) = sin(z) dans [0,4n],on a:
sin(Z).sin(F) <0,
et
sin(m) = 0,sin(27) = 0 et sin(37) = 0.
Remarque:

Soit £ ¢ [~1,+1] — {01} défmie par f(a) = { % "7
On a f([-1,41]) = {0,1} n’est pas un intervalle car f n’est pas continue sur [—1,+1].

Exemple :

Soit équation f(z) = 0,0t f(z) = 2® + 2> + 3z — 2.

f est continue sur R, f(0) = —2et f(1) =3 donc f(0) <0 < f(1).

Donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € ]0,1[: f(c) = 0.

Remarque: Une des applications du théoreme des valeurs intermédiaires: le calcul ap-
proché d'une racine. En reprenant ’exemple précédent:

-Sionpose oy =% =1 ona f(3)=-% <0= f(3)f(1) <O0.

Donc il existe ¢ € |3,1[ : f(c) = 0.

-SiOnpOSGOQ:%—H ,ona f(3)=20>0= f(3)f(3) <0.

Donc il existe ¢ € |3,2[: f(c) = 0.

o

Donc n’importe quelle valeur dans H, %[est une approximation de 'une des racines de f,
qui se trouve dans cet intervalle, avec une précision de 25% car % — % = i =0.25



1.4 Dérivées et théoreme des accroissements finis

1.4.1 Définitions et Notations:

On considere I un intervalle de R.
Définition : Soit f: [ — R une fonction définie au voisinage de x( € I.

On dit que f est dérivable en xg, si le rapport %ﬁxo) admet une limite dans R, lorsque

T — Xg.
On écrit alors:

o) — tim 1) = 10)

T—To Tr — X

f'(x0) est appelée la dérivée de f au point z .

Exemple:
. / . z)—f(x
Si f(z) = 2% Vx € R. f@:ﬁfj‘“’) = S0 =z + weet alors f (z0) = lim f(2)=f(zo) a):_f;() ) — 9z,
T—x0
Remarques:

i) Si on pose x = xo+ h alors © — x9 < h — 0 et f(xo) = }llir%w

it) Si f est dérivable au point xg,et si on pose €(h) = w — f'(xg), on a: e(h) — 0

h—0
car f'(zg) = }lligé—f(x“h});f(xo) = ¢(h) P 0;

et alors on peut écrire: w = f'(x0) + &(h) avec (h) — 0

Propriété :

Si f est dérivable au point xy alors f est continue au point xy.
Démonstration:

Si f est dérivable au point zq, alors

f(xo+ h) — f(z) = h[f (x0) + £(h)] avec e(h) — 0

h—0
=
lim[f(zo +h) — f(2)] = Lim hf (20) +e(h)] = 0
=
’lliné f(zo+ h) = f(x) = [ est continue au point xg
Remarque :

La réciproque de la propriété précédente est fausse.
En effet, la fonction f(x) = |z| est continue en 0 mais elle n’est pas dérivable au point 0

ﬂw—f@_jﬂ:{—ng<o

xr—0 oz +1siz>0
— 0
L@ -
z—0~ Xz
et 0
L@ 1)
z—0t X
donc % n’admet pas de limite lorsque x — 0

Interprétation géométrique :
Soit M, |ff()x0) et M |§(I) deux points de la courbe représentative de f:
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ona:x—xg=MyH et f(x) — f(xg) =y—yo=MH

La fonction g(z) = =2 = % représente le coefficient directeur de la droite MyM,

g(x) est la pente de la droite MyM.
On dit que la droite MoM de pente g(x) tend vers une droite-limite de pente f' (). C’est
la tangente a la courbe au point Mj.

Posons xr — xg = Ax :accroissement de la variable,
f(z) — f(xg) = Af(z) :accroissement de la fonction.
Il vient : f(xg) = limg_q, %ﬁf}mo) = Alimo%.

Equation de la tangente a la courbe au point M, |fc((’x0):

y — f(zo) = fl(xo)(x — p)

Définition : Dérivée a droite et dérivée a gauche
i) On dit que f est dérivable a gauche (respectivement a droite) au point xg si

lim w (respectivement lim £&=/0)) exigte:
_ —x0 T x—xo

on note f,(zo) = lim %ﬁéfco)(

=Ty T—=Tg
ii) On dit que f est dérivable dans [a,b] si f est dérivable en tout point z € ]a, b[, dérivable
a gauche au point b et dérivable a droite au point a.

respectivement f,(zo) = hrrh%ﬁxo)).

Remarques :

i) si f est dérivable a droite et a gauche au point o et si f;(xo) = fy(xo) alors f est
dérivable en xq.

et on a : fy(xo) = fy(wo) = f (o).

it) f peut étre dérivable a gauche et a droite au point xg, sans étre dérivable en xg:

Soit f(z) =|z|, on a f,(0) = lim |i—| =—let f,(0) = lim, o] —

— x
$—>x0 $—>$O

donc f;(O) # £2(0) = f n'est pas dérivable au point 0.

1.4.2 Opérations sur les dérivées :

1) Opérations élémentaires :
Soient u, v des fonctions dérivables sur I
(i) (u 4 v) est dérivable sur I et on a (u+v) =u + v’
(ii)VA € R, Mu est dérivable sur I et on a (\u) = A
(i) (uv) est dérivable sur I et on a (uv) = u'v+v'u
(iv) Si v # 0 sur I, alors % est dérivable sur I et on a: (%), = “/”U;Q”/“
2) Dérivée logarithmique :
Soit, f une fonction dérivable et non nulle sur I,
On appelle dérivée logarithmique de f la fonction :

f(@)
fx)

Dérivée logarithmique d’un produit de deux fonction:
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On considere deux fonctions dérivables u # 0 et v #£ 0

/ ’ ’ / ’
(w)  wv+vu uw v

uw uw u v
Dérivée logarithmique d’un quotient de deux fonctions :
(4

’

el
NN

(%
(Y

3) Dérivée d’une fonction composée :

Soit f et g deux fonctions telles que: f: 1 — Jet g: K — R, avec J C K
Si f est dérivable en xy € I et si g est dérivable en yo = f(zg) € J, alors g o f est dérivable
en rg et on a :

(g0 f) (z0) = g'[f(w0)] x f (o).
Démonstration:

On a:
(g0 f)(zo+h) = (g0 f)(xo) = g[f(zo + h)] — g[f(x0)]
et f étant dérivable en z( , on a:
fxo+h) = f(xo) + h[f (z0) + £(h)]
Donc
(go f)(xo+h) = (go f)(xo) = glf (o) + h[f (x0) + e(h)]] = gl (wo)]
puisque h — 0 = k = h[f (z¢) + €(h)] — 0 et comme g dérivable en f(zq) :
glf(wo) + k] = g[f (x0)] + K9 [f (x0)] + (k)]

avec e9(k) — 0 =

(g0 f)(wo+h) = (go f)(xo) = glf (o) + K[g [f(x0)] + e2()] — g[f (x0)]
[9'[f (20)] + e2(k)]
[f (o) + e(D)][(g f(w0)] + ea(k))]
£ (x0).g f(xo) + hes(h)

k
h
h

63(h) — 0=
limy, o 2Lt 0] — ' £ ()] X f (o)

4) Dérivée d’une fonction réciproque :
Soit f une fonction définie continue sur [a, b]. On suppose que sa fonction réciproque g = f~*
existe.
Si f est dérivable en xq et f (x0) # 0, alors
i) g est dérivable en yo = f(x¢)
ii) et ona: (f71) = f,o}_l ie. (7Y (yo) = m et g (yo) = f/(glco)).
Démonstration :
2o = 9(¥0) © Yo = f(xo)
z=g(y) =y=[f(r)

9W)—g(yo) _ __x—axg 1

Y=o F@)—f(zo) — T —JIGq)

! 1 9@ —glyo) _ 1: 1 _ 1 _ 1
9 (g0) = limy—y T2 =1y ToErmy = TETE T o)

r—x( T—xz(
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1.4.3 Théoreme de Rolle et applications:

Théoréme de Rolle:

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] C R, dérivable sur l'intervalle ouvert
la, b[ et vérifiant f(a) = f(b).

Alors il existe au moins une valeur ¢ €]a, b[ telle que f'(c) = 0.
Démonstration

i) Si f est une fonction constante alors f () = 0,Vx €]a, b[ alors tout = €a, b[, = vérifie la
proposition.

ii) Si f n’est pas constante sur |a, b, f étant continue alors f([a,b]) = [m, M| avec

M = sup f(x), m= inf f(x) etem#M

z€[a,b] z€la,b]

puisque f(a) = f(b) et m # M alors 'une des deux valeurs m ou M est I'image par f d'un
point de U'intervalle ouvert |a, b[. Supposons qu’il s’agit de M; il existe alors au moins un point
c €la, b tel que f(c) =M

Pour z €]a, b[, considérons le rapport W
Siz > ¢, Mgo: lim f(z) = flo) = f (<0
r —C z—ct r—cC
r —C T—c™ Tr —C

f étant dérivable au point ¢ €]a, b[, alors f'(ct) = f'(c7) = f'(c) et

fle) =0 /
f/(C) S 0}:> f(C):O

Généralisation: Extension du théoreme de Rolle
Soit f une fonction continue et dérivable sur U'intervalle ouvert |a, b| vérifiant

lim f(a) = lim f(b) = +o0 (ou — 00)

r—at T—b—

Alors il existe au moins une valeur ¢ €]a, b| tel que:

!

fe)=0

Remarques :
i) Si f'(c) =0, la tangente a la courbe au point M (c, f(c)) est horizontale.
ii) Le théoréme de Rolle affirme qu’il existe au moins un point M(c, f(c)) de la courbe
distinct des points A(a, f(a)) et B(b, f(b)) en lequel la tangente a la courbe est horizontale.
iii) La condition f(a) = f(b) est suffisante mais pas nécessaire.
Ezemple: Soit f(z):z € [-1,1]— 2% € R. Ona: f(—1) # f(1) mais f(0) =0

13



1.4.4 Théoreme des accroissements finis:

Théoreme:
Soit f une fonction définie,continue sur un [a,b] et dérivable sur Ja, b]
Alors il existe au moins une valeur ¢ €|a, b| tel que :

f(b) — fla)=(b—a)f (c)aveca <c<b

Démonstration
Pour tout x € [a, b], on pose:

0~ )
b—a

Comme f est supposée continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[, on a
¢ est définie, continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. De plus ¢(a) = ¢(b) = 0.
D’apres le théoreme de Rolle appliqué a ¢: 3¢ €]a, b tel que: ¢’ (c) =0
Comme ¢ (z) = f'(z) — —f(bl);i(“), ona: ¢(c)=0= f(c) = —f(bl)):i(a)
= f(b) = f(a) = (b—a)f ().

Interprétation géométrique:
Soit A(a, f(a)) et B(b, f(b)) deux points du plan, on a :

RUES (G

pente de AB

Le théoreme des accroissements finis affirme 1'existence d’au moins un point M (c, f(c)) de
la courbe Cy distinct de A(a, f(a)) et de B(b, f(b)) pour lequel la tangente a la courbe est
parallele a la pente AB.
Autre forme de la formule des accroissements finis

c€la,bl<= a<c<b<= 0<c—a<b—a

= 0 < =2 <1 = on peut trouver # €]0, 1] tel que

c—a

b—a

=0=c=a+06(b—a)

Sion pose b —a = h = ¢ =a+ 60h et la formule des accroissements finis s'écrit
fla+h) = f(a)+ hf (a+6h) avec 0 < 6 < 1

Théoreme: Forme générale de la formule des accroissements finis

Soit f et g deux fonction vérifiant les hypothése du théoreme des accroissements finis sur
[a,b] et ¢ non nulle sur ]a, b].

Alors il existe au moins une valeur ¢ €|a, b| tel que:

Démonstration:

On a : g(b) # g(a), sinon d’apres le théoreme de Rolle, 3¢ €]a, b[ tel que: g'(c¢) = 0 (en
contradiction avec ¢' non nulle sur Ja, b]).

Soit () = f(x) = f(a) — LP=HD[g(x) — g(a)]

¢ est définie, continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b et p(a) = p(b) =0
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Donc d’apres le théoreme de Rolle il existe ¢ €]a, b] tel que : ¢ (c) = 0.

Comme ¢ (z) = f () — J;Ezgigéz))g/ (x) on a

o) — £ _ f)—f(a)
¥ (C) =0 = g/(c) — g(b)—g(a)"
Exemple d’application du théoreme des accroissements finis

1) Montrer que pour 0 < a < b , on a les inégalités: f;gg < Arctg(b) — Arctg(a) < 1";;2.

On applique le théoreme des accroissements finis pour la fonction :  f(z) = Arctg(x) dans
[a, 0] :

Je €)a, b tel que f(b) — fla) = (b—a)f ()

fi(x) = 2 = Arctg(b) — Arctg(a) = (b — a) 1Jrcz,,c €la, b|
¢ €la, b[:>0<a<c<b:>a <c2<b2:>1+a <l4+cfetl1+b0>1+c%
Donc +2> +2et b2<

1—|—c2

= 1+b2 < Arctg(b) — Arctg(a) < 1b+;2

2) En déduire que :

% 21 Arctg(%) %+%

On pose b= 3 et a=1= Arctg(a) =5
4_q 4_q
— %+j4 < Arctg(3) < B+ 35
—
D+ 2 <Arctg(z)<T+3
Corollaire :

i) Pour qu’une fonction f soit constante sur un intervalle I, il faut et il suffit qu’elle
ait une dérivée nulle sur /.
ii) Pour qu’une fonction f dérivable sur un intervalle I, soit croissante (resp décroissante)
sur [ il faut et il suffit que f* > 0 (resp f < 0) sur /.
iii) Soit f une fonction définie, continue, dérivable sur un intervalle I si f > 0 (resp
f < 0) sur I alors f est strictement croissante (resp décroissante).
Remarque : La réciproque de iii) est fausse.
En effet soit f :x e [-1,1]— 23 €R .
On a f'(x) =322, f(0) =0 mais f est strictement croissante.
Démonstration:
i) f=cte = f =0surl.
f=0surI = fctesurl?
Soit (x1,22) € I%, xy, # x5 Supposons z; < To. La restriction de f & [x1,zs] est définie
et continue sur [xy, z5]; elle est dérivable sur |z, z5[. Donc d’apres le théoréme accroissements
finis, il existe au moins une valeur ¢ €]z, o[ telle que:

f(a) = f(z1) = (x2 — 1) f (¢) = f(21) = f(xa)

ii) f croissante sur [ < (Vay, 20 € I, 1 <9 = f(x1) < f(29
Donc 1 < Ty =—> fz2)—f(z1) >0 = f ($1) = lim flx2)—f(x1) > ()

Ta—x1 To—zy T2 T1
Réciproquement :(f > 0 = f croissante sur I)
(v1,m9) € I* | m1 # my. Supposons x; < To. eLa restriction de f & [z1,z»] est définie et
continue sur [z, xs]; elle est dérivable sur |z, z5]. Donc d’apres le théoreme accroissements
finis, il existe au moins une valeur ¢ €]z, o[ telle que:
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fae) = fla1) = (w2 — 1) f (¢)

Or f'(c)>0et xy—a1 >0, = (13 —21)f (c) >0 = f(1) > f(xz) et f est croissante
sur [.

1.5 Dérivées d’ordre supérieur et regle de I’Hospital

1.5.1 Dérivées d’ordre supérieur

Définition :

Soit f une fonction derivable sur I, f' : 2 € I — f'(z)

Si f est derivable, f* dérivée de f s’appelle la dérivée seconde de f.

D’une facon générale, la dérivée n®™¢ de f , appelée aussi dérivée d’ordre n, sera définie par
la formule de recurrence :

f0) = (f0=0Y ¥n > 1 avec 0 = f.

Exemples :

1) Pour tout n € N et pour tout z € R, on a : sin"(x) = sin(x + %)

f(x) = sinx
f(z) = cosz=sin(z+ %)
f'(x) = sinz=sin(z+ Z)

f(”j(x) = sin(z + %)

2) Si pour tout z € R, f(z) = 2P, avec p € N* alors,
pour tout n € N et pour tout # € R, ona: f™(z) =p(p—1)(p—2)---(p —n + 1)z

f(z) = 2P, peN*
flx) = par!

) = plp=1)p—2)- (p—nt Dar

Sin=p— f®(x)=pet fO(z) =0,Vr>p.
3) pour tout n € N et pour tout € R, on a : cos™ (z) = cos(z + =F).
Formule de Leibnitz:
Soient u et v deux fonctions n fois dérivables sur [
(u0)® = u™y 4 CLu=Dy 4 .. 4 p™)
on écrit :
(1)) = Sy Chulr~H®

1.5.2 Regle de ’Hospital

Théoréeme (Regle de I'Hospital):
Si f et g sont deux fonctions continues sur [a,b] et dérivables sur |a,b[, et si f () # 0 et
g (z) # 0 pour a < x < b, alors
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/(@) [@)—f(a) _
(1) xlirf T = 1= im ety =1
f@) _ f@)—fla) _
(2) xlfﬁig( y =o00= lm yemag =00
Démonstration:

On applique le théoreme des accroissements finis généralisé sur U'intervalle [a, 2], il existe au
: f@-f@) _ £
moins ¢ €|a, x| tel que : 9@ = 70"

. . N b e f@)-f@) F@ _ o f@
Puisque ¢ €]a, z[, si * — a™ alors ¢ — a™ et :clig}-‘r g(x)—g(a) — }Eﬁ g'(c) g;lggrg (z)

Comme conséquence immédiate on a le corollaire suivant:
Corollaire:  Soit zy € [a,b] , f et g deux fonctions continues sur [a,b] et dérivables sur
[a, D]\ {z0}. On suppose que f'(z) # 0 et ¢'(x) # 0 pour tout = €la, b[\{zo}, On a alors:
f f @) _ ()= f(wo) _
(1) Jim 7oy =1= xlirﬂogm —g(z0)
(2) lim (x) = 00 = lim £&)=fe0) ((;Eg)) =0

Tr—X0 g/( ) T—x0 g(m)

Exemple: 1) Calcul de }:51(1) gng
On a une forme indéterminé de la forme 9
fi(r)=coszet g(z)=1 = lim, . ,E“’; =1= iir[l)smm = 1.
2)Calcul de i%51“; sine=e
0

On a une forme indéterminé de la forme it

lim f (@) — lim 2T !
=0 ¢g'(x) 2—0 322

En effet
f(z) =sinzx —x = f(0)=0

g(x) = 2* = g(0) = 0

f(l')_f(()) :Sinl‘—x
g(z) —g(0) 3
fl(l") =cosx — 1et g/(m) =322 =

/ —1
lim /(x) — lim 222 "
z—0 g J}) z—0 31‘2

Appliquons une deuxiéme fois la régle de I'hospital:
f'(x) =cosz—1= f'(0)=0

g () = 32> = ¢'(0) =0

f7(x) = —sinzx et ¢”(z) = —61.
On a:

lim = Cgsx = —= :> lim = zmx = —= :> thOSIQ 1 _1 :> hmsmx £ =_
z—0 z—0 x—0 z—0 3

=
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Attention :
Avant d’appliquer la regle de ’'Hospital, il faut vérifier toujours les hypotheses.

La regle de I'Hospital permet de résoudre un trés grand nombre de formes indéterminées (toutes

celles de la forme %, % et toutes celles qui 8’y ramenent). Mais elle a quelques inconvénients :
1 - Avant de Pappliquer, il faut savoir si 'on est dans des cas d’application de cette régle ou de

ses généralisations.
2 - Il faut calculer des dérivées de fonctions

3 - Son utilisation demande parfois des astuces dans la facon d’écrire le quotient et il peut étre
nécessaire de transformer ce quotient avant de lui appliquer cette regle.

4 - Elle ne marche pas toujours:
L’étude de limaz? Sin(%) ne se fait pas par la regle de ’'Hospital.

z—0

1.6 Formule de Taylor

1.6.1 Formules de Taylor et Mac-Laurin.

Définition : Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I C R.

i) On dit que f est contintiment dérivable sur I si elle est dérivable et sa dérivée f’ est
continue sur /.

ii) On dit que f est n fois continiment dérivable sur [ si elle est dérivable n fois et que
ses dérivées f/, f, -+, f"=V, f() sont continues sur I, (n € N). On dit alors que la fonction
f est de classe C".

Si f est un polynome de degré n c’est a dire:

f(z) = P,(z) = apa™ + ay12" ' + ... + a1z + ao.

Ona: f(0) = ao.
Or f'(z) = naya" ' + (n — 1)a, 12" % + ..2a97 + a1 = ['(0) = ay.
De méme

() =n(n—1)a,z" %+ (n—1)(n — 2)a,_12" 3 + ... + 2a5 = ["(0) = 2as,.
De fagon générale, et apres k itérations, (par récurrence ) on voit que
F#(0) = klay,

Ainsi les coefficients du polynome s’expriment en fonction des dérivées successives de f au point
r=0etona:

F(@) = F0) + f/(0)a + LfPa? 4 . Lo0gn — 57 L0,
k=0

Peut-on généraliser cette propriété a une fonction f ”quelconque”?
D’apres le théoreme des acroissements finis, on sait que si f est une fonction continue dans
[0, 2] et dérivable dans |0, z[, il existe ¢ € |0, z[: f(x) = f(0) + = f'(c).
Plus généralement, on a :
Théoreme de Taylor :
Soit f une fonction définie sur [a,b] C R telle que
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i) f est n fois contintiment dérivable sur le segment |[a, b].
ii) f"*V existe sur 'ouvert ]a, b|.
Alors il existe au moins un point ¢ €]a, b[ tel que:
b—a (b—a)? (b—a)k
k!

70) = F@+ = P P e oo

n!

(b —a)"*!

(n+1)! f(nﬂ)(c)

Fa)+.+ F(a)+

Remarques :
1) Si n =0, on retrouve la formule des Accroissements finis : f(b) = f(a) + (b —a)f'(c).
2) Cette égalité est appelée formule deTaylor a l'ordre (n + 1) dans [a,b] .
La formule de Taylor est valable sur lintervalle [a,b].
3) R, = b( iftlf (1) (c) est appelé reste de Lagrange.
St f est un un polynome de degré < n, le reste R, est nul.

Démonstration:
On considere la fonction polynomiale suivante:

(2 = a)’

@)+

Fu(x) = f(a) + (x — a)f'(a) +

on a degré( P,) < n.
On remarque que P,(a) = f(a) et

Pi(w) = ['(a) + (o = a)f"(a) + -+
On adone: Pi(a) = f'(a), Fi(a) = f"(a),--, Pi"(a) = fW(a),--, P"(a) = f™(a).
P, peut s’écrire sous la forme

Y
P”( )_|_ ..+¥P£k)(a>+...+—])}ﬁ)(a>

(z—a)’

P,(z) = P,(a)+ (x —a)P.(a) + 51

On considere la fonction ¢,, définie par:

(x — a)™t!

en(r) = f(2) = Pu(x) — anm

ou «, est une constante réelle choisie de telle sorte que: ¢,(b) = 0, c’est a dire: «, =
n+1)!
((0) = Pa(b) e
La fonction ¢, est définie continue sur le segment [a, b] et dérivable sur Ja,b[ et on a:

¢n(a) = pn(b) =0

D’apres le théoreme de Rolle, il existe au moins une valeur ¢, €]a, b[ telle que: ¢/ (¢,) = 0.

La dérivée de ¢, est ¢ (z) = f'(z) — P! (z) — ozn(xTa la fonction ¢/, est continue sur le
segment [a,c,] et dérivable sur |a,c,[, et qui vérifie:¢! (a) = ¢, (¢,) = 0. En appliquant le
théoreme de Rolle a la fonction ¢/, il existe au moins une valeur ¢,y €|a, ¢,,[ telle que:

90;;(07%1) =0
(x —a)" !

() = f"(x) — P(x) — anm

On continue de maniere analogue en appliquant successivement le théoréme de Rolle & ¢, , 90%3), o go%n).
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Ainsi on a 'existence des points ¢,_1, ¢,_a, ..., co puis ¢; telles que:

Cn-1 €la, ol , cpoz €la, cpil, ..., 2 €la, 3], a1 €la,
avec
@ (Co1) =0, oo Lo (er) = 0.

Comme ¢\/” (z) = f™(x) — pm () — ap(z —a), o' est continue sur le segment [a,cq] et

dérivable sur Ja, ¢;[ et on a o (a) = go%n)(cl) = 0,on applique le théoreme de Rolle:

Il existe au moins une valeur ¢ €la, ¢;] telle que:goglnﬂ) (¢c)=0.

Or ¢i™(a) = f040 (@) = PV () —
et degré(P,) <n = (Rﬁ"*” (x) =0,Vz) = goglnﬂ)(x) = f ) (2) — ay;

donc
Pt () =0 = V() = an,
d’ou .
() = (&) — Pala) - L= o
_ (b—a)t! (n+1)
car «, a été choisi de telle sorte que ¢, (b) =0
b—a
F0) = ) = G f ) s o

d’ou la formule de Taylor a l'ordre (n + 1)

(b= a)’
2!

b—a
1!

f'(a)+ f”(a)+..+if(k)(a)+..+

Autre écriture de la formule de Taylor a ’ordre (n+1) :
En posant b—a=h=—=0b=a+h

n hn-i—l

k
flath) = f(a)+%f’<a>+g—?f”<a)+---+%f(’“><a>+---+mf<”><a)+ (e e Elaath]

Autre forme de la formule de Taylor a 'ordre (n + 1):

c€la,a+h[= 0<c—a<h,0<52<1=30 €)0,1[, =52 = c=a+0h

h) = h h? " h* (k) § (n) ht
flath) = flayt g/ @5 @3 P @ = P @+ a gy,

fm (a0 h), 6 €]0,1]

Formule de Mac-Laurin :
C’est le cas particulier ot a = 0

n n+1

T {E2 CL’k x T
(@) = O+ O+ G70) -+ OO+ T OO+ gy 40(e) e €losad

.Z‘n+1

(n+1)!

x x? ¥ z"
@) = FO)+ 5 /(0045 F/(0) 447 fPO0) 44— F(0) + FOr0 2) 0 €]0, 1]
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1.6.2 Exemples:

Formule de Taylor de quelques fonctions usuelles pour z au voisinage de 0 : (Pour les obtenir
au voisinage de a,il suffit de poser z = = — a).

1) f(z) = e*. Comme f™(z) =e” et f™(0)=1,0na:

" =1+z+ %5 + A5 +(n+1),x+,avec0<c<x.

2) f(x) =sin(z). On a

(@) = cos(a), f"(z) = —sin(z),
£09 (@) = (=1 sin(z), F@ () = (=17 cos(a)

donc %) (0) = 0 et fPP+D(0) = 1. Ainsi

sin(v) =2 — & + 2 + .+ (ngr)l),xgp*l + [(( 1f+),1 sin(c)]z?t2 avec 0 < ¢ < z.

De maniere analogue on a :

cos(z) =1— 2 + 204+ (( g » 4 [(é;)lp)! cos(c)]z?P T avec 0 < ¢ < .

3) Pour les fonctions hyperboliques: ch(z) = £ et sh(z) = “=f—
Les dérivées successives de chx sont: sh(x), chx shx, chz,.....
1:2 1;4 2n+
ch(v) =14+ % + 5 + ... (2n),—|— 2n+1,sh()ave00<c<a7.
3 8 p2n+l 22(n+1)
sh(r) =2+ 5 + & + Tt Dl T Gt ,ch( ),avec 0 < ¢ < .
4) f(z)=1=.Ona:

fi(z) = ﬁ; o f0(2) = # donc f™(0) = nl!.

Ainsi :

—=l4+z+2>+ .. +a" —|—[m]x”+1ave00<c<a:.

5) Si |z| <1, f(x) =log(l — x) est bien définie et on a :

f'(x) = —% oy J®(@) = — {555 done

f1(0) =—1,f7(0) = f(3)(0) = e, fB(0) = —(k — 1)\,

Ainsi pour |z| < 1,

2 n
log(l—x):—a:—%—...—%—Ww"“avec()<c<x.

6) Pour tout a € R, soit f(z) = (1+x)*. On a:
f'(r) = a(l 4+ x)*1, .. (et par recurrence) f™(z) = a(a —1)...(a — (n — 1))(1 + z)*™".
donc f™(0) = afa —1)...(a — (n — 1)) et e € ]0, z[ tel que:
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(L4+2)* =14 2z 22y | eloecloontl), ”—i—%(ljtc)a” Lzmthavec 0 < ¢ < .

Cas particuliers:
(i) Sia=—1; Aelolomptl) _(_qyp

p!
—=1—z+a2+ .. +(=1)"2" + Az"H!
avecA:%;sgl)'etO<c<x.
T ala=1)..(a=p+1) _ 1(=1)(=3)....(~2p+3 ~113.....(2p=3
(if) Si o = g; Hetijempit) = LEUET R — (-t i)

VIitz=1+1ir— 1224 4 (-1 11520 (2(3 )3)56 + Axnt!

o n 13....(2n—1) 1
avecA—(—l) 2 4. (2n+2) (It )n+% et 0<c<u.

1.6.3 Application de la Formule de Taylor au Calcul numérique :

Si f est une fonction de classe C"*! au voisinage de a :

hn+1

mﬂ"“)(a +0h), 6 €]0,1]

2 n
Flat h) = F(@)+ 50 7(a) 4 o (@) 4+ o f ) 4

On suppose connue les valeurs f(a), f'(a), ---, f™(a).
On prend pour valeur approchée de f(a + h) la valeur

F(@)+ @) + -+ f )

Si on pose,
hn
9(a) = (@) + hf'(a) + -+ = [ (a)
L’erreur commise est

hn+1
(n+1)!

fla+n) —g(a) = FU D (a+ 6h)

L’erreur commise est donnée donc par =, f 4D (a + 0h)
a<a+0h<a+h
Donc, si M est un majorant de f*V(a + 0h) sur Ja,a + h[ on a

£ (a +6n)| < M

hn—i—l |h|n+1

(n+ 1!

CES] f (@ +60n)| <

| ‘n+1

(+1)M

Donc f(a + h) est égale a g(a) avec une erreur absolue inférieure a

Exemple :
Calculer sin(31°) a 1075 prés

1
sin(30°) = 5= 0.5
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2 3

sin(a + h) = sin(a) + hcos(a) — % sin(a) + a cos(a + 0h)

h=1°= & = 0.0174
cos(30°) = ¥ = 0.8660

0.01742 0.01743
$in(31°) = 0.5+ 0.0174 x 0.8660 — X 05—~ cos(% + 9%)
0.01743 s s
I cos(Z 4+ 0—) < 107"
|5 coslG + 0155

donc & 107% | sin(31°) ~ 0.513550.
(La valeur fournie par le logiciel MATLAB est sin(31°) ~ 0.51503807491005).
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Exercice : Calculer une approximation de Arctg (1.001) & 1072 pres.

1.7 Fonctions Réciproques (ou inverses)

1.7.1 Rappels:

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, on rappelle que :

(1) f est strictement croissante si ( z <y = f(z) < f(y)).

(2) f est strictement décroissante si (x <y = f(x) > f(y))
Remarques:

Si [ est une fonction strictement croissante de [a,b] dans R alors

Vo € [a,b],a <z <b=> f(a) < f(zx) < f(b)

d’ot f(a) est le minimum (f(a) =m) et f(b) est le mazimum (f(b) = M).

Done [f(a), f(b)] = [m, M] = [([a,b]).

De méme si f est strictement décroissante de [a,b] dans R, on a [f(b), f(a)] = [m, M] =
f(la, b]).
Théoreme:

f est une fonction continue et strictement croissante (resp. décroissante) sur un intervalle
[a7 b]?

alors f est une bijection de [a, b] vers [f(a), f(D)] (resp. [f(b), f(a)]).
démonstration:

Si f est une fonction continue et strictement croissante sur l'intervalle [a,b] alors, d’apres
le théoreme des valeurs intérmediaires, f([a,b]) = [f(a), f(b)]

= f est surjective de [a, b] dans [f(a), f(b)].

Comme f est strictement croissante sur 'intervalle [a, b], on a:
r<y = f(z)<f(y)

(
Vr,y € la, b,z #y = >y — fl@)> fy)
Dans les deux cas, on a = # y = f(z) # f(y). Donc.f est injective sur [a, b].
Conséquence:

Si f est une fonction continue strictement croissante (resp.strictement décroissante) de
[a, 8] — [m, M]

alors f admet une fonction reciproque notée f~! avec f~1: [m, M| — [a,b].

Théoreme:

Si f est une fonction continue et strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur
un intervalle [a, b], alors f admet une fonction réciproque f~! continue et strictement croissante
(resp. strictement décroissante) sur [f(a), f(b)] (vesp. [f(b), f(a)]) vers [a,b] .

Preuve:
Montrons que si f est une fonction strictement croissante sur [a,b] alors f~! Pest sur

[f(a), F(B)].

Soit .y € [f(a), f(B)], a-t-on, <y = f~1(x) < F(»)

Démonstration par ’absurde.

Si pour tout x,y € [f(a), f(b),on a f~1(z) > f~'(y) alors (f est une fonction strictement
croissante sur [a,b] ) f(f~1(z)) > f(f ' (y)) i.e.x > y ce qui contredit 'hypothese 2 < y. Donc
f~1 est strictement croissante.

Montrons que si f est une fonction continue sur [a,b] alors f=* lest sur [f(a), f(D)].
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Soit yo € [f(a), f(b)], montrons que f~! est continue en y,. Il faut montrer que
Ve >0,3n >0 tel que: |y —yol <n="|f"(v) — f ()|

Yo € [f(a), f(b)] == T x € [a,b] tel que zo = 7" (yo).

Posons y; = f(zg — ) et yo = f(xg + )

f étant strictement croissante nous donne

Pour tout g € Ja,b[ et Ve > 0, ona: xg—e < 29 < 19 + €

Comme f étant strictement croissante dans [a, b],

Tog — € < X <l’0+€:>f(l’0—€) <f(l’0) < f([L‘O—I—E-:) ie. 1 <yo <Y

D’autre part, [y —yol <n & —n<y—w<neyp-—n<y<yo+n

Pour n = min{yo — 1,92 — v}, [y =%l <n=vo+n<wyaet y1 <yo—1n

Diou:yr <yo—n<y<yo+n<y

= 7 ) < fHwo—n) < fHy) < o +m) < fH(we)

= axo—c< fHyo—n)<fHy) < fyo+n) <xo+e

Or 2o = f~1(yo) d’olt

7 o) —e < fHy) < f o) +e = [f(y) = f(wl) <e
Graphe d’une fonction réciproque :

Dans un repere orthonormé le graphe de f~!,la fonction réciproque de f, est le symétrique
par rapport a la premiere bissectrice (droite y = x) du graphe de la fonction f.
Exemple :

Si Vz € RY, f(z) = 2% alors f~'(y) = /¥ est la fonction réciproque de f(z) = z*.

Pour yo = f(x)

f'(@0) =220 = (7 (0))' = ey = 2

1.7.2 Exemples de fonctions réciproques .

1) La fonction f:x € R. — e” € RT est une fonction continue et strictement croissante. Sa
fonction réciproque est par définition la fonction In: RT — R.

2) La fonction réciproque de la fonction sin
La restriction a [—7, 7] de la fonction y = sinz est une fonction continue et strictement crois-
m

sante de.[—7, 5] — [—1,1]

Elle admet donc une fonction réciproque continue et strictement croissante, notée Arcsin.
Arcsin : [-1,1] — [-F, 7]

Arcsin(z) est arc dont le sinus est x. C’est la fonction réciproque de la fonction sin lorsque
celle-ci est définie de [-7, 7] — [—1,1].
x = Arcsin = sin(x
—1§y§ﬁw ¢:’%gg;£§
3) La fonction réciproque de la fonction cos
La restriction a [0, 7] de la fonction y = cos(x) est une fonction continue strictement décroissante
de [0, 7] — [—1, 1] Elle admet donc une fonction réciproque continue strictement décroissante,

notée Arccos

Arccos : [-1,1] — [0, 7]

x = Arccos(y) y = cos(z)
-1<y<1 O0<z<m
o 1 _ 1 — __ 1
Y= oy ~ Tsimly) ~ Va2



Exemples :

1) Montrer que dans [—%, 2], Arcsin(sin(z)) =7 —

Soit f(z) = Arc sin(sin(xZ))

On a :
D;=R
f(z) est periodique et de période 27 d’ou I'étude sur [—7, 37”]
six € [~7,5] = Arcsin(sin(z)) =
size (2, Y] = —ze[-¥ Il=r—ze[-3 ]

27 9 2 272
sin(z) = sin(m — x) = Arcsin(sin(z)) = Arcsin(sin(r —z)) =7 — x

—> Arcsin(sin(z)) =7 — x.
2) Montrer que pour tout x € R, Arccos(z) + Arcsin(z) =
Soit g(z) = Arccos(cos(x))
On a:
D,=R
g est une fonction paire g(—x) = g(x).
g est périodique et de période 27, d’ou le domaine d’étude est [—, 7].
Vo e [-1,1], Aresin(x) € [-Z, Z]

™
5

) 272
= Vr € [-1,1], § — arcsin(x) € [0, 7]
=V e [-1,1] ,cos(— — Arcsin(z)) = sin(Arcsin(z)) =
= Vz € [-1,1], Arc cos(cos(—g — Arcsin(z))) = § — Arcsin(x) = Arccos(z)
= Vr € [-1,1], Arccos(z) = 5 — Arcsin(z).
4) La fonction réciproque de tg(x) = :;2((“;)),

La restriction a [ 5,5 de la fonction y = tg(x) est une fonction continue et strictement

croissante de [—7, 7] adns R. Elle admet donc une fonction réciproque continue et strictement

croissante de R dans [—7, 7], noté Arctg(x)

Arctg(x) ] — 00, +00[—] = 7,3
lim tg(z) = —o0; limtg(x) = +oo
x—)—f T—=%
lim tg(r) = —o0; limtg(r) = +o0
rT——7 T35
x = Arctg(y) y:ww)ﬂ
—o0 <y <400 (y €R) <z <3
Propriétés :
1) y = Arctg(x) est une fonction impaire
2) et Arctg(r) = 7.
W x ) e=1lsiz>0
3) Arctg(z) 4 Arctg(;) = €5 { e sz 0
Preuve:
1) parité : —y = —tg(—x) avec —5 < x < § = Arctg(—z) = —y
2)

r>0=1>0= Arctg() €0, %] et tg(z) €]0, Z|
z — Arctg(2) €]0, %]

'
— { tg(Arctg(z)) = x

tg(Z — Arctg(%)) = cotg(ARctg( ) = m -

R\Hl»—l
I
8
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d’ou

tg(Z — Arctg(L)) = tg(Arctg(z)) = v = % — Arctg(2) = Arctg(x)

T

donc
Arctg(z) + Artg(2) = % si 2 > 0.
Six <0 alors —z >0

Arctg(—z) + Arctg(—1) =%
— —Arctg(z) — Arctg(+
= Arctg(z) + Arctg(

1.8 Fonctions hyperboliques

1.8.1 Définitions

Les fonctions cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique, tangente hyperbolique notées
respectivement ch, sh et th sont définies pour = € IR par :
e’ +e® et —e " shr > —1
chr = —, shr = —— the = =
2 2 chr e?**+1
ch est la partie paire de 'exponentielle, sh en est la partie tmpaire . La fonction th est une
fonction impaire .

chx +shx = €*
chr —shx = e

‘v’:z:EIR,{

On obtient ainsi 'identité fondamentale :

ch?z —sh?z =1

Les fonctions ch, sh et th sont indéfiniment dérivables sur IR et :

1 =1—th%x

Vz € R, (sh)'(z) = chz, (ch)(z) = shz, (th)'(z) = %

Les limites l'infini sont :

lim chz = lim shx = +oo0, lim thz =1

r—-+400 r—-+400 Tr—+00
On retiendra aussi :
) chx . shz
Iim —— = lim —— =1
Tr—+00 (Sl r——+00 e
2 2
. shzx . thx . chx—1
lim — = lim — =1, lim — =1
z—0 T z—0 I z—0 zZ

2
Le nom de fonctions hyperboliques est justifié par le fait que

(x = cht,y = sht)

est un paramétrage de la branche d’hyperbole d’équation 22 — y? = 1 avec z > 0.
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1.8.2 Fonction réciproque

1. La fonction sinus hyperbolique est définie strictement croissante et continue sur IR , ¢’est
donc une application bijective de IR dans IR . Elle admet donc une fonction réciproque,
continue et strictement croissante sur IR que 1’on note argsh :

ey — efy
y = argsh(z) < x =sh(y) = 5
La fonction argsh est dérivable et on a d’aprés la deérivé de la fonction réciproque
Vr € IR
1 1 1 1

[ — _ —
TN 0T T a6 T g VR

La fonction argsh est donc strictement croissante sur IR
d’apres la formule de argsh(x)" on peut par integration montrer que

argshz = In(z + V1 + 22)
ou directement :

y = argsh(z) < x = sh(y)
or

e = ch(y) + sh(y)
donc
y = In(ch(y) + sh(y)) = In(y/sh?(y) + 1 +sh(y)) = In(z + V1 + 22)

2. Sur [0; 00| , la fonction cosinus hyperbolique est définie strictement croissante et con-
tinue et a valeur dans [1;4+o00] , la restriction a l'intervalle [0; 400 de la fonction cosinus
hyperbolique est une application bijective de [0; +-o00[ dans [1; +oo[ . Elle admet donc une
fonction réciproque, continue et strictement croissante sur [1; +o0o[ que 'on note argch :

e’ +e?
2

La fonction argch est dérivable et on a d’aprés la deérivé de la fonction réciproque

y = argch(z) < = = ch(y) =

Vo € [1;+oo]

1 1 1 1
argch(x) = = =

(ch(w)) ~ sh(y) — Jagrg) 1 Va1

La fonction argsh est donc strictement croissante sur [1;+o0|
d’apres la formule de argch(z)” on peut par integration montrer que

argchr = In(x + V2 — 1)
ou directement :
y = argch(z) < = = ch(y)

e’ = ch(y) + sh(y)

donc
y = In(ch(y) + sh(y)) = In(ch(y) + /ch*(y) — 1) = In(e + Va7 — 1)
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3. La fonction tangente hyperbolique est définie strictement croissante et continue sur , ¢’est
donc une application bijective de IR dans |-1 ;1[. Elle admet donc une fonction réciproque,
continue et strictement croissante sur | — 1; 1] que 'on note argth :

y = argth(z) < = = th(y)

La fonction argth est dérivable et on a d’aprés la deérivé de la fonction réciproque

Vo e] —1,1]
1 1 1
argth(z) = = =
S )y 1o 1o
La fonction argth est donc strictement croissante sur | — 1;1[ puisque 1 — z* > 0 sur
| = 1;1[ d’apres la formule de argch(z)" on peut par integration montrer que

1+=z
11—z

argth(z) = %m( )

ou directement :
= h = th(y) = i
— argt &= =
y = argth(z) < x V=

donc
e +r=e%—1
et
14z
Cl-=z
14+

ey

d’ou

1.8.3 Formulaire

a,b, p,q, x désignent des réels.

Addition
1. ch(a + b) = cha.chb + sha.shb
2. sh(a + b) = sha.chb + cha.shb

3. th(a +b) = %

Duplication
1. ch2z = ch®z + sh?z = 2ch?z — 1 = 1 + 2sh?z
2. _ choa—1 2 . _ chozt1
2. sh:E—TetChx—TJ“
3. sh2x = 2shxchzx
4. th2e = -2the_

1+th2r
Si on pose t = th§ alors :




Transformation de produit en somme

1.
2.

3.

cha.chb = 1 (ch(a + b) + ch(a — b))

sha.shb = 1 (ch(a + b) — ch(a — b))
1
2

sha.chb = 5 (sh(a + b) 4 sh(a — b))

Transformation de somme en produit

1.
2.

3.

. thp + thg =

_ + -
chp + chqg = 2ch®Zch?

_ +q o} P
chp — chq = 2sh?2sh?>1

— 9l P o P
shp + shq = 2sh®4ch 51

sh(p+q)
Chp.Chq
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