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Enoncés des Controles Finaux et Rattrapages

Controle Final /2015-2016

Exercice 1. Soit p > 5 un nombre premier.

1) Montrer que le reste de la division euclidienne de p par 6 est 1 ou 5.

2) En déduire que p* + 2 est composé.

Exercice 2. On considére la correspondance f : 7./567 — (Z.)87) x (Z]TZ),

clsg(z) = (clg(x), cl7(x)), ow clg(x), clz(x) et clsg(x) désignent respectivement
les classes de congruences de x modulo 8, 7 et 56.

1) Montrer que f est une application bien définie.

2) Montrer que [ est une bijection.

3) Calculer f~{(cls(3),cl7(5))}.

Exercice 3. Soient E un ensemble non vide et A une partie de E. On
considére Uapplication f : P(FE) - P(E), X — X UA et R la relation
binaire d’équivalence associée a f.

1) On suppose que E = {a,b,c} et A= {a,b}.
a) Déterminer f(P(E)). [ est-elle surjective ¢
b) Déterminer cl(0), cl(E) et en déduire ['ensemble quotient E/R.

¢) Donner la décomposition canonique de f et préciser l'image de chaque
classe d’équivalence.

2) Soit B € P(E).
a) Montrer que cl(B) ={X € Z(E)/(BNA) C X C (AUB)}, ot A est

le complémentaire de A dans E.

b) En déduire que si A et B forment une partition de E, alors cl(B) =
{X e Z(FE)/BcC X}.

Rattrapage 2015-2016

Exercice 4. (Question de cours) Pour un entier n > 1, donner la défi-
nition de Uindicateur d’Euler de n noté o(n). Comment calculer p(n) ?
Exercice 5. Soit p > 3 un nombre premier.

1) Montrer que p—1 = 2"k, o m € N* et k est un entier naturel impair.

2) Soit x € Z. Montrer que si x> = 1(modp), alors x = 1 (modp) ou x =
—1(modp).

3) Soitb € Z tel quebAp=1 et b* £ 1 (modp).
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a) Montrer que Uensemble N = {s € {1,...,m}/b** = 1(modp)} pos-
sede un plus petit élément.

b) En déduire qu’il eziste t € {0,1,...,m — 1} tel que b** = —1 (mod p).
Exercice 6. On considére la correspondance f : Z/150Z — Z/120Z,

cliso(z) > cligo(4x), ot cliso(x) el cligg(x) désignent respectivement les
classes de congruences de x modulo 150 et 120.

1) Montrer que f est une application bien définie.
2) f est-elle injective ¢ [ est-elle surjective ?.
Exercice 7. Soient E un ensemble non vide et A une partie de E. On

considére Uapplication f : P(F) - P(E), X — X N A et R la relation
binaire d’équivalence associée a f.

1) On suppose que E = {a,b,c,d} et A= {a,b}.
a) Déterminer f(P(E)). [ est-elle surjective ¢
b) f est-elle injective ?
¢) Déterminer cl(0), cl({a}), cl({b}) et cl(A).
d) Dire pourquoi P (E)/R = {cl(0), cl({a}, cl({b}),cl(A)}.

e) Donner la décomposition canonique de f et préciser l'image de chaque
classe d’équivalence.

2) Soit B € P(E).

a) Montrer que cl(B) ={X € Z(E)/(ANB) C X C (AUB)}, ou A est
le complémentaire de A dans E.

b) En déduire que si A et B forment une partition de E, alors cl(B) =
P (B).

Controle Final/2016-2017

Exercice 8. Soit p un nombre premier différent de 2 et de 5. On considére

f:(z/p2)* — (Z/pZ), @ — 10a.

1) Montrer que [ est une application bien définie et que f est injective. f
est-elle surjective ?

2) Soit (n,m) € N x N*. Montrer que si r est le reste de la division eucli-
dienne de n par m, alors 10" — 1 est le reste de la division euclidienne de
10" — 1 par 10™ — 1.

8) Soit N ={k € N*/10¥ = 1( mod p)}.

a) Montrer que N posséde un plus petit élément. On note b le plus petit
élément de N.



b) Montrer que si k € N tel que 10¥ = 1 ( mod p), alors b divise k.

¢) En déduire que b divise p — 1.
Exercice 9. On considére la relation binaire R définie sur N? par
(a,b)R(c,d) sia+b=c+d, ou (a,b),(c,d) € N,
1) a) Vérifier que R est une relation d’équivalence.

b) Déterminer (0,0),(1,2) et (n,0), o n € N,

¢) Déterminer (2017,1) U (2016, 2) et (2017,2) N (2016, 1).

d) Déterminer ’ensemble quotient N?/R.

2) On considere Uapplication f : N> = N, (p,q) — p+ q et R la relation
binaire d’équivalence associée a f.

a) Montrer que [ est surjective. f est-elle injective ¢
b) Donner la décomposition canonique de f.

¢) Pour tout n € N, on pose I, = {(p,q) € N*/p+ q = n}. Montrer que
(I))nen est une partition de N2.

Rattrapage/2016-2017

Exercice 10.

1) Donner la définition d’une correspondance d’un ensemble E vers un en-
semble F.

2) La correspondance f : ZJ10Z — ZJ16Z, T — 3z est-elle une application ?

Exercice 11. Soit a,b € N*. Montrer que st a + b =p, ot p est un nombre
premier, alors a et b sont premiers entre eut.

Exercice 12. Soit E un ensemble et a € E. On considére 'application
f:PE)—P(E),

XU{a} sia¢ X

X —{a} siaeX

1) Déterminer f~1({0}) et f~*({E}).

2) Montrer que [ est bijective.

X —

Exercice 13. On considére la relation binaire R définie sur N? par
(a,b)R(c,d) sia+d=0b+c, ot (a,b),(c,d) € N

1) Montrer que R est une relation d’équivalence.

2) Soit (a,b) € N2.

a) Vérifier que (a,b) = (0,0) si, et seulement si, a = b.
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b) Montrer que si a > b, alors (a,b) = (a — b,0)
¢) Montrer que si a < b, alors (a,b) = (0,b — a).
d) Montrer qu’il existe (c,d) € N? tel que (a + ¢, b+ d) = (0,0).

3) En déduire que l'ensemble quotient N*/R = {(n,0)/n € N} U{(0,n)/n €
N*}.
4) Montrer que Uapplication f: N — N?/R, n— (n,0) est injective.

5) Montrer que g : N*/R — Z, (a,b) — a—0b est une application bien définie
et que g est bijective.

Controle Final /2017-2018

Exercice 14.

1) Soient a,n € N—{0,1}. Montrer que si a"+1 est premier, alors a est pair
el n est une puissance de 2. (Pour tout n € N, le nombre F, = 22" + 1
est appelé nombre de Fermat).

2) a) Soit n € N. Vérifier que F,1 = (F, —1)* + 1.

n—1
b) Soit n € N—{0}. Montrer que F,, —2 = HFk
k=0
¢) En déduire que si m,n € N—{0} sont distincts, alors F,, et F,, sont
premiers entre eur.

Exercice 15. Déterminer 'ensemble des réels k tels que {x € R/% =
k} = 0.

Exercice 16. Soit E, ' deuxr ensembles non vides et f : E — F une appli-
cation.

1) Montrer que f est surjective si et seulement si pour tout X € P(E),
FA\ f(X) C f(E\X).

2) Montrer que f est bijective si et seulement si pour tout X € P(FE), F\
f(X) = f(E\X).

Exercice 17.

1) Montrer que Vz € R, Yk € Z, E(x + k) = E(z) + k.

2) On considére Uapplication f : R — R, © — o — E(x) et la relation
d’équivalence R associée a f.

a) [ est-elle injective ¢
b) Vérifier que f(R) =[0,1]. f est-elle surjective ?



¢) Soit x,y € R. Montrer que xRy si, el seulement si, v —y € Z.
d) En déduire que pour tout x € R, cl(z) = {z + k/k € Z}.

e) Donner la décomposition canonique de f.

Rattrapage/2017-2018

Exercice 18. On considére Uapplication f : C — C, z — 22 + 2z + 1.
Déterminer f(C), f(R), f~1(C) et f~1(R).

Exercice 19. Soit E, ' deuxr ensembles non vides et f : E — F une appli-
cation. Etablir :

1) Pour tout A€ P(E), AC fY(f(4)).

2) Pour tout B € P(F), f(f~'(B)) C B.

Exercice 20. Soit E un ensemble non vide et F une partie non vide de
P(E). On dit que F est un filtre si F vérifie les trois conditions suivantes :
— VX eF, X #0.
— S X, YeF, XNnY eF.
— i X CY et XeF, alorsY € F.

1) Soit a € E. Vérifier que H = {X € P(E)/a € X} est un filtre.

2) Soit F un filtre et A € P(E) tels que VX € F, AN X # 0. On consideére
Fa={Y ePE)/)IXeF:AnX CY}.

a) Montrer que Fa est un filtre.

b) Montrer que F C Fa est que cette inclusion est stricte si A & F.
Exercice 21. On considere la relation R définie sur N* par mRn si il existe
keZ:m=2"n, ou m,n € N*.

1) Montrer que R est une relation d’équivalence.

2) Déterminer cl(1), cl(2) et cl(3).

3) Soit a € N*.
a) Dire pourquoi il existe r € N et t € N avec t impair tels que a = 2" t.
b) En déduire qu’il existe un, et un seul, t € N* impair tel que t € cl(a).

4) Soit m,n € N*. Montrer que si cl(m) = cl(n), alors m divise n ou n
divise m. La réciproque est-elle vraie ?

Controle Final /2018-2019

Exercice 22.



1) Soit n € Z.

a) Montrer que (5n* —n) A (n+2) = (n+2) A 38.

b) Déterminer toutes les valeurs possibles de (5n® —n) A (n + 2).
2) Déterminer les entiers n € Z vérifiant : (5n® —n) A (n + 2) = 19.

Exercice 23. On considére la correspondance f : Z/60Z — Z/12Z, T — 3.
1) Vérifier que [ est une application bien définie.

2) Déterminer f~{1}. f est-elle surjective ?

3) f est-elle injective ¢

Exercice 24. On considére l'ensemble A = {10*/k € N} et Uapplication
fiZxA—=Q, (2,10F) — &.
1) Déterminer f~({1}) et f'({3}) ?
2) f est-elle surjective ¢ [ est-elle injective ¢
3) On considére la relation d’équivalence R définie sur Z x A et associée a
f
a) Vérifier que (0,1) ={(0,a)/a € A} et que (1,1) ={(a,a)/a € A}.
b) On considére Uapplication g : Z — (Z x A)/R, n— (n,1).

i) Montrer que g est injective.

i) Déterminer g~ ({(1,10)}). g est-elle bijective ¢
4) Donner une bijection entre (Z x A)/R et D, ou D = {y € Q/3(z,a) €
ZxA:y=21,

Exercice 25. (Bonus) Soit E un ensemble et f : E — E une application
telle que fo f = f. Montrer que si f est surjective, alors f = idg.

Rattrapage/2018-2019

Exercice 26. Montrer que Vn € N—{0,1}, 1+ 55 + -+ + n% > QSL-

Exercice 27. Soit n un entier naturel impair.
1) Montrer que n®> =1 (mod 8).
2) Montrer que 24 divise n(n* — 1).

Exercice 28. Soit E un ensemble non vide.

1) Soit F et G deuz parties de E. Vérifier que FNG = () si, et seulement
si, G C F.



2) Soit A et B deuz parties de E. On considére équation (XNA)U(XNB) =
0, ou X € P(E).

a) On suppose que AN B = (). Montrer que_l’ensemble de solutions de
Uéquation est S ={X € P(E)/B C X C A} et que S est non vide.

b) On suppose que ANB # (. Montrer que ’équation (XNA)U(XNB) = ()
n’a pas de solutions.
Exercice 29. On considére Uapplication f : R — R, x +— 2% — 2.
1) Déterminer f(R). f est-elle surjective ¢
2) f est-elle injective ¢
3) On considere la relation d’équivalence R définie sur R et associée a f.
a) Déterminer 0, 1, 2U0 et 3N 4.
b) Soit a € R. Montrer que si a # 1, alors a = {a,2 — a}.
¢) Donner une bijection de {{x,2—x}/x € R\{1}}U{{1}} vers[—1, +oo].

Exercice 30. (Bonus)Soit E un ensemble et f : E — E une application
telle que fo f = f. Montrer que si f est injective, alors f = idg.



Corrigés des Controles Finaux et Rattrapages

Controle Final /2015-2016

Solution de ’exercice 1.

1) D’apres le théoréme de la division euclidienne dans N, il existe un unique
couple (q,7) € N* : p=6q+r avec 0 < r < 5. Comme p est un premier
#+ 2, p est impair d’ot 6q + r est impair alors r est impair et ainsi r €
{1,3,5}. Aussi, r # 3, sinon 3 divise 6q+r = p, ce qui est fauz car p # 3.
Ainst, r =1 our = 5.

2) D’aprés 1), on a p=1 (mod 6) ou p=5 (mod 6) d’ot: p> =1 (mod 6)
alors p* +2 =3 (mod 6) ainsi 3 divise p* + 2 et comme 3 < p* + 2 alors

p? + 2 admet un diviseur positif autre que 1 et p*> + 2 donc p? + 2 est
COMPOSE.

Solution de ’exercice 2.

1) Soit clse(x), clsg(z") € Z/567Z tels que clsg(z) = clse(x'), alors 56/x — 2’
d’ot 8/x — 2’ et T/x — &’ ainsi clg(x) = clg(a’) et clz(x) = clz(2") done
flelse(x)) = flclse(2)) alors f est une application bien définie.

2) Montrons que f est injective : soil clss(x), clsg(2') € Z/567Z tels que
flelse(z)) = flelse(2)), alors (clg(x),cl;(z)) = (clg(2), clz(2")) d’ou
cls(z) = clg(a’) et cly(x) = cl7(2') ainsi 8/x — 2’ et T/x — &' et puisque
8AT =1, alors 56/x — &’ d’ow clse(x) = clss(2’) ainsi f est injective.
On a |Z/56Z| = 56 et |Z/8Z x Z)TZ| = |Z/8Z|.|Z]/TZ| = 8.7 = 56 alors
f est bijective car [ est injective et les ensembles de départ et d’arrivée
sont finis et de méme cardinal.

Remarque. On peut aussi vérifier directement que f est surjective : soit
(cls(y),clz(2)) € (Z/8Z) x (ZJTZ). On a 8 — 7 = 1 d’o en prenant
x =8z — Ty, on obtient cls(x) = clg(—Ty) = cls(y) et clz(x) = cl7(8z2) =
cl7(z) ainsi il existe clsg(x) = clsg(82 — Ty) € Z/56Z tel que f(cls(x)) =
(cls(y),clz(2)) et donc f est surjective.

3) Soit clsg(x) € ZJ56Z. On a css(z) €  f~H(cls(3),cl7(5))} si,

et seulement si, f(clse(x)) = (cls(3),clz(5)) si, et seulement si,

(cls(z), clz(x)) = (clg(3),clz(5)) si, et seulement si, clg(x) = clg(3) et
B 4 . [ =3 (mod 8) .

clz(x) = cl7(5) si, et seulement si, { =5 (mod 7) si, el seulement

dkeZ:x=3+8k

[ 3keZ:x=3+8k
5 3+k=5 (mod 7)

3+ 8k =5 (mod 7) si, et seulement si, {
dke€Z:x=3+8k

k=2 (mod 7) st, et seulement si, il existe

st, et seulement si, {
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r=3+8k

k=2+Th
x=34+8(2+ T7h) =19+ 56h

{ k=24+T7h

si, el seulement si, clsg(v) = clse(19). ainsi f~{(cls(3),cl7(5))} =

{cl56(19)}.

Remarque. Comme 8 — 7 = 1, On peut aussi prendre directement v =

5.8 — 3.7 = 19 alors clg(x) = clsg(—21) = clg(3) et cly(z) = clz(40) =

cl7(5) ainsi clss(19)) € f~H{(clg(3),cl7(5))} et comme f est injective, alors

FH(els(3), etz (5))} = {cls6(19)}-
Solution de 1’exercice 3.

1) a) Soit X € P(E); si X C A, alors f(X) = A. Aussi, si X ¢ A,
alors c € X d’ou f(X) = E ainsi f(Z(E)) ={f(X)/X € Z(E)} =
{A, E}.

Il est évident que f n’est pas surjective car f(P(FE)) # P(E).

b) Soit X € P(E). On a X € cl(D) si, et seulement si, f(X) = f(0)

si, et seulement si, X UA = DU A si, et seulement si, X UA = A
si, et seulement si, X C A si, et seulement si, X € P(A). Ainsi,
Cl<@) = @(A) = {@7 {a}v {b}’A}
Soit X € P(E). On a X € cl(F) si, et seulement si, f(X) = f(F) si,
et seulement si, X UA = EUA si, et seulement si, X UA=F si, et
seulement si, et seulement si, c € X. Ainsi, cl(E) = {X € P(E)/c €
X} = {{c},{c,a},{c, b}, E}. Puisque cl(D) et cl(E) forment une par-
tition de P (E), P(E)/R = {cl(0),cl(E)}.

¢) D’apres le cours, f =io fos, oui:lmf={A E} = P(E), i(A) =
A et i(E) = E est Uinjection canonique, s : P (E) — P(E)/R =
_fod®) ssXCA
{c(0),cl(E)}, X — d(X) = { A(E) sice X
canonique et [ : Z(E)/R = {cl(0),c(E)} — Im f = {A,E} est la
bijection définie par f(cl(0)) = f(0) = A et f(cl(E)) = f(E) = E.
2) Soit B € P(E).

a) Soit X € P(E) tel que X € cl(B), alors XRB d’ou f(X) = f(B)
ainst X UA = BUA et puisque X C X UA, alors X C AU B. Aussi,
puisque XUA = BUA, AN(XUA) = AN(BUA) d’ou ANX = ANB
et puisque ANX C X, alors ANB C X.

Inversement, soil X € P(E) tel que ANB C X C AU B, alors
(ANB)UACXUAC(AUB)UAdou BUACXUACAUB
ainsi f(X) = f(B) et par suite X € cl(B).

h,k € Z tels que { si, et seulement si, dk,h € 7 tels que

si, et seulement si, x = 19 (mod 56)

est la surjection



b) Soit X, A, B € P(FE) tels que A et B forment une partition de E.
On a, d’apres la question précédente, X € cl(B) si, et seulement si,
(BNA) C X C (AUB) si, et seulement si, B C X car B = A, et
donc cl(B) ={X € #(F)/B C X}.

Rattrapage 2015-2016

Solution de I’exercice 4. Voir le polycopié du cours (Définition 3.8.1 et
théoreme 3.8.6, page 20).

Solution de ’exercice 5. Soit p > 3 un nombre premier.

1) Puisque p > 3 est un nombre premier, p est impair d’ot p—1 > 2 est pair,
i.e., 2/p—1. Sip—1 est une puissance de 2, alorsp—1=2" =2k, ou
m € N* et k=1 est impair. Si p — 1 n’est pas une puissance de 2, alors,
d’apres le théoréeme fondamental d’arithmétique, p—1 = 2™pi"™ ... pI"", oU

P1,...,pr Sont des nombres premiers deuxr a deux distincts et différents
de 2 et m,mq,...,m, sont des entiers > 0, alors p — 1 = 2™.k avec
k=p"...p" est impair car Vi =1,...,r, p; est impair.

2) Soit x € Z tel que 2> = 1 (mod p); alors, p/a®> — 1 = (x — 1)(z + 1)
d’ot p/x — 1 ou p/x + 1 car p est premier ainsi  — 1 = 0 (mod p) ou
x4+ 1=0 (mod p) et par suite xt =1 (mod p) ou x = —1 (mod p).

3) Soitb€eZ tel quebAp=1 et b* #1 (mod p).

(a) Puisque bAp =1 et p est premier, on a, d’aprés le petit théoréme de
Fermat, v~ =1 (mod p) d’ot b*"* =1 (mod p) d’ots m € N ainsi
N # (). Comme N est une partie non vide de N, alors N posséde un
plus petit élément.

(b) On note | le plus petit élément de N. Alors b2* = 1 (mod p) (*).
Comme | > 1, (*) s’écrit (b2 '%)2 = 1 (mod p) ainsi, d’apres la
question 2), b*F =1 (mod p) ou b2 '*F = —1 (mod p).

D’autre part, p2 # 1 (mod p), en effet, supposons que P2k =
1 (mod p), alorsl—1 =0 oul—1 € N, ce qui est fauzx car sil—1 =0,
b* = 1 (mod p) ce qui contredit I’hypothése b* £ 1 (mod p), et si
l—1 € N,l—1<1 ce qui est impossible car | est le plus petit élément
de N.

Comme b2~"*F £ 1 (mod p), alors b* ' = —1 (mod p) ainsi il existe
t=1—-1€{0,...,m—1} tel que b¥*** = —1 (mod p).

V2

Solution de l’exercice 6.

1) Soit cliso(x), cliso(z’) € Z/150Z tels que cliso(z) = cliso(2); alors
150/x — 2’ d’ou 4.150/4(x — 2') alors 600/4x — 42’ d’ow 120/4(x — 2’)
car 120/600 ainsi 4z = 42’ (mod 120) par suite clisg(4x) = cligo(4a’),
i.e., f(cliso()) = f(cliso(2')) et ainsi [ est une application bien définie.
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Q) On a f(Cl150(30)) = Cl120(120> = Cllgo(O) = f(Cl150<O>) mais Cl150<30> 7£
cli50(0) alors f nest pas injective.
f nest pas surjective car cliao(1) n'a pas d’antécédent par f, en effet,
supposons qu’il existe clyso(x) € ZJ/150Z tel que f(cliso(x)) = cligo(1)
d’oti cligg(4x) = cligg(1) alors 4z = 1 (mod 120) ainsi 120/1 — 4z et
puisque 4/120, alors 4/1 — 4x d’ot 4/1, ce qui est fauz.

Solution de ’exercice 7.

1) a)

b)

d)
¢)

Soit Y € f(P(F)), alors il existe X € P(E) : Y = f(X) d'ou
Y=fX)=XNACAdorsY € P(A) ainsi f(Z(E)) C Z(A).
Inversement, soit Y € P(A) douY € P(E)etona f(Y)=YNA=
Y alors Y € f(P(E) done f(Z(E)) = Z(A).
On a f est non surjective car f(P(E)) = P(A) # Z(E).
Remarque. On peut aussi lister tous les éléments de P(E) et puis
calculer f(P(F)).
On a f(0) =0= f({c}) mais {c} #0 d’ot f n'est pas injective.
Soit X € Z(E).
On a X € cl(D) si, et seulement si, f(X) = f(0) si, et seulement si,
XNA=0nNA si et seulement si, X N A = 0 si, et seulement si,
X € {0,{c},{d},{c,d}} ainsi cl(D) = {0,{c},{d},{c,d}}.
On a X € cl({a}) si, et seulement si, f(X) = f({a}) si, et seule-
ment si, X N A = {a} N A si, et seulement si, X N A = {a} si,
et seulement si, X € {{a},{a,c}, {a,d},{a,c,d}} ainsi cl({a}) =
{{a},{a,c},{a,d} {a,c, d}}.
On a X € cl({b}) si, et seulement si, f(X) = f({b}) si, et seule-
ment si, X N A = {b} N A si, et seulement si, X N A = {b} s,
et seulement si, X € {{b},{b,c}, {b,d},{b,c,d}} ainsi cl({b}) =
{0}, {b, ¢}, {b, d}, {b, ¢, d}}.
On a X € cl(A) si, et seulement si, f(X) = f(A) si, et seulement
si, XNA=ANA si, et seulement si, X N A = A si, et seulement
si, A C X si, et seulement si, X € {A,{a,b,c},{a,b,d}, E} ainsi
cl(A) = {A,{a,b,c},{a,b,d}, E}.
On a cl(0),cl({a}),cl({b}) et cl(A) forment une partition de P(FE)
d’ou P(E)/R = {cl(D),cl({a},cl({b}),cl(A)}.
Daprés le cours, f = io fos, ot i : Imf = P(A)
P(E), X w— X est linjection canonique, s : P (E)
P(E)R = A{cd0),cl({a},cl({b}),cl(A)}, X +— d(X)
cl(0) siXNA=1
Cc’ll(({{g}})) Zigﬁ;gﬁ est la surjection canonique et f :

cd(A) siXNA=A

[

11



2)

Z(E)JR = {cl(0), cl({a}, cl({b}), cl(A)} = Im f = P(A) est la bi-
jection définic par F(cl(0)) = [(0) = 0, Fetteh) = 1(taly = (o)
FlA{b)}) = F({b}) = {b} et fl(A)) = f(A) = A.

Soit B e P (F).

a) Soit X € cl(B), alors XRB d’ou f(X)= f(B), i.e, XNA=BNA
ainsi ANB = XNA C X. Aussi, puisque ANB = XNA, (ANB)UA =
(XNA)UA d'ott BUA=XUA (car AUA=E) ainsi X C XUA =
AU B et par suite cl(B) C {X € Z(E)/(ANB) C X C (AU B)}.
Inversement, Soit X € 2 (E) tel que (AN B) C X C (AU B), alors
(ANB)NA C (XNA) C (AUB)NA, dou (BNA) C (XNA) C (BNA)
(car AN A =0) alors XNA=BNAdou XRB donc X € cl(B)
et par suite {X € P(E)/(ANB) C X C (AUB)} C cl(B); alors
cd(B)={X € Z(E)/(ANB) C X C (AUB)}.

b) Puisque A et B forment une partition de E, alors A = B. Soit X €
P(E); d’apres la question précédente, X € cl(B) si, el seulement si,
(ANB) C X C (AU B)} si, et seulement si, ) C X C B si, et
seulement si, X € P(B). Alors, cl(B) = Z(B).

Controle Final/2016-2017

Solution de ’exercice 8.

1)

2)

Soit T, 2" € (Z/pZ)* tels que T = 2'. Alors, p/r —a’ d’ot p/10(x — 2')
ainsi 10z = 102’ (mod p) et par suite 10z = 102/, i.e., f(T) = f(a') et
ainst f est une application bien définie.

[ est injective, en effet, Soit T, € (Z/pZ)* tels que f(T) = f(a'), alors
10z = 102’ d’ou p/10(x — 2'). On a p est un nombre premier différent
de 2 et de 5, doup N2 =1¢etpANDd=1amsi p \N10 = 1 et puisque
p/10(z — 2'), alors p/x — ' et par suite T = ' ainsi f est injective.

0 € Z/pZ n'a pas d’antécédent, en effet, supposons qu’il existe T €
(Z/pZ)* tel que f(T) = 0 alors p/10z et comme p A 10 = 1, p/z d’ou
zZ =0, ce qui contredil le fail que T € (Z/pZ)*. Puisque 0 € Z/pZ n’a pas
d’antécédent, f n’est pas surjective.

Remarque. On peut aussi montrer que [ n’est pas surjective en remar-
quant que si f est surjective, alors f est bijective et ainsi |Z/pZ)*| =
|Z/pZ)| ce qui est fau.

Soit Soit (n,m) € N x N* et r le reste de la division euclidienne de n
par m; alors n = mq+7r, o g € N et 0 < r < m dou 10" —1 =
10mat" —1 =10".10m7—1 = 10".(10™1 — 1) + 10" — 1 (*). D’autre part, on

12



3)

a 10m—1/10m1—1, en effet, il est évident que si g =0, 10™—1/10"1—1 et
siqg>0,10"—1=(10m)4—1= (10" —1)((10™)7~L 4+ (10™)7T 2+ ... 4+1)
alors (*) s’éerit : 10" —1 = (10™ — 1)¢' + (10" — 1) avec ¢’ € N et comme
0<r<m,100—1€eNet0<10"—1<10™—1 ainst 10" —1 est le reste
de la dwvision euclidienne de 10" — 1 par 10™ — 1.

a) On a N est une partie de N, alors pour montrer que N posséde un plus
petit élément, il suffit de montrer que N est non vide. Puisque p et 10
sont premiers entre eux, on a, d’aprés le petit théoréeme de Fermat,
10! =1 (mod p) ainsip— 1 € N et par suite N est non vide.

b) Soit k € N tel que 10 = 1 (mod p). En effectuons la division eucli-
dienne de k par b, on obtient k = gb+r avec q,r € N et 0 <r <b. On
a 10* =1 (mod p) d’on (10°)2.10" = 1 (mod p) alors 10" = 1 (mod p)
car 10° = 1 (mod p) doncr =0 car sir #0,r € N etr < b ce qui
contredit le fait que b est le plus petit élément de N. Ainsi, b divise k.

¢) On a, d’apres le petit théoreme de Fermat, 10~ = 1 (mod p) d’o1,
d’apres la question précédente, b divise p — 1.

Solution de I’exercice 9.

1)

a) On a ¥(a,b) € N>, a+b = a+b d'ou (a,b)R(a,b) et ainsi R est
réflexive.
Soit (a,b),(c,d) € N? tels que (a,b)R(c,d), alors a +b = ¢+ d,
ie, c+d = a+b dou (c,d)R(a,b) et ainsi R est symélrique.
Soit (a,b), (c,d), (s,t) € N? tels que (a,b)R(c,d) et (c,d)R(s,t) d’ou
a+b=c+detc+d=s+talorsa+b=s+1t donc (a,b)R(s,t) et
donc R est transitive.
Comme R est réflexive, symétrique et transitive, alors R est une rela-
tion d’équivalence.

Remarque. On peut ausst remarquer que R n’est autre que la relation
associée a Uapplication f:N? - N, (a,b) = a+b, et ainsi, d’apres le
cours, R est une relation d’équivalence.

b) Soit (a,b) € N%. On a (a,b) € (0,0) si, et seulement si, (a,b)R(0,0)
si, et seulement si, a +b = 0 si, et seulement si, a = b = 0. Ainsi,

(0,0) = {(0,0)}.
Soit (a,b) € N%.. On a (a,b) €

(1,2) si, et seulement si, (a,b)R(1,2)
si, et seulement si, a + b 3 si, et seulement si, (a,b) = (0,3)
ou (a,b) = (1,2) ou (a,b) = (2,1) ou (a,b) = (3,0). Ainsi,
(1,2) = {(0,3), (1,2),(2,1), (3,0)}.
Soit (a,b) € N%. On a (a b) € (n,0) si, et seulement si, (a,b)R(n,0)
si, et seulement si, a +b=n ainsi (n,0) = {(a,b) € NQ/a+ b=n}=
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{(0,n),(1,n—1),...,(n—1,1),(n,0)}.

¢) Puisque 2017 + 1 = 2016 + 2, (2017,1)R(2016,2) d’ou (2017,1) =
(2016, 2) ainsi (2017, 1) U (2016,2) = (2017, 1) = (2016, 2).
On a 2017 4+ 2 # 2016 + 1 d’ou (2017,1) et (2016,1) ne sont pas en
relation donc (2017,2) N (2016, 1) = 0.

d) Il est évident que sin € N, (n,0) € N*/R. Inversement, soit (a,b) €

N?/R, alors (a,b)R(a + b,0). Ainsi, N°/R = {(n,0)/n € N}.
2) a) On aVn € N, 3(n,0) € N? tel que f((n,0)) =n+0=n ainsi f est

surjective.
On a f((1,0)) = 1 = f((0,1)) mais (1,0) # (0,1) d’ou f n'est pas
injective.

b) Soit (a,b),(c,d) € N*. On a (a,b)R(c,d) si, et seulement si, f((a,b)) =
f((c,d)) si, et seulement si, a +b = ¢+ d ainsi la relation associée
a f nlest autre que la relation étudiée dans 1) et par suite N*/R =
{(n,0)/n € N}. Aussi, puisque [ est surjective, Im f = N.
On a f = iofos, avec 1 > Imf = N — N, n — n est lidentité,
s:N?> =5 N?/R, (p,q) = (p,q) = (p+ q,0) est la surjection canonique
et f:N2/R — N, (n,0) — n est une bijection.

c) Soitn € Net(p,q) € N°. On a (p,q) € I, si, et seulement si, p+q =n
si, et seulement si, (p, Q) R(n,0) si, et seulement si, (p,q) € (n,0) ainsi
I, = (n,0). Puisque ((n,0))nen est une partition de N?, alors (I,,)nen
est une partition de N2,

Rattrapage/2016-2017

Solution de ’exercice 10.
1) Voir le polycopié du cours : Définition 2.2.1, page 8.

2) La correspondance f : Z/10Z — ZJ167Z, T — 3z n’est pas une application,
en effet, on a 0 = 10 dans Z/10Z mais, dans Z/16Z, 3.0 = 0 # 3.10 = 14.

Solution de I’exercice 11. Soit d = a Ab. Alors, d/a et d/b d’ou d/a + b
ainsi d/p car p =a+b. Comme p est premier et d € N* et d/p, alors d =1
oud=p. On ad+# p sinon p = d/a, ce qui est fauz car 1 < a < p. Ainsi,
d=1.

Remarque. En utilisant le théoréme de Bezout ou le méme raisonnement
utilisé ci-dessus, On peut vérifier facilement que si a A\ (a + b) = 1, alors
aNb=1. Comme p est premier et 1 <a <p,alAp=1, alorsaA(a+0b) =1
carp=a-+bamsiaNb=1.

14



Solution de 1’exercice 12.

1) Soit X € P(E) tel que X € f~1({0}); alors f(X) =0 dou f(f(X)) =

f(@)={a} (*). D’autre part, on aa € X carsia ¢ X, f(X) = XU{a} #
0 ainsi f(X) = X \{a} donca ¢ f(X) alors f(f(X)) = f(X)U{a} =
(X \{a}) U{a} = X U{a} = X (**) car a € X et de (*) et (**), on
obtient X = {a} ainsi f~*({0}) C {{a}} et on a {{a}} C f7L{0}) car
f({a}) =0 ainsi 71 ({0}) = {{a}}.
Soit X € P(E) tel que X € f~Y({E}); alors f(X) = E d’ou f(f(X)) =
f(E) = E\{a} (***). D’autre part, on a a ¢ X car sia € X, f(X) =
X\{a} # E ainsi f(X) = XU{a} donca € f(X) et par suite f(f(X)) =
fX)\{a} = (X U{a}) \ {a} = X \{a} alors f(f(X)) = X (***%) car
a & X. De (***) et (****), on obtient X = E \ {a} ainsi f~'({E}) C
{E\ {a}} et on a {E\ {a}} C fT'{E}) car f(E\ {a}) = E ainsi
fHHEY) = {E\{a}}}.

2) On a f est bijective car f o f = Id, en effet, soit X € P(E);
si a € X, dors f(X) = X\ {a} et comme a ¢ f(X), alors
fof(X) = f(X)U{a} = (X \{a}) U{a} = XU{a} = X car
a € X. Sia¢ X, alors f(X) = X U{a} et comme a € f(X), alors

Jo f(X)=f(X)\ {a} = (X U{a})\ {a} = X\ {a} = X cara ¢ X.

Remarque. On peut aussi montrer directement que f est injective et sur-
jective :

On a [ est injective, en effet, soit X1, Xy € P(FE) tels que X1 # Xs, alors
X1\ Xo # 0 ou Xo\ X1 # 0 et puisque X, et Xy jouent des roles symé-
triques, il suffit de traiter un seul cas. Supposons que X1 \ Xo # 0, alors
il eriste vy € Xy \ Xo. Si xy = a, alors vy = a ¢ X\ {a} = f(Xy)
mais x1 = a € Xo U {a} = f(Xy) ainsi f(X1) # f(X2). Si x1 # a, alors
1 € Xy \ {a} ainsi x1 € f(X1) mais v1 ¢ f(X2) car 1 ¢ Xy et x1 # a et
donc f(X1) # f(X2).

[ est aussi surjective, en effet, soit Y € P(E). Si a € Y, alors il existe
X =Y \{a} € P(E) tel que f(X)=XU{a} =Y. Sia ¢y, alors il existe
X =Y U{a} e P(E) tel que f(X) =X \{a} =Y ainsi f est surjective.
On peut aussi remarquer que 'application f n’est autre que [’application
P(E) — P(E), X — XA{a} et ainsi f est involutive, i.e., fo f=1id.

Solution de P’exercice 13. On considére la relation binaire R définie sur
N? par (a,b)R(c,d) sia+d=0b+c, ot (a,b),(c,d) € N2

1) Il est évident que f : N> — Z, (a,b) — a — b est une application bien
définie. Soit (a,b),(c,d) € N*; on a (a,b)R(c,d) si, et seulement si,
a+d = b+ c si, et seulement si, a —b = ¢ — d si, et seulement si,
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f((a,b)) = f((c,d)) ainsi la relation R est la relation d’équivalence asso-
ciée a 'application f.

Remarque. On peut aussi vérifier directement que R est une relation
d’équivalence comme suit :

R est réflerive, en effet, Soit (a,b) € N*; on a a+b = b+ a, alors
(a,b)R(a,b) ainsi R est réflexive.

Soit (a,b),(c,d) € N? tels que (a,b)R(c,d), alors a +d = b+ ¢, i.e.,
d+a=c+bdou (d,c)R(a,b) ainsi R est symétrique.

Soit (a,b),(c,d), (s,t) € N? tels que (a,b)R(c,d) et (c,d)R(s,t), alors
a+d=b+cetc+t=d+sdova+t+c+d=v+s+c=d alors
a+t=>b+s donc (a,b)R(s,d) et ainsi R est transitive. Comme R est
réflexive, symétrique et transitive, alors R est une relation d’équivalence.

2) Soit (a,b) € N2.

a) On a (a,b) = (0,0) si, et seulement si, (a,b)R(0,0) si, et seulement
st, a+0=0b+0 si, et seulement si, a = 0.

b) Sia>b, alors (a—b,0) € N* et a+0 = b+ (a—b) d’ot (a,b)R(a—b,0)
done (a,b) = (a —b,0).

¢) Sia<b, alors (0,b—a) € N* et a+(b—a) = b+0 d’ou (a,b)R(0,b—a)
done (a,b) = (0,0 — a).

d) Il suffit de prendre ¢ = b et d = a pour obtenir (a + ¢,b+ d) = (0,0)
car (a+c¢,b+d) = (a +b,b+ a)R(0,0).

3) L’ensemble quotient N*/R est formé des classes d’équivalence (a,b), ot
(a,b) € N?, qui, d’aprés ce qui précéde, sont soit de la forme (a — b,0), si
a—0b€N ou de la forme (0,0 — a) si b—a € N* donc de la forme (n,0),
avec n € N ou de la forme (0,n), avec n € N* ainsi N*/R = {(n,0)/n €
N} U {(0,n)/n € N*}.

4) [ est injective, en effet, soit n,m € N tels que f(n) = f(m), alors (n,0) =
(m,0) d’ot (n,0)R(m,0) ainsin=n+0=0+m=m.

5) L’application f : N> — Z, (a,b) — a — b est surjective, en effet, soit
k € Z, alors : si k € N, en prenant a =k et b= 0, on obtient (a,b) € N?
et f((a,b)) =a—b=Fketsik <0, enprenant a =0 et b = —k, on
obtient (a,b) € N* et f((a,b)) =a—b=k.

[ étant surjective, il vient Im f = Z et, d’apres le cours, Uapplication g
n'est autre que f : N*/R — Z, (a,b) — a — b qui est une applicalion
bijective.

Controle Final/2017-2018

Solution de 1’exercice 14.



1) Soient a,n € N—{0,1}. On a a™+1 > 2 et a" + 1 est premier, alors
a” + 1 est impair donc a™ est pair et par suite a est pair.
Ecrivons n = 2™.t, ot t est impair, alors a"+1 = (a®*" ) +1 = (a*" +1).r,
our € N cart est impair ainsi a®” +1/a"+1 et comme a™+1 est premier
et a® +1#1 alorsa® +1=a"+1 dotn=2".
2) a) Soitn€N. Ona(F, -1 +1=02")2+1=2"" +1=F,,.
n—1
b) Montrons par récurrence que pour tout n € N*, F, —2 = HFk : Pour
k=0

0
n=1F-2=2+1-2=3c¢t |[F.=F=2+1=3 ainsi l'égalité

k=0
est vérifice pour n = 1. Supposons que l’égalité est vérifiée pour n.
On a, d’aprés a), Fopy —2 = (F, —1)?+1—-2=(F, —1?—-1=

n—1
F.(F, —2) (*) et, par hypothése de récurrence, F,, —2 = HFk’ ainsi
k=0

n—1 n
(%) = FnHFk = HFk et par suite [’égalité est vérifice pour n+ 1 et
k=0 k=0

n—1
doncVn e N*, F,, —2 = HFk
k=0

¢) Soit m,n € N* tels que m # n; on peut supposer que m < n (de

n—1
méme si n < m), alors F,, divise | |Fk car m < n—1 ainst on
k=0
n—1

écrit HFk = qF,, ¢ € N, il vient, d’aprés b), F,, — 2 = qF,, donc

k=0
F,.NF,=F,AN2=1 car F, est impair.

(z—1)

Solution de l’exercice 15. Soit .,k € R. On a e k si, et
(=12 =k(z+1)(z+3) S e
seulement si, { v {~1,-3} st, et seulement si, (x — 1)* =

k(z+1)(z+3) si, et seulement si, (1—k)z*—2(142k)z+1—-3k = 0. donc {z €
221)? . :

R/m =k}} =0 si, et seulement si, ' = (1+2k)*—(1—k)(1—3k) <0

si, et seulement si, k(k 4+ 8) < 0 si, et seulement si, k ¢] — 8,0][.

Solution de 1’exercice 16.

1) =) : Supposons que f est surjective et soit X € P(E) ety € F\ f(X)
donc il existe x € F tel que y = f(x) et y ¢ f(X) alors x ¢ X donc
x € (E\X) par suite y = f(x) € (E\ X) et donc F\ f(X) C f(E\ X).
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2)

&) : Pour X = FE, on aura F'\ f(E) C f(E\E) = f(0) = 0 dou
F C f(FE) alors F = f(E) car f(E) C F et donc f est surjective.

=) : Supposons que f est bijective, alors [ est surjective d’ou, par 1),
F\ f(X) C f(E\ X). D'autre part, si y € f(E\ X), alors il eziste
re E\X tel quey = f(x) dovy € F maisy ¢ f(X) car siy € f(X),
il existe ©' € X tel que f(2') =y = f(x) et par injectivité de f, ' = x
d’ot x € X ce qui constitue une contradiction, doncy € F \ f(X) et par
suite f(E\ X) C F'\ f(X) ainsi on conclut que F'\ f(X) = f(E\ X).
<) :On suppose que pour tout X € P(E), F\ f(X) = f(E\ X), alors
f est surjective par 1). f est aussi injective, en effet, soit x,2’ € E tels
que x # o', on prend X = {z} alors F\ {f(x)} = F\ f(X) = f(E\ X)
et comme ' # x, ' € E\ X dou f(2') € f(E\X) = F\ {f(2)}
alors f(z') # f(x). Puisque f est injective et f est surjective, alors f est
bijective.

Solution de 1’exercice 17.

1)
2)

SoitreRetkeZ;onmaE(lx)<z<E@)+1ldowE@x)+k<z+k<

E(z)+k+1 et comme E(x)+ k € Z, alors E(x + k) = E(z) + k.

On considére Uapplication f : R — R, z — x — E(x) et la relation

d’équivalence R associée a f.

a) f(0) =0= f(1) mais 0 # 1 d’ou f n'est pas injective. On peut aussi
remarquer que [ est 1-périodique et donc f n’est pas injective.

b) Soit y € f(R), alors il exviste x € R tel que y = f(z) = x — E(x) et
comme E(z) <z < E(x)+1, alors 0 <z — E(z) <1 douy € [0,1]
ainsi f(R) C [0,1[. Inversement, soit y € [0,1[, alors il existe x =
y € [0,1] : f(x) =2 — E(x) =2 =y ainsi [0,1[C f(R) et par suite
f(R) =1[0,1[. Comme f(R) =10,1[# R, f n’est pas surjective.

¢c) =) : Soit x,y € R tels que xRy, alors f(x) = f(y) d'ot x — E(x) =
y— E(y) donc x —y = E(x) — E(y) € Z car E(x), E(y) € Z.
<) : Soit x,y € R tels que v — y € Z, alors il existe k € Z tel que
x—y =k alors E(x) = E(y + k) et, d’aprés 1), E(y+ k) = E(y) + k
ainsi f(x) = — E(z) = (y+ k) = (E(y) + k) =y — E(y) = f(y) et
donc xRy.

d) Soit x,y € R. On ay € cl(x) si, et seulement si, yRx si, et seulement
st, y —x € 7 si, et seulement si, il existe k € Z : y = x + k ainsi
c(z) ={x+k/k € Z}.

e) On a, d’aprés le cours, f =io fo s, avec s : R = R/R, .+ cl(z) =
{z+k/k € Z} est la surjection canonique, f : R/R — Im f = [0, 1],
cd(x)={x+k/k € Z} — f(x) =x — E(x) est bijective et i : Im f =
[0,1][— R, z — x est linjection canonique.
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Solution de I’exercice 18. Soit b € C, I’équation du second degré z* + z +
1 —b = 0 posséde au moins une solution a dans C ainsi il existe a € C tel
que a> +a+1 =0, i.e., il eriste a € C tel que f(a) = b d’ou C C f(C) et
puisque f(C) C C, f(C) =C.

Soity € C. on ay € f(R) si, et seulement si, il existe x € R tel quey = f(x)
si, et seulement si, il existe x € R tel que y = 2® + x + 1 si, et seulement si,
Véquation x*+x+(1—y) = 0 dont l’inconnue est x posséde des solutions dans
R si, et seulement si, A =1—4(1 —y) > 0 si, et seulement si, y € [%, +oo]
ainsi f(R) = [2, +ool.

Ona f[71(C)={2€C/f(z) e C} =C.

Soit z € C. On a z € f}(R) si, et seulement si, f(z) € R si, et seulement
si, f(2) = f(2) si, et seulement si, 2> + z = Z° + Z si, et seulement si,
(z—2)(z+Z4+1) =0 si, et seulement si, (z—Z) =0 ou (z+Z+1) =0 si, et
seulement si, Re(z) = 0 ou Re(z) = —3 ainsi f~1(C) =RU{z € C/Re(z) =

1
51

Solution de l’exercice 19.

1) Soit A€ P(E) et x € A, alors f(x) € f(A) doux € fHf(A)).

2) Soit B € P(F) ety € f(f'(B)), alors il existe v € f~'(B) tel que
y= f(x) et puisque x € f~Y(B), y = f(x) € B ainsi f(f~1(B)) C B.

Solution de 1’exercice 20.

1) OnaHCPE)etH#D car {a} € H.
Soit X, Y € Halors XNY eH carae X NY.
Soit X,Y € P(E) tels que X CY et X € H, alorsa €Y cara € X et
X CY douY € H. Ainsi, H est un filtre.

2) a) On a Fa C P(E). Puisque F # 0, il existe X1 € F et comme
X1NACA avec X, € F alors A € Fy et par suite Fa # (.
Soit Y € Fa, alors il eriste X € F tel que X N A C Y et puisque
XeF, XNA#D douY #0.
Soit Y1,Ys € Fa, alors il existe X1,Xo € F tel que X1NA C Y] et
XoNACYs ainsi (XiNXo)NACY NY, et comme XN Xy €F
car F est un filtre, alors Y1 NYy € Fy.
Soit Y1,Ys € P(A) tels que Yy C Yy et Yy € Fa, alors il existe X € F
tel que X NA CY, dou XNACY; carYy C Yy ainsi Yo € Fy et
donc F 4 est un filtre.

b) Soit X € F, alors X € Fa car X NAC X ainsi F C Fa. Si A F,
alors F G Fa car A € Fa mais A ¢ F.
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Solution de 1’exercice 21.

1)

2)

3)

4)

Pour tout n € N*; on an = 2%n alors nRn ainsi R est réflexive.

Soit m,n € N* tels que mRn, alors il existe k € Z tel que m = 2Fn, alors
il existe —k € Z tel que n = 27%m d’ot nRm ainsi R est symétrique.
Soit m,n,p € N* tels que mRn et nRp alors il existe k,h € Z tel que
m = 2"n et n = 2"p d’ou il existe k + h € Z tel que m = 2¥T"p alors
mRn et ainsi R est transitive.

Puisque R est réflexive, symétrique et transitive, alors R est une relation
d’équivalence.

Soit n € N*; on an € cl(l) si, et seulement si, nR1 si, et seulement si,
il existe k € 7 tel que n = 2F si, et seulement si, il existe k € N tel que
n = 2% carn € N* et ainsi cl(1) = {2"/k € N}.

On a 2R1 car 2 = 2.1 ainsi cl(2) = cl(1).

Soit n € N*; on a n € cl(3) si, et seulement si, n'R3 si, et seulement si,
il existe k € 7 tel que n = 2.3 si, et seulement si, il existe k € N tel que
n =2% carn € N* et ainsi cl(3) = {2.3/k € N}.

Soit a € N*.

a) Sia=1, alors a =2°1. Si a > 2, d’aprés le théoreme fondamental
d’arithmétique, a = ZTp’fl...pES, ou P, ..., ps Sont des nombres premiers
deur & deux distincts et différents de 2, v, ky, ..., ks € N. St a est une
puissance de 2, on pose t =1 et si a ne l’est pas, on pose t = p’fl...pfs
donc t € N est impair car py,...,p. sont impairs, ainsi a = 2".t avec
r,t € N et t est impaur.

b) D’aprés 3)a), il existe t € N impair tel que aRt ainsit € cl(a). Suppo-
sons qu’il existe t' € N impair tel que t' € c(a), alors t'Ra et puisque
aRt et R est transitive, 'Rt ainsi il existe k € N tel que t’ = 2F.t d’ow
k=0 cart et t' sont impairs et par suite t' =t.

Soit m,n € N* tels que cl(m) = cl(n), alors il existe k € Z tel que
m = 2"n. Si k>0, alorsn/m et si k <0, alors m/n ainsi m divise n ou
n divise m.

Il est évident que 1 et 3 ne sont pas en relation d’ou cl(1) # cl(3) mais
1/3 ainsi la réciproque du résultat précédent est fausse.

Controle Final /2018-2019

Solution de 1’exercice 22.

1)

Soit n € Z.

a) On abn®—n=(n+2)(5n*—10n+19) — 38 ainsi (5n* —n) A (n+2) =
(n+2) A 38.
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b) On pose d = (5n* —n) A (n+2) d’ou, d’apres la question 1)a), d divise
38 et par suite les valeurs possibles de d sont : 1, 2, 19 et 38.

2) On a (5n® —n) A (n+2) = 19 si, et seulement si, (n+2) A38 =19 si, et
seulement si, 19 divise (n+2) et ”1—*;)2 N2 =1 si, et seulement si, 19 divise
n+2et "1—22 est impair si, et seulement si, il existe h € Z : n+2 = 19h et
n+ 2 est impair si, el seulement si, il existe h € Z impair : n+ 2 = 19h
si, et seulement si, il existe k € Z : n = 19(2k+ 1) — 2 si, et seulement si,
il existe k € Z : m = 38k + 17 si, et seulement si, n € {38k + 17/k € Z}.

Solution de 1’exercice 23.

1) Soit T1,T5 tels que T1 = T3 ; alors 60 divise x1 — x5 et puisque 12/60, 12
divise £y — xo ainsi 12 divise 3(x1 — x2) d’ot 12 divise (3x1) — 3(x2) donc
3xy = 3xg, i.e., f(x1) = f(x2) et ainsi f est une application bien définie.

2) On suppose {1} £ 0; soit T € f~Y1}, alors f(z) =1 dow 3z = 1
ainsi 12 divise 1—3x d’ot il existe k € Z : 1 = 3x+12k (*), ce qui contredit
le fait que 3 et 12 ne sont pas premiers entre euz, et donc f_l{/l\} = ().
Comme f_l{T} =0, i.e., 1 n’a pas d’antécédent par f, alors f n’est pas
surjective.

Remarque. De (*), on obtient aussi 1 = 3(x + 4k) d’ou 3 divise 1, ce
qui est fauz.

3) On a f(0) =0= f(4) et puisque 0 # 4, alors f n'est pas injective.

Solution de ’exercice 24.

1) Soit (z,a) € Z x A.
On a (x,a) € f~1({1}) si, et seulement si, f((x,a)) =1 si, et seulement
si, = =1 si, et seulement si, v = a si, et seulement si, (v,a) = (a,a),
ainsi f1({1}) = {(a,a)/a € A} = {(10*,10%)/k € N}.
On a f~1({3}) =0, en effet, supposons que f~1({3}) # 0, alors il existe
(z,a) € Zx A tel que x € f~'({3}) d'ou f((z,a)) = & alors 15 = %
d’ot 3x = 10% ainsi 3 divise 1 (le cas ot k =0) ou 3 divise 10 (le cas ot

k>0), ce qui est faux et par suite f1({3}) = 0.

2) Comme f({3}) =0, 5 n'a pas d’antécédent, alors f n'est pas surjective.
On a f((1, 1)) =1 = f((10,10)) mais (1,1) # (10,10) d’ou f n'est pas
injective.

3) On considére la relation d’équivalence R définie sur Z x A et associée d

f.
a) Soit (z,a) € Z %
€

On a (z,a) € (0, ) si, et seulement si, (x,a)R(0,1) si, et seulement
si, f((x, a)) F((0,1)) si, et seulement si, £ =9 si, et seulement si,
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z =0 ainsi (0,1) ) {(0,a)/a € A}.
On a (x,a) € (1,1) si, et seulement si, (x,a)R(1,1) si, et seulement
f(z,a)) = F((1,1)) si, et seulement si, £ = 1 si, et seulement si,

1
z=a ainsi (1,1) = {(a,a)/a € A}.
b) On considére Uapplication g : Z — (Z x A)/R, n— (n,1).

i) Soit x1,x9 € Z tels que g(x1) = g(x2), d’ot (x1,1) = (x2,1) alors
(21, ) R(x2,1) ainsi f((x1,1)) = f((z2,1)) et par suite x; = 9
donc g est injective.

i) Supposons que g~*({(1,10)}) # 0; alors il existe x € Z tel que
z € g '({(1,10)}) d'ou g(x) = (1,10) ainsi (z,1) = (1,10) donc
(2, 1)R(1,10) alors f((z,1)) = f((1,10)) et par suite v = &, ce
qui contredit le fait que v € Z ; ainst g~ ({(1,10)}) = 0.

Puisque (1,10) n’a pas d’antécédent par g, g n'est pas surjective
et par suite g n’est pas bijective.

4) Onalm f =D, en effet, Soit y € Im f, alors il existe (x,a) € (Z x A) :
y = f((z,a)) doi il existe (v,a) € (Zx A) : y =7 ainsiy € D et donc
Im f C D. Inversement, soit y € D, alors il existe (x,a) € (Z x A) :
y = £ alors il existe (x,a) € (Z x A) :y = f((z,a)) dovy € f(Z x A)
ainsi D C Im f et donc D =1Im f.

D’apres le cours, Uapplication f : (Zx A)/R — D, (z,a) = f((z,a)) = z
est bijective.

Solution de ’exercice 25. (Bonus)On suppose que f est surjective ; alors
pour tout x € E, il existe 2’ € E tel que v = f(2') car [ est surjective donc

x=f(@)=fof(@)car f=fofdoix=f(f(a))=f(x)car f(a') =2

ainsi [ = idg.

Rattrapage/2018-2019

Solution de l’exercice 26. Montrons par récurrence que pour tout n €
N—{0,1}, 1+ 5+ -+ %
Pourn =2, onal+ 12
n=2.

Supposons que la pmpm'été est vraie d un mng n > 2 fixé, i.e., 14 22 44

= 22+1 donc la propriété est vraie pour

n2 > 2n+1 dou 1+ 55 22 +- + 5 + (nH)Q > 2n+1 + (n+1 . En calculant 2n3i1 +
1 3(n+1) 3n 1 3(n+l) n(n+2)

)2 (n+1)+1’ on obtient 555 + T — st — Earear e > 0

alors —5 L+ o +1)2 > 2(TET{1J)FI donc la propmete est vrate au rang n + 1 et par

suite pour tout n € N—{0,1}, 1+ 22 + -+ ng > 2n+1

Solution de ’exercice 27. Soit n un entier naturel impair.
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1) Puisque n est impair, alors n = 1 ou 3 ou 5 ou 7 (mod 8) ainsi n* =
1 (mod 8).

2) D’apres 1), 8/n*—1 d’ou 8/n(n*—1). Aussi, on a, d’apres le petit théoréme
de Fermat, n®> = n (mod 3) d’ou 3/n(n*—1) donc 24 = 3.8 divise n(n*—1)
car 3N 8 = 1.

Solution de ’exercice 28. Soit £ un ensemble non vide.

1) Soit F et G deux parties de E. On a F NG = () si, et seulement si,
Ve € G,x € F, si, et seulement si, Vo € G,z € F si, et seulement si,
G CF.

2) a) Soit X € P(E). On a X est solution de l’équation si, et seulement si,
(XNA)U(XNB) =0 si, et seulement si, XNA=0et XNB =0 (*);
ainsi, d’apres 1), on a (*) si, et seulement si, B C X et X C A si, et
seulement si, B C X C A (car X = X ). donc 'ensemble de solutions
de l’équation est S = {X € P(E)/B C X C A}.

Ona ANB = don, daprés 1), B C A alors B € S donc S # ()

b) Si AN B # 0, alors Uéquation (X N A)U (X N B) = 0 n'a pas de
solutions, en effet, supposons que [’équation posséde une solution X,
alors, d’aprés (**), BC X C A d’ots B C A ainsi AN B # 0, ce qui
est contredit [’hypothése.

Solution de ’exercice 29. On considére Uapplication f : R — R, z —

2 — 2x.

1) Soit y € f(R), alors il eviste v € R 1y = f(x) dowy = 2°> — 22 =
(x — 1)> — 1 et il vient que y > —1 ainsi y € [—1,+00[ el par suite
f(R) C [—-1,+o0[. Inversement, soit y € [—1,4o00] alors y +1 > 0 alors
il existe v = \/y+1+1e€R: f(zr) =y donc [-1,+00[C f(R) et ainsi
Comme f(R) # R, alors f n’est pas surjective.

2) f nest pas injective, en effet, f(0) = f(2) =0 mais 2 # 0.

3) On considére la relation d’équivalence R définie sur R et associée a f.

a) Soit x € R.
On a x €0 si, et seulement si, RO si, et seulement si, f(x) = f(0)
si, et seulement si, f(z) = 0 si, et seulement si,x € {0,2}. Ainsi,

0 {0,2}.
On a x € 1 si, et seulement si, R1 si, et seulement si, f(x) = f(1)
si, et seulement si, x> — 2x = —1 si, et seulement si,x € {1}. Ainsi,

T={1}.
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Ona2€0don2=0donc2U0=0=0,2}.
On a f(3) =3 #8 = f(4) d'ot 3 et 4 ne sont pas en relation donc
3N4=0.

b) Soita € R\ {1} etz € R. On a x € @ si, et seulement si, vRa si, et
seulement si, f(x) = f(a) si, et seulement si, 2> — 2z = a® — 2a si,
et seulement si, (x —a)(zr —a+2) = 0 si, et seulement si, x = a ou
r=2—a ainsia={a,2 —a}.

¢c) x € R. Dapres 3)a) et b), si v = 1, T = {1} et six # 1, T =
{x,2—2x} donc Uensemble quotient R/R = {{x,2—z}/x € R\ {1}}U
{{1}}. Aussi, d’aprés 1), Im f = [—1,+o0[ ainsi, d’aprés le cours,
[ R/R) = {{z,2 —z}/w € R\ {1}} U {{1}} = Im f = [-1, +oc],
t— f(t) =t* — 2t est une bijection.

Solution de l’exercice 30. On suppose que f est injective. Soit v € F,
comme f = fo f, alors f(f(z)) = f(x) donc f(x) = x car f est injective,
ceci pour tout v € E, ainsi f = idg.
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