SMIA/S3 ANALYSE 3 A.ALAMI IDRISS| et E.ZEROUALI
Chapitre 5 FONCTIONS DE IR DANS IR

I) NOTIONS DE TOPOLOGIE SUR IR"
1) Normes sur IR™:
a) Définition:
On appelle norme sur R" toute application x - ||x|| de R"dans R* telle que:
@ x| =0<=x=0
(i) VA € IK, Vx € E, [ Ax] = |A|lIx]]
(i) V(x,y) € E? [x+y| < x|l + llyll ("inégalité triangulaire)
L'espace R" étant munide lanorme || || estdit espace normé.
b) Exemples:
Sur R Tlapplication valeur absolue x — |x| estune norme.
n

n
Sur R" les applications | [, :x = D> x| L[ I, x> OQ_k[»)¥? et
k=1 k=1

| I, : X = sup;.<.Xk|] sontdes normes.

Remarque: Dans I'espace R", on a pour tout x € R™:
XN, < X, < lIxIly < nlix]l,, < nllxl,,

Plus généralement, nous verrons plutard que deux normes quelconques sur R"

| || et] | sontéquivalentes dans le sens suivant :
Ja,f >0 telque : a|x||" < x| < BlIx]|'

c) Boules ouvertes et fermées de R"

Soit | || une norme sur R".Pour tout pointx de R" ettoutr >0 ,la boule
ouverte ( respectivement fermée) de centre x et de rayon r est définie par :

B(x,r) = {y € R" |[x-y|| < r} (respectivement B(x,r) = {y € R" |[x-y| <r}).

Dans R les boules ouvertes ( respectivement fermées ) sont les intervalles centrés
ouverts (respectivement fermés).

Exercice . Déterminer les boules unités de R? centrées a I'origine des trois normes
fondamentales définies ci-dessus.

d) Intérieur,adhérence d’'une partie de R"

Une partie A de R" est dite ouverte si elle est soit vide soit non vide et si pour tout
point x de A il existe r > 0 telle que la boule de centre x et de rayon r soit contenue
dans A (B(x,r) < A). Soit A une partie quelconque de R"; un point a de A est dit point
intérieur de A s'il existe une boule centrée en a et contenu dans A .L’intérieur d'une
partie A quelconque de R" est'ensemble des points intérieurs de A et c’est le plus
grand ouvert de R" contenu dans A, il es noté A’ . A titre d’exemple, les boules ouvertes
et plus généralement les réunions quelconques de boules ouvertes sont des ouverts.

Une partie B de R" estdite fermée si elle est le complémentaire d’une partie
ouverte A, soit B = R"\ A Soit B une partie quelconque de R"; un point a de R" est dit
point adhérent & B sipourtoutr >0 ona B(x,r)NB non vide. L’adhérence d’'une
partie B quelconque de R" est 'ensemble des points ahérents a B, c’est le plus petit
fermé contenant B, noté B.Une réunion finie de boules fermées est un exemple de
fermé.



Exemple: L'intérieur de la boule fermée B(x,r) est la boule ouverte
B(x,r).L’adhérence de la boule ouverte B(x,r) est la boule fermée B(x,r).

Une partie A de R" estdite bornée s’il existe r > 0, tel que A soit contenue
dans la boule fermée B(0,r) :

ar>0, VxeA |x|<r

Une partie A de R" estdite connexe sielle nest pas réunion de deux ouverts
disjoints de R" :

A A, Ay ouvertsde R" :A=A; UA, avec A1 NA; = O

Dans R , une partie est connexe si et seulement si c’est un intervalle .

Remarque: Du fait que deux normes quelconques de R" sont toujours
équivalentes, les notions définies dans ce paragraphe ( ouvert,fermé,..) ne dépendent
pas de la norme choisie dans R".

2) Suites dans R"

Définition.Une suite (x,) d’éléments de R" est dite convergente vers x € R",si I
ona:

Ve>0,9mpeN:m>mp: |[Xm—X| <€

Proposition 1

La limite d’ une suite convergente dans R" est unique.

Proposition 2

Soit (Xn) une suite d’élements d’une partie A de R".Nous avons:

Xm = (X%;sz;--;xnm)

Alors la suite (xm) converge dans R" si et seulement si chaque suite suite réelle

(xk) ( ked{1,..,ny) convergedansR etlona:
Mmoo Xm = (Mmoo X, Mmoo X3 iMoo X))

Propriétes :

Soient (uUn),(vm) deux suites convergentes de R" et A réel, alors grace aux
propriétés des suites réelles , nous avons :

D) Mot (Um + V) = iMoo U + iMoo Vi
i) iMpoioo AU = AiMpoioo U

Remarques:1) La convergence d’une suite ne dépend pas de la norme choisie dans
R".

2) On peut montrer que l'adhérence d’'une partie A quelconque de R", est égal a
'ensemble des limites de suites d’élements de A.

e) Compacité:

Définition:

Une partie A de R" estdite compacte si toute suite d’élements de A on peut en
extraire une sous suite convergente dans A.

Théoréme 1:

Une partie de R" est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée dans
R".

Exemple: Toute boule fermée ou sphére de R" est compacte.
I) FONCTIONS CONTINUES DE R" DANS RP
1) Notion de limite:



a) Définition.Soit f une fonction définie sur une partie A de R" et avaleurs dans
RP.Soit a € A, onditque f admet une limite en a de valeur | € RP quand x tend
vers a,silona:

Ve>0,3n>0,vxeAet|x-all<n = ||[f)-1] <&

On écrit alors :

limeaf (x) = |

b) Remarque:

Avec les hypothéses de la définition ci-dessus,comme la fonction f est a valeurs
dans RP , nous écrivons f= (fy,...,f,).En prenant la méme démarche que pour la

proposition 2, nous pouvons montrer que la fonction f admet une limite | en a si et
seulement si les fonctions composantes fy,...,f, admettent des limites I;,...,l, etl'on
a alors :

I =(1,...,1p)

Ceci raméne I'étude des limites de fonctions sur R" et a valeurs dans RP aux
limites de fonctions a valeurs réelles.

c) Propriétés des limites:

Soient f et g deux fonctions définies sur A < R" a valeurs réelles et admettant
une limite en un point a € A, nous avons alors les propriétés:

i) limyal () +9(X)] = limyeaf (X) + limy.a g(x)

i) limy_a(f(x).g(x)) = limyaf (X). limy.a g (X)

i) limyoa[ (X)) /g(x)] = [limyaf (X)]/[limxag (X)] , & condition que g(x) # 0 pour X
voisin de a.

Exercice: Calculer limy)..,0) X/(X? +y?)

2) Continuité

a) Définition:Soit f une fonction définie sur une partie A de R" et avaleurs dans
RP.On dit que f est continue en un point a appartenant a I'intérieur de A, silona:

limeaf (x) = f(a)

ce qui se traduit par :

Ve>0,3n>0,vxeAet|x-all<n = ||[f)-f@)] <=

b) Remarque:

Grace a la remarque I1)1) b), étudier la continuité de f= (fl,...,fp> au point a
se ramene a I'étude de la continuité des fonctions composantes fi,..., et f, ence
point.

c) Théoreme 2

Soit f une fonction définie sur une partie A de R" et avaleurs dans RP.Alors f
est continue au point a si et seulement si pour toute suite (xn) d’élements de A qui
converge vers a lasuite (f(xa)) converge vers f(a).

Remarque : Soit f une fonction définie et continue sur une partie A de R" et a
valeurs dans RP.Soit (x1,X2,...,Xn) € A, en fixant (x2,..,X,) l'application x; - f
(X1,X2,...,Xn) est continue.Méme résultat pour les autres fonctions partielles de f.La
réciprogue de cette propriété estfausse , voici un contre-exemple avec la fonction
définie dans R? par:
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X yI(x?+y?) si(xy) # (0,0)

f(xy) =
0 sinon

d) Proposition 3: Continuité globale

Soit f : R"™ - RP.Alors nous avons I'équivalence:

i) f estcontinue en tout point de R".

i) L’'image réciproque par f de tout ouvert ( respectivement fermé) de RP estun
ouvert (respectivement fermé) de R".

e) Proposition 4:
Toute application linéaire u de R" dans RP , est continue et vérifie une inégalité
de la forme suivante :
[lueOll = Miix|l, vx e R”
ou M est une constante dépendante de u.

f) Exemple:
Soit a étudier la continuité de la fonction f:R? - R  définie par :

x2yl(x? +y?) si(x,y) # (0,0)

f(xy) =
0 sinon

Il est clair que f estcontinue en tout point (x,y) non nul.Passons en
coordonnées polaires , nous obtenons :
f (rcos@,rsing) = rcos?0sind
d’'ou
| f(rcos0,rsing)| <r
donc
limx)-00) f (X,y) =0 =1(0,0)
g) Proposition 5:
Soit f une fonction définie sur une partie ouverte A de R? et (a,b) € A .Alors f
est continue au point (a,b) sietseulementsi pourtout 6 € [0,2r7], hous avons :
limeof(a+rcosd,b+rsing) =f(a,b)
Exercice. Discuter la continuité de I'application f : R?2 - R définie par :

X[*ly[P1(x? +y?) si(x,y) # (0,0)

f(xy) =
0 sinon

selon les paramétres réels a et .

h) Proprietés algébriques :

Soient f et g deux fonctions définies sur A < R" & valeurs réelles et qui son
continues en un point a intérieur de A, alors les fonctions somme f+ g, produit f.g
et rapport f/g (si g(a) = 0) sont continuesen a.

La preuve découle du théoréme 2, et des propriétés des suites réelles
convergentes .

Un autre corollaire de ce théoréme affirme que si f estcontinueen a etsi g est
continue en b =f(a) , alors la fonction composée gof est continue en a.

4



k) Propriétes topologiques des fonctions continues :

Théoréme 3:

Soit f une fonction définie et continue sur une partie A de R" et avaleurs dans
RP.Alors l'image par f de tout compact K de A est compact dans RP.

Corollaire

Toutes les normes sur R" sont deux a deux équivalentes.

Théoréme

L’'image de toute partie connexe de R" par une application continue de R"

dans RP est connexe.

II) CALCUL DIFFERENTIEL
1) Dérivées partielles
a) Définition: Soit U un ouvert deR" et a = (aj,..,ap) € U.Onditque f: U >R
admet une dérivée partielle par rapport a la variable x; au point a sila fonction f;
définie dans un voisinage de a; par fi (x) = f (a1,.,a;,_;,ai,8;,4,..,a,)  estdérivable
au point a; , c’est a dire que le rapport :
[ f(an..a_jai+ha;,,,...an) —f(an..a_y,a1.a;,,..,a1 )1/
admet une limite finie quand h tend vers 0 .Cette limite est notée %(a) et
appelée la dérivée partielle de f par rapport a x; , au point a .
b) Exemples:
i) Lafonction f:R? - R définie par f (x,y) = x?y® admet des dérivées
partielles par rapport a x et y en tout point de R?, données par :
S 00y) = 29° S (xy) = 3x?y?
i) Soit f la fonction définie sur R? par:

2 2 H
Fxy) = { X yI(xc+y*) S|.(x,y) + (0,0)
0 sinon

Ona limpo[ f(h,0)—f(0,0)]/h = limpo[ f(0,h)—f(0,0)]/h =0

Donc f admet des dérivées partielles par rapporta x ety en (0,0) etona
-1.(0,0) = ayi(o,O) = 0.

c) Matrice jacobienne:

Soit f une fonction définie sur un ouvert U de R" a valeurs dans RP. Pour x € U
,nousavons  f(x)= (fi (x),....fo(x)) , 00 fi,....f, sontdes fonctionssurU a
valeurs dans R, appelées les fonctions composantes de f.Soit i€ {1,..,n}, on dit que
f admet des dérivées partielles par rapport a X; en un point ade U, si chacune des
fonctions fy,...,f, admet une dérivée partielle par rapport a x; au point a.

Si pourtout i€ {1,..,n},lafonction f admetau point a des dérivées partielles

par rapport a x; , la matrice a p lignes et a n colonnes
5



(@) L@ .. L) )

6)(1 (a) 6)(2 (a) . aTn(a)

@ @ .. @
notée J(f)(a) est appelée la matrice jacobienne de f au point a.
2) Dériveées partielles d’ordre supérieur
Soient U un ouvertde R", f une fonction définie sur U a valeurs réelles et
a € U.Soient i, je {1,..,n}.Supposons que f admette une dérivée partielle aix,- au
voisinage du point a. Si la fonction x - aixj(x) admet une dérivée partielle par rapport a

Xj au pointa, on dit que la fonction f admet une dérivée partielle seconde par rapport

o (3]

a xi et x; aupoint a,notée -

(@) .Sii=j,on écrit STQ;(a) au
lieu de

2
i (@),
Pour tout muti-indice o = (ay,...,ax) € N , on définit de proche en proche les
dérivées partielles d’ordre |a| , quand elles existent par :
0°f (a) = ———(a)

ax”1 axik
ou i1,...,ike{1,..,n} et |a|=a1+...+ak .
Théoreme 4 ( Théoréme de Schwarz)
Soient U un ouvertde R", f une fonction définie sur U a valeurs réelles et

Ve - 7 . 2 2 Y - - - .
admettant des dérivées partielles af_afx_ et af_afx_ définies au voisinage d'un point
10X JORi

. . 0f 02f . . o%f _
ade U. Si les fonctions Bn et B0on sont continues au point a ,ona - o @) =

ax,ax.( )
Remarques i) Sila fonctlon

ax ax (ou ax ax ) n'est pas continue au point , la

relation ax ax @) = ax ax (a) n’est pas satisfaite a priori.Voici un contre-exemple:
Soit f la fonction définie sur R? par:
Xy (¢ —y»)I(x* +y?) si(xy) = (0,0)
0 sinon

f(xy) =

Ona:
of 2 of 2
HXY) = VX =y + Py +y?)T S (xy) = (O —yt) = AxPY)I(XP +y?)
ce qui donne :
— 1 (0,0)=-1 et %(0,0) -1
ii)Si f: UcR"-> R admet des dérivées partielles continues jusqu’a un ordre k > 2

, alors d’aprés le théoreme de Schwarz, on peut changer I'ordre des dérivations
partielles par rapport a Xi,..,Xn.
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3) Différentiabilité

Définition .Soient U un ouvertde R", f une fonction définie sur U a valeurs
dans RP.On dit que f est différentiable au point x de U s'il existe une application
linéaire L :R" - RP telle que:

f (x+h) =fx)+Lh)+ hleh)

ou ¢ est une fonction définie au voisinage de 0 telle que limp,oe(h) = 0.

L’application linéaire L dépend def et dex , elle est notée df (x) ets’appelle la
différentielle de f au point x. La différentiabilité de f peut s’exprimer dela fagon
suivante : il existe une application linéaire L : R" - RP telle que :

limp-o o[ f (x+h) —f () ~L(h)] = 0

Exemples :

i) Soit | un intervalle ouvert de R.Toute fonction f: 1 - R dérivable au sens
classigue en un point x est différentiable et 'on a :

df (x)(h) = f'(x)h

ou f'(x) désigne la dérivée de f au point x.

ii) Soit f:R" - RP une application linéaire .Alors f est différentiable en tout point
de R" etl'ona pourtout x € R, df (x) = f.En effet , nous avons pour tout (x,h) € (R")?
la relation f(x+h) =f(x)+f(h).

Théoreme 5

Soient U un ouvertde R", f une fonction définie sur U & valeurs dans RP , et
fi,....fp les composantes de f .Alors f est difféerentiable en un point x de U si et
seulement si fy,...,f, sont différentiables au pointx et nous avons :

df (x) = (df1(x),..,dfp(x))

Théoréeme 6

Soient U un ouvertde R", f une fonction définie sur U & valeurs dans RP , et
f1,...,fp les composantes de f. Sif est différentiable en un point x de U alors
pour tout i< {1,...,p}, la fonction composante f; admet des dérivées partielles
f;ixij(x) pour tout j € {1,...,n}. .De plus, la matrice associée a I'application linéaire df

(x) dans les bases canoniques de R" etde RP estla matrice jacobienne
ofi .

— f int Xx.
(ax,- (x)>1<i<p1<j<n de f au point

Remarque

La réciproque du théoreme 6 n’est pas toujours vraie.Etudier le contre-exemple
suivant :

Soit f la fonction définie sur R? par:

X yl/x2+y? si(xy) = (0,0)

0 sinon

f(xy) =

Montrer que f admet des dérivées partielles nulles a I'origine mais qu’elle n’est pas
différentiable en ce point.
-



Théoréme 7

Soient U un ouvertde R", f une fonction définie sur U a valeurs dans R et
admettant des dérivées partielles continues en un point a de U, alors f est
différentiable au point a.

Définition

Soient U unouvertde R" et unefonction f:U - R .Onditque f estde
classe Ck sur U,k unentier nonnul, si f admet des dérivées partielles 9*f
continues pourtout a = (a1,...,an) € N" tel que |a| < k.

4) Différentiabilité dans une direction

Définition.Soient U un ouvertde R" et T un vecteur unitaire de R".Une

fonction f:U - R estdite différentiable dans la direction de W en un point a de U

si le rapport m admet une limite quand t tend vers 0. Cette limite , quand

elle existe, est notée Dy f (a).

Théoreme 8

Soient U unouvertdeR" et f:U - R une fonction différentiable en un point
a deU, et W= (ug,...,up) unvecteur unitaire de R". Alors f admet une dérivée au
point a dans la direction de U donnée par :

D; f (@) = df (a)(T)

5) Opérations sur les fonctions différentiables

Théoréeme 9

Soient U unouvertde R" et deuxfonctions f,g:U - RP.Sif et g sont
différentiables en un point a de U , alors :

i) f+g estdifférentiable au point a eton a:

d(f+g)(a) = df (a) +dg(a) (et I(f+g)(a) =I(f)(@) +I@)@))
i) Si p=1,alors f.g estdifférentiable au point a etona:
d(f.9)(a) = g(aydf (a) +f (a)dg(a)
i) Si p=1 et g(a) # 0, alors  est différentiable au point a etona:

d(5 )@ = —L;[g(a)df (a) - f (a)dg(a)]

g9(a)?

Théoréme 10

Soient U et V deux ouvertde R™etR" et deuxfonctions f:U ->R" et
g:V-RP telles que f(U) c V.Soita un pointde U, alorssi f est différentiable
au pointa etsi g est différentiable au point f(a) alors gof est différentiable
au point a eton a:

d(gef)@ =dg(f(@))-df@ (et I(geof)(@ =3@(f@).I(f)@))

soit
(@)1 = (2 (1@)) iy (@) 2y
1<j<m 1<k<n 1<j<m
Exemples :
1) Soit f:UcR2-R? et g:V-R telles que f(U) = V.Supposons que f et
g soient différentiables sur U et V respectivement .Nous avons :
8



af of
—-Uv) —-(u,v
NEDICE afz ) afz )
——(u,v) (u,v)
et
JOXY) = ( = Xxy) —-(xy) )
d’ou
afl v afl u,v
J<gof>(u,v) _ ( o %(fl(u,V),fz(U,V)) ) afz EU V; afz EU V;
On en déduit donc
ag(fgju’m = ag —(fuv) S eh (y, v)+ (fuv) S b (,v)
ag<f(;\;v)) = ag —(fuv) = ohy, v)+ (fuv) = b ,v)

2) Soitf : R? - R différentiable.Posons x = rcosf, y = rsind , alors nous avons
G (x0).y(1,0) ) F-(r.0) + - (X(r.0),y(r.0)) F(1.0)

ACxrOyr.0))
or -

et
a1( x(r,e)éyg(r,e))) .l (X(16,0),y(r,0)) ) Z(r,0) + _< X(r,0),y(r,0))) 2-(r,0)
ce qui donne
o x(rﬂ)éy:rﬁ))) - cosf L (x(r,0),y(r,0) ) + rsin9%< X(r,0),y(r,0)))
et
ACXOYO)) —rsin96;—x (x(r,0),y(r,0)) ) + rcos@%( X(r,0),y(r,0)))

00

Exercice
Soit f une fonction dérivable sur R. Montrer que les fonctions ¢ et y définies
sur R? par ¢(x,y) = f(x+y) et w(x,y) = f(x-y) sont différentiables et calculer leurs

dérivées partielles.

6) Théoreme des accroissements finis
Soit U un ouvert de R".On dit que est convexe si pour tout couple (a,b) € U?, le

segment [a,b] ={x=a+A(b—-a)/ A € [0,1]} estinclus dans U
Théoréeme 11
Soit U un ouvert convexe de R" et f: U — R une fonction différentiable sur

U.Alors pour tout couple (x,x+h) € U? il existe 0 €]0,1[ tel que

n

f(x+h)—f(x) = df (x+6h)(h) = D 2 (x+0h)h;

i=1

Remarque:
Le théoréme des accroissements finis n'est pas toujours valable sila fonction f est
a valeurs dans un espace RP avec p > 2.Néanmoins, nous avons le résultat du

théoreme suivant qui donne une inégalité des accroissements finis
9



Théoréme 12
Soit U unouvert convexe de R" et f: U — RP une fonction différentiable sur
U telle que || df (x) || <k (k une constante ) pour tout x € U.Alors , quels que soient

les points x,y de U, ona:
| o) -f) | <kly—x

Corollaire

Soit U un ouvert convexe de R" et f: U — RP une fonction différentiable sur
U.Alors f est constante sur U si et seulement si sa différentielle est nulle sur U
(df x) =0).

Le résultat est également vrai dans le cas ou U est connexe.

7) Développements limités et Formule de Taylor:

Théoréme 13

Soit f: U c R" - R.

A lordre 1:

Si f est de classe C!.Pour tout a € U, nous avons le développement limité
suivant, au voisinage du point a :

fa +h )=f(@)+>. S-@hi+o(h)
i=1

A l'ordre 2:
Si f estde classe C?, nous avons le développement limité suivant, au voisinage
du point a de U :

fla +h )=f@+> —@hi++O_>
i=1

i=1j=1

S @nin) +o([In]%)
8) Extremums
SoitU unouvertde R" et f:U - R une fonction.
Définitions.On dit que f présente un maximum ( respectivement minimum) local
en un pointxo de U, s'il existe une boule B(xq,r) contenue dans U telle que :
f(x) <f(xo), pourtout x € B(Xo,r)
(respectivement f(x) >f(Xg), pourtout x € B(Xo,r) )

of
a5 (Xo)

ol

Un point xo de U tel que Vf(xo) = ' -

of
aTn(XO)

est dit point critique de f.

Théoréme 14

Si f est différentiable au point xo € U et présente un extremum local en ce point,
alors xo estun point critique de f.

10



Définition

Soit M = (aj) une matrice carrée d’ordre n réelle et symétrique ( a;; = a;; pour
tout couple d’entiers (i,j) € [1,n]? ).On dit que  est positive si, pour touth € R", nous
avons :

(Mh,h) >0

Elle est dite définie positive si

(Mh,h) > 0

pour tout h € R",

4 )

n
Zaljhj
h1 j=1
Avec h = ' ,onaMh = ' d’ou
h n
" Zanjhj /

i
n

(Mh,h) = > a;h2+2 D" ajjhih;
j=1

A<ij<1
Exemples:

. . - ab . .
1) Une matrice réelle symétrique d’odre 2 , M = ( ] ) est positive si et
C

seulementsi a,c>0 et detM > 0.M est définie positive ssi a,c >0 et detM > 0.

2) Soit A une matrice réelle d'ordren>1,alors M='AA (ou 'A la
transposée de A) est positive.En effet, nous avons :

(*AAh,h) = (Ah,Ah) = [|Ah|? > 0.

M est définie positive si A est inversible, soit ssi detA + 0.

Remarque:

On peut montrer qu’une matrice symétrique réelle d’ordre n est positive (
respectivement définie positive) ssi ses valeurs propres sont positives ( respectivement
strictement posisives ).

Théoréeme 15

Soit M une matrice réelle carrée d’ordre n, symeétrique définie positive, alors il
existe une constante ¢ > 0 telle que:

(Mx,x) = ¢|x |12

pour tout x € R".
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Définition
Soit U unouvertde R" et f:U - R une fonction. de classe C?.0n appelle
hessienne de f au point xo € U la matrice symétrique:
o%f o%f 0%f
@) @ @ )

0%f 0%f 02f
OX10X2 (a) axg (a) o OX20%Xn (a)

H(f)(x0) =

@ mm® - @)
Rappel sur la dimension 1:
Silestunintervalle de R et f une fonction de classe C? sur | .Soit xo € | tel
que f '(xo) = 0.Alors nous avons les résultats suivants:
-Si f"(xo) > 0, alors f présente un minimum strict en Xo.
-Si f"(X0) <0, alors f présente un maximum strict en Xo.
- Sif"(xo) = 0, on ne peut rien dire.

Théoreme 16

Soit U unouvertde R" et f:U - R une fonction. de classe C? sur U et
Xo € U , un point critique de f.Alors :

i) Si la matrice H( f >(x0) est définie positive, alors f présente un minimum local
au point  Xo.

ii) Sila matrice ~H( f)(xo) est définie positive, alors f présente un maximum
local au point Xxg

Théoreme 17 ( Cas de la dimension 2)

Soit U unouvertde R? et f:U - R une fonction. de classe C? sur U et

(Xo0,Yo0) € U , un point critique de f.On poser = 22:2 (X0,Y0),t = fy—l(xo,yo) et

2 7 -
S = %(xo,yo).Alors nous avons les résultats suivants:

-Sirt-s?>0etr>0, f admet en (Xo,Yo) un minimum local .
-Sirt-s?>0etr<0, f admet en (Xo,Yo) un maximum local .
-Si rt—-s? <0, f nadmet pas d’extremum local en (Xo,Yo) .
-Si rt—s2 = 0 , on ne peut pas conclure directement.

Exemple:

Soit f:R? >R définie par f(x,y) = x% +y2 + xy

Etudier la nature des points critiques de cette fonction.
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