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La enistallographie et la structune des maténiauy

La premiere partie de ce cours de physique des
matériaux, comprenant quatre chapitres, est
consacrée a I’étude des concepts fondamentaux de la
cristallographie. La cristallographie est la science la
plus puissante pour étudier la structure de la
matiere cristalline a I’échelle atomique. Grace aux
informations qu’elle apporte, la cristallographie est
indispensable a de nombreuses disciplines, de la
physique a la chimie, en passant par la biologie, et
permet la conception de matériaux aux propriétés
maitrisées. Elle est aussi une ressource précieuse
pour les industriels. L’année 2014 a été proclamée
par les nations unis année internationale de la
cristallographie. ;



Les grandes dates dans Chisteire de la

1895: Deécouverte des rayons X par W. C.
Rontegen (Allemagne, 1845-1923) premier prix
Nobel de physique en 1901,

1912: Découverte de la diffraction des rayons X
par les cristaux, M. von Laue (Allemagne, 1879-
1960) prix Nobel de physique en 1914,

1913: Détermination des structures cristallines a
I’aide des rayons X, W. H. Bragg (Angleterre,
1862-1942) et W. L. Bragg (Angleterre, 1890-

1971) prix Nobel de physique en 1915.
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1937: Découverte de la diffraction des électrons
par les cristaux, C. Davisson (Etats-unis, 1881-
1958) G. P. Thomson (Angleterre, 1892-1975)
Drix Nobel de physique en 1957.

1946: Premieres expériences de diffraction
neutronique, E. O. Wollan (Etats-unis, 1902-
1984) C. G. Shull (Etats-unis, 1915-2001).

1953: Découverte de la structure de I’ADN, R.
Franklin (Angleterre, 1920-1958) F. Crick
(Angleterre, 1916-2004) J. Watson (Etats-unis,
1928-) M. Wilkins (Angleterre, 1916-2004) prix
Nobel de physiologie et de medecine en 1962.
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1982: Travaux de développement de Ila
cristallographie par microscopie électronique, A.
Klug (Angleterre, 1926-) prix Nobel de chimie en
1982.

1984: Découverte des quasi-cristaux, D.
Shechtman (Israel, 1941-) prix Nobel de chimie
en 2011,

2004: Découverte du graphene, A. Geim (Pays-
bas, 1958-) K. Novoselov (Angleterre-Russie,
1974-) prix Nobel de physique en 2010.

2009: Etude sur la structure et la fonction du
ribosome, V. Ramakrishnan (Etats-unis, 1952-)

T. A. Steitz (Etats-unis, 1940-) A. E. Yonath
(Israel, 1939-) prix Nobel de chimie en 2009.



1. Le réseau direct

e Un réseau de Bravais est un ensemble infini de
points discrets avec un arrangement et une
orientation qui apparait exactement la méme
lorsqu’il est vu d’un point quelconque. Les points
sont appelés «nceuds» ou «sites ».

e Dans un réseau de Bravais tridimensionnel, en
choisissant un neeud du réseau comme origine, tout
autre neeud du réseau est caractérisé par un vecteur
position:
R = nlﬁl -+ nzaz + n3?i3 (1)
nq, Ny, N3 € Z

a,, d, et a; sont appelés vecteurs de translation
fondamentaux (ou primitifs),
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Considérons le vecteur R ci-dessous:

R = ?il +32 — —33 +Ti4 =235 +?i6
Les couples des vecteurs (d;,a;), (as, a,) et

(as,d¢) sont des vecteurs de translation
fondamentaux.




Notons que:
- 1
R=-ad,+a
5 @7 + @g
Le couple (a;, ag) ne constitue pas un ensemble

de vecteurs de translation fondamentaux car le
vecteur R ne peut étre formé par une combinaison
linéaire entiere des vecteurs (a-, dg).

Remarque importante
Souvent des vecteurs a,, a, et aj non

fondamentaux peuvent toute fois étre utilisés s’ils
sont plus pratigues ou plus simples.



Considérons le réseau cubique a faces centrées de
parametre de maille a représenté ci-dessous. Les

vecteurs da@ , b et ¢ sont des vecteurs de
translation non fondamentaux alors que les
vecteurs d,, @, et d; sont fondamentaux ou

primitifs.
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e Le volume construit sur les 3 vecteurs primitifs est
appelé maille élémentaire. C’est le volume minimal
permettant de remplir ’espace.

e La maille primitive possédant la symétrie compléete
du réseau est appelée maille primitive de Weigner-
Seitz.

e On peut remplir Pespace avec des mailles non
primitives appelées mailles conventionnelles (utilisées
souvent pour des considérations de symeétrie).

e Les points d’un réseau de Bravais qui sont les plus
prés d’un point sont appelés plus proches voisins.
Chaque point possede le méme nombre de plus proches
voisins appelé nombre de coordination du réseau.
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2. Classification des réseaux de Bravais

Mathématiquement, un réseau de Bravais est caractérisé par la
donnée de trois vecteurs a;, a, et d; et trois angles a, p et y (3D),
a,, a, et¢ (2D), et a, (1D) tel que:

N

g )¢

On appelle groupe ponctuel, ’ensemble des opérations de symétrie
qui laissent le réseau iavariant (TP cours 1). Ces opérations de
symétrie sont:
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toutes les translations définies par la relation (1) ;
toutes les rotations autour d’u121 axe d’ordre n
(c’est-a-dire une rotation d’angle 7" n=1,23,4et
6 ;5 et7exclus):

les symétries par rapport a un plan passant par un
neeud ;

les symétries inverses qui sont le produit d’une
rotation d’ordre 2 et d’une symétrie par rapport a
un plan.

[ensemble de toutes les operations de syrmetrie sera
donne dans le manuel de travaux pratiques,

En considérant toutes les opérations de symétrie qui
laissent le réseau invariant, on aboutit a ’existence de

7 systemes englobant 14 réseaux (3D), 4 systémes
englobant 5 réseaux (2D) ('[P 1).
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Systeme Réseaux Longueurs

Triclinique 1:P a; # a; # as axPBEy
Monoclinique 2:PC a, ¥ az * as a=y=90°#p
Orthorhombique 4:PC,LF ay# a; #a3 a=pB=y=90°
Quadratique - Tétragonal 2:B1 a; = a; #as a=pB=y=90°
Hexagonal 1:P a; = a; #as a=|3=90° ; y=120°
Trigonal - Rhomboédrique 1:P a; = a; =ag =B =vy<120°, # 90°
Cubique 3:PRLF ay=a;=a;3 a=p=y=90°

P: primitif, C: bases centrées, I: corps centré, F: faces centrées

Systeme Réseaux Longueurs
Oblique 1:P a, # ay ¢ # 90°
Carre 1:P a; = a, ¢é= 90°
Hexagonal 1:P a, = a, ¢=120°
Rectangulaire 2:P1 a, * a, ¢=90°
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3. Plans reticulaires et indices de Miller
3.1 Fesition dans la maille

La position d’un point dans un réseau est repérée
par ses coordonnées u, v et w dans la base
(a,,d,, d3). Chaque coordonnée est une fonction
des parametres a, ,a, , az de la maille, I’origine
étant prise en un des nceuds de la maille.

3.2 Rangée
La droite qui relie Porigine au nceud du réseau
(m, n, p) est appelée rangée. Elle est notée:

[m n p]
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3.3 Plans véticulaires

e Tous les nceuds d’un réseau de Bravais
tridimensionnel peuvent étre regroupés en plans
paralleles, appelés plans réticulaires, contenant
chacun au mois trois points non alignés de ce réseau.

e Tout plan ainsi défini contiendra un nombre infini
de points du réseau qui formeront un réseau de
Bravalis bidimensionnel dans le plan.

e Une famille de plans réticulaires est un ensemble
de plans réticulaires paralleles et équidistants qui
contiennent dans leur ensemble tous les points du
réseau de Bravais tridimensionnel.
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3.4 Indices de Miller
e Une famille de plans paralleles entre eux sera
représentee par trois entiers relatifs h, k, £ appelés
indices de Miller du plan et notée:
(hk?)

e Dans la base (d,, a, , a3) I’équation du plan le plus
proche de I’origine est:

hx +ky+fz=1 (2)
I’équation du plan de n®™¢ plan a partir de ’origine
est:

hx +ky +€z=n (3)
e Pour determiner les indices de Miller d’un plan on
procede de la maniere suivante:

- On cherche les points d’intersection u, v, w de ce
plan avec les trois axes.
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On calcule les inverses -
Les indices de Miller (h k £) du plan sont les plus

petits entiers dans, le méme rapport que ces
inverses. w

11
u'v'w’

- Dans le cas particulier ou u, v et w sont des entiers

naturels et m le plus petit multiple commun de u, v
et w alors:
h = m k=
u

m

== (3)

w 18

< |3



e Quand le point d’intersection est a I’infinl,
I’indice de Miller correspondant est zéro.

e Quand le point d’intersection est du cdté négatif
de I’axe, on écrit I’indice de Miller correspondant
avec une barre au dessus. Par exemple si
I’intersection avec I’axe vertical est négative les

indices de Miller seront notés (h k #).

3.9 Eaxemples
HSi(u,v,w) = (2,1,1) alors (hkl) = (122)

= Si (u,v,w) = (— % Z) alors(hkl) = (324)

Si(u,v,w) = (3, —5,5) alors(hkl) = (166) 9




B Les plans P et P’ définis par les intersections

(w,v,w) = (1,3,2) et (u, v, W)= gl 1 1) ont

pour indices de Miller (hkl) = (62 6) “et’ sont
paralleles.

e Ci-dessous sont dessinés des plans d’un reseau
cubique avec leurs indices de Miller:

\ 4

(010) (011) (111)
e Dans un réseau cubique, la rangée [h k £] est

perpendiculaire au plan (h k£). 1l n’en est pas de
méme pour les autres réseaux. 20



4. Le réseau réciproque
4.1 Censtuuction

Considérons un reseau direct de dimensions a,, a,
et a;. Soient deux neeuds du reseau lies par le

vecteur translation R.

L’état microscopique " d’une particule libre se
trouvant sur le premier nceud du réseau est décrit par
une onde plane monochromatique de vecteur d’onde

k et de fonction d’onde P(k,7) o etk T,
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Les conditions aux limites périodigues d’un tel
état s’écrivent:
eik:(F+R) — ik

Ce qui donne:
etk R = 1 (4)
Sachant que:

Té —_— kx?l + ky?Z + kz?:;
Ti = al?l + az?z + a3?3
L’équation (4) n’est vérifiée que s’il existe 3 entiers
relatifs nq,n,, n; appartenant a I’ensemble Z tel

que:
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b,-=—e,~ i=1,2,3

Par comparaison avec I’équation (1) on voit que

I’ensemble de tous les vecteurs d’onde k vérifiant
(4) forment un réseau a trois dimensions, non pas
dans ’espace réel, mais dans ’espace de Fourier.
Ce réseau est appelé réseau réciproque. Le réseau
réciproque joue un rdle fondamental dans les
études analytiques des structures périodiques

D ~

(Cours de physique des materiaux 11 SMP ©). 2



4.2 Génévalisatien
Considérons un réseau dans Despace réel de
vecteurs de translation a,, d, et a;. On appelle
réseau réciproque associé a ce réseau le réseau dans
I’espace de Fourier dont les vecteurs de translation
sont definis par:

— 2”
b, =—a-> A
1 ZV az aa
- T_,
b, =—a3Na
2 2V aq
— T _,
b, =—a. A
3 v a, “2

V=a, (@, Ad3) est le volume de la maille
construite sur les vecteurs a,, a, et as. 2



4.3 Puopriétés

e Le réseau réciproque du réseau réciprogue n’est
autre que le réseau direct original.

e Si les vecteurs a; sont orthogonaux les vecteurs b;
le sont aussi.

® 3,-.3,- = 2md;;, §;; est le symbole de Kronecker i.e.
8ij = 1 pour ] E] et 61] = 0 pour I+ ]

e La maille primitive de Weigner-Seitz dans le
réseau réciproque est appelée la premiere zone de
Brillouin. C’est le plus petit volume entierement
compris entre les plans médiateurs des vecteurs du
réseau réciproque tracés a partir de ’origine.

25



e Voici quelques réseaux directs importants et
leurs réseaux réciproques.

Réseau direct Réseau réciproque

Cubique simple Cubique simple
Cubique centré Cubique a faces centrées
Cubique a faces centrées Cubique centré
Orthorhombique Orthorhombique
Hexagonal Hexagonal

e Tout vecteur G(h, k,?) du réseau réciproque est
perpendiculaire au plan (h, k, ¢) du réseau direct
(Dermonstration en Travaux Diriges).

26



5. Applications
Application 1 : Le réseau cubique

1. Montrer que le réseau réciproque d'un réseau cubique
simple est aussi un réseau cubique simple

2. On considere un réseau cubique centré de parametre
a = 5,64 A. Déterminer dans le repére (0,x,y,z) muni
d'une base orthonormée (i,j,k) les coordonnées et les
longueurs des vecteurs primitifs (@,, @,, @3). En déduire le
volume de la maille élémentaire de Weigner-Seitz.

3. Reprendre la méme question pour le réseau cubique a
faces centrées dont le paramétre esta = 3,22 A.

4. Determiner le réseau réciproque pour chacun des
réseaux des questions 1. et 2.

5. Dans un réseau cubique dessiner les plans d'indices de
Miller (100), (110),(111),(200),(1,00)
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1. Les coordonnées des vecteurs primitifs
(dy, a3, d3) danslabase (1,], k) :

dy =5(+j-k)
d, =5(-T+]+k) (1)

— a - -
d3 = ({-j+k
G111 -1
V=?=1 1 1
1 -1 1
V=7
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2. Les coordonnées des vecteurs primitifs dans la

base:
a

31=§(?+i)

d; =5(J+k) (2)
d3 =5 (i+k
a31 1 0
V=?0 1 1),
1 0 1 S
o3 igure
V=T
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3. Les vecteurs de translation fondamentaux du
réseau réciproque sont définis par:

= 2T —
b1 =7a2Aa3
= 2T —
b =7a3Aa1
b 2R A
=—a a
v 1 2

V=a, (a;Ada;) étant le volume de la maille
construite sur les vecteurs a,, a, et ds.

e Pour le réseau cubique centré:
= 2,
b1 - 7“ (l +D
= 2w/ .
by == (j + k)

b3—— l+j
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e Pour le réseau cubique a faces centreées:
by ==(i+j-k)
b, == (—gi’ +7+k)

bs==—(—-j+k j
e Par comparaison des résultats obtenus avec les
formules (1) et (2) ci-dessus on voit que le réseau
reciproque d'un cubique centré est cubique a faces
centrées et réciproquement le réseau réciproque
d'un réseau cubique a faces centrées est un réseau
cubique centré.
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4. Les plans réticulaires

N\ E
53 Zi3 _______ Zi3 _________________
32 a, _ a; ™
31 - aq aq
11 111
(100) (110) (111)
A : N
ds ds
a, . /Ziz .
a @




Application 2 : Réseau tétragonal primitif

A température ambiante, l'indium meétallique
cristallise dans un réseau tétragonal simRIe de
parameétres de maille a = 3,25 A et c = 4,95 A.

1. Déterminer son réseau réciproque.

2. On appelle V le volume de la maille du réseau
direct et V* le volume de la maille du réseau
réciproque.

a. Calculer numériquement les valeurs de V et V*.
b. Calculer la valeur du produit VxV*

c. Comparer le résultat avec le réel 8x=3.

d. Conclure.
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1. On choisit une base orthonormée 1,7,k les vecteurs de
translation fondamentaux du réseau direct et réciproque
s'écrivent:

@a=3,251 @ =1931
b=325] b* = 1,93]
¢=4,95k ¢ =127k

Le réseau réciproque de I'indium est caractérisé par:

a*=b*#c*;a*=p*=y*=90°
On conclut que le réseau réciproque est aussi tétragonal primitif.
2. On a (avec 3 chiffres significatifs):
a.V=523A3 V=473 A3
b. V X V* = 247 (sans unité avec 3 chiffres significatifs).
c. Ce résultat est général et sera démontreé en TD:

V xX V* = (2n)3
Soit:
VXX V*=248
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