Chapitre 2 : Cinématique de solide



I Dérivation des vecteurs par rapport un repére mobile :

1. Cas des vecteurs unitaires :

Soit Ry(0,xy, Y0, Zg), un repére orthonormé direct et fixe
R{(0,e{,e;,e3 = z;), un deuxiéme repére orthonormé direct obtenu
par rotation de Rq autour de Oz,
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2. Cas d’un vecteur U guelconque :
Soit Ry (0, xq,¥q,Z,) orthonormé direct fixe.

Soit R(A,e{,e;,e3) undeuxiéme repére orthonormé direct et un

vecteur U =YK  xe

On se propose de calculer
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3. Propretés des vecteurs instantanés:
VRy,VRy,VR; Q(Ry/R3) = Q(Ry /Ry)+ Q(Ry/R3)

» Démonstration :
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En faisant (1) + (2)on aura:
dﬁ’ U — — —
n +[Q(Ry /Ry) + Q(R, /R3)| AU

3 dt Ry

En faisant la différence avec (3), on aura :

0= [Q(R, /R3) — Q(Ry /Ry) — Q(R; /R3)| AU

Comme U est guelconque alors, on déduit que :

Q(Ry /R3) = Q(R, /R;) + (R, /R3)

VRy,VR, Q(R, /R;) = —Q(R, /R;)

» Démonstration :
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On faisant la somme :

0= [Q(R, /Ry) + Q(R; /R AT

Comme U est quelconque alors, on déduit que :

Q(Ry /Ry) = —Q(Ry /Ry)



4. Applications : Compositions du mouvement :

On considére le mouvement de (S) par rapport a Ry (0, Xy, Yo, Zo)
(orthonormé direct fixe.

On introduit R(0’, e{, e5, e3) orthonormé dans le quel le mouvement de
(S) est plus simple a étudier).

Mouvement de (S)par rapport a Ryabsolu }
Mouvement de (S)par rapporta R relatif

Pe(s), T.(P)= Vo Ry = 00| 4 2OP
dt dt
Ro Ro
= —dw + do'P +Q(R/Ry) AO'P
dt 7o dt ; 0

V,(P) = V.(P) + V.(P)

Ou:

= = dO'P’ . .

V.(P) =V(P/Ry) = — | la vitesse relative
R

V.(P) =V(P € R/Ry) = % +Q(R/Ry) AO'P, la vitesse
R

d’entrainement
Composition des accélérations (a faire)
Ya(P) = yr(P) + Y. (P) +yc(P)

dv, (P)

Vi(P) = ¥(P/R) = —

Ye(P) = 2Q(R/Ry) AV, (P) Coriolis



Ye(P) =Y(R/Ry)
d
A [ﬁ(R/RO)/\ 0 P]

AO'P+Q(R/Ry)

Il. Champ de vitesse d’un solide :
On considére un solide (S) en mouvement par rapport a R
1. Définition :

(S) est un solide indéformable (parfait) si au cours du mouvement les
distances et les angles entre les différents points restent constants.

2. Remarque:

Le mouvement de (S) est une isométre (S)t - (S)t =t
(schématisation).

ViletempstetVQ et P € (S) ||P_Q)||2 = cste = PQ.PQ
d —_— — — d —
a(PQ.PQ) =0- PQ.E(PQ) =0

. 1d e d o .
PQ. [E (0Q) — %(OP)] =0 - PQ.[V(Q/Ry) —V(P/Ry)]| =0

Car: PQ =P0O+0Q =0Q —O0P
Le champ des vitesses d’un solide est donc équiprojectif.

Il s’agit d’'un champ de moments d’un torseur appelé torseur
cinématique de (S) par rapporta Ry etnoté 75, . P€E(S) -

V(P/Ry)

3. Détermination de la résultante du torseur cinématique

Soit R, liéa(s) V(P/Ry) = dﬂ - dd% +Q(R, /Ry) A OP
Ro Ry
dOQ doQ . .
VQ/R) == == +T(R /Ry) A 0T
Ro Ry




En faisant la différence

_, _, dOP doqQ| .,
V(P/Ro) =V(Q/Ry) = ——| ———| +Q(R;/Ry)A[0P-0Q]
R R,
= LG, /Ry) A TP
dt R,

=0 +Q(R, /Ry) A QP
Donc la résultante du torseur cinématique est :

Q(Rs /Ry)

4. Torseur cinématique :

On definit le torseur cinématique g /g, par ses deux éléments de
réduction suivants :

Ts/r, = [A(S/R0), V(P € S/Ry)]

Remarque :

VP € (S),VQ € (S) V(P/Ry) = V(Q/Ry) + Q(S/Ry) A QP

5. Mouvements particuliers de (S) par rapport a Rg
5.1. Mouvement de translation pure
(S) est en translation pure par rapport a Rg.
(_i(S/RO) =0 - Tg/R, €St un couple
Remarque :

Danscecas VP € (5),VQ € (S) le Champ de vitesse
V(P/Ro)est uniforme, on aura: V(P/Ro) = V(Q/RO)



5.2. Mouvement de rotation pure

(S) est en rotation pure par rapport a Ryautour d’un axe de ses
points A.

VAE(S) V(A/Ry) =0

- Tg/g, est un glisseur d axe (A, ﬁ(S/RO)) axe de la rotation.

Remarque :

Le champ des accélérations des points d’un solide n’est pas en général,
un champ de moments de torseur.

Soit un repére Ry, VP € (S),VQ point de l espaceconsidéré, on a:

V(P/Ry) = V(Q/Ry) + Q(S/Ry) A QP

En dérivant par rapport atdans Ry, on aura :

dai(S/Ry) dQpP

Y(P/Ro) =Y(Q/Ro) + ————A QP + O(S/Ry) AN

or QP = Q0 + OP = OB — 00
dQP

dt

VP ,vQ € (S) Y(P/Ry)

= V(Q/Ro) + %

A[Q(S/Ry) AQP]

Est-ce que ce champ est équiprojectif ?

=V(P/Ry) — V(Q/Ry) = O(S/Ry) A QP

AQP +0(S/Ry)

Pour cela, il faut vérifier si

VP,YQ€E(S)  PQ.[Y(P/Ry) —Y(Q/Ry)] =



Or:

PG. [F(P/Ro) — ¥(Q/R)] = PG (“Z/% A QB +5i(5/Ry) A

[Q(S/Ry) A QP |)#0

Donc le champ des accélérations n’est pas généralement équiprojectif.

lll- paramétrage d’un solide (S) par rapport a R
1. Décomposition du mouvement :

Soit Roun repére orthonormé direct et fixe

(S) est en mouvement par rapport a R

e Le mouvement de (S) par rapport a Ry est une isométrie définie
par: (S)t > (St~

isom étrie
Cette isométrie se décompose en une translation et trois rotations
élémentaires.

e Nous avons vu que le mouvement de (S) par rapport a Ry peut
étre représenté par le torseur cinématique de (S) par rapport a Ry

Ce torseur peut se décomposer comme suit :

TS/RO = \E + I;
muvt général translation de (S)/Ro  rotation autour de l' axe (A)de(S)/Ry

Ces rotations sont définies par des angles appelés angles d’Euler ; ), 6 et
®.

Remarque :

Le mouvement de tous points
P € (S) = translation de vecteurV(G/RO) + rotations autour de G

Pour caractériser cette translation, il suffit de préciser les coordonnées
de G par rapport a Ry.



VP € (S) V(P/R,) = V(G/Ry) + Q(S/Ry) A GP

2. Angles d’Euler :

translation rot¥
—_— — — > —_— — —

Ry(0,x0,¥0,20) Rpary (G, X0, Y0, Z0) —
rep ére fixe 0G = (x, Y z) 0z

rot0

- 5 —>
R,(G,u,v,zy) —
Gu
rot @

R,(G, %, W, %)

lié au ' axe (A)IGZ

S=R,(G,%,y,7)

lié au solide

—

Gz

Les trois angles d’Euler sont :

v’ La précession W (autour d’un axe de direction fixe par rapport a
Ro) repére Vt le plan (1) contient I'axe(4) .

v' La notation 0 positionne (A) dans le plan () : ¥ et © connues
— (A) connu.

v’ Larotation propre @ est autour de (A).

Ona: Q(S/Ry) = Q(Ry/Ry) + Q(Ry/Ry) + Q(Ry/Ryary ) +
Q(Rpary /Ro) = @7 + 61 + ¥z
Expression de Q(S/R,) dans R, (G, U, W, %)
Zg = c0SOZ + sinfw
— . é
Q(S/Ry) = Ysinb
¢ + WcosH

Expression de Q(S/R,) dans R, (G, %, B, zg)

Z = —sinfv + sinfz,
Ed . 6.
Q(S/Ry) = -—‘Psine

Y + @cosO
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Le solide (S) libre a donc besoin de 6 parameétres.

Trois coordonnées de G et trois angles d’Euler.

En général, (S) sera non libre puisqu’il sera soumis a des liaisons.

3. Condition de contact permanent

Soit un solide (S) en mouvement par rapport a un repére R, fixe.

Soit | le point de contact de ce solide par rapport au plan fixe (xg, Vo).

On appelle condition de contact ponctuel permanant du solide (S) avec

ce plan la quantité suivante : OI multiplié par le vecteur unitaire

. . N — — —
perpendiculaire a (xg, o). Dans notre exemple ce vecteur est z; et on
aura :

—

Ol Zg=0
» Exemplel:

On considere un disque (D) homogene de centre G de rayon r, de masse
m en mouvement plan dans le plan [0, X, y,] fixe et en contact

ponctuel avec Ox, horizontal.

(D) solide = il est décrit par 6 parameétres.(x,y,z, ¥ , 6 connue - (A)
et ).

Xl

0,

Condition de contact ponctuel permanent W%’ =0

0G.yg +Gl.y; =0
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Donc:ys=R

IV. cinématique de contact :

On considére deux solides (S;) et(S,) de centre respectivement G, et G,
en contact ponctuel en I. Ce contact admet un plan tangent commun

().
Soit 11 le vecteur unitaire normal a(m).
e Analyse du mouvement de (S;) par rapport a (S,)
Soit Ry le repére d’étude et soient R; les repéres liés a (S;),

I’étiquette | ne représente ni une particule matérielles, de (S;) ni une
particule de (S,) au cours du temps.

| représente une succession de particule de (S;) et (S,) qui assurent le
contact.

» Remarque :
VP e (5) - 0P est un champ de vecteurs.
VP e (S) » V(P €S, /S,) =V(P €S, /R, =V(UIES,/R,) +
Q(S;/Ry) ATP

On décompose f_l)(Sl /Ry) = f_l)"(n) (51/R3) +
rotation instantan ée de roulement
Ql(n)(sl/RZ)

rotation instantan ée deoivotement

VPE(S)  V(P/R,)
= V(/Ry) +Q,(S;/R,) ATP +Q, (S, /R,) ATP

glissevment roulem ent pivote'ment

1. Le glissement de (S;) par rapport a (S,)

12



dor

On BZV(I ESl/Rz) +F —
dt R

Pour déterminer la vitesse du point | par rapport a R,, on applique la
relation d’antisymétrie suivante :

V(I € S1/Ry) = v(G1/Rz) + 5(51/R2) /\@

V(I € S1/R;) est la vitesse de glissement de (S;) par rapport a R,
notée V?(Sl /R>).

2. Propriétes :
a) VlerepereR,  Vy(S/S;) =V(I €5;/R)—V( € S,/R)
b) V:(Sl/Sz) € toujours a ()
» Conséquences :

Le non glissement de (S,) par rapport a (S,) se traduit par Vg)(Sl/SZ) =

—

0
On calculera toujours @(51/52) dans la base associée a (7).
3. Pivotement et roulement :
e Le pivotement
P € (S) V(P € S1/R;) = O, (51/R;) ATP
Avec: (0, (S;/R;) = [Q(S,/Ry).H]. 1
e Le roulement
P € (S) V(P € 51/Ry) = Qy/(S1/Ry) ATP

Avec: (,/(S1/R;) = A(S;/Ry) — 0, (S1/R,)
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» Exemplel :

Disque (D) homogene, de centre C Yo

<
Xl

et de rayon r en mouvement plan
dans [0, Xy, Y] et en contact avec
0x, fixe du Ry[0,Xg, Vo, Zg] fixe
orthonormé direct.

Yo

—

Z

®

Kj
v
=
=}

v

Soit [m]le plan tangent commun. On a : [rt] = [I,Xg, Y]
0, (D/Ro) = Qpian (D/Ro) = [A(D/Ry).Fo] = 0
Qy(D/Ry) = A(D/Ro) = G, (D/Ry) = ¢7,
Non glissement ?

Ona: 0l = x%,

1¢® méthode :

V(I €D/Ry) = [V(P € D/Ry)],_,

—

OP = Ol + IG + GP = X%, + Ry, + RX

Donc: |[=—| = [V(G/Ry)+Q(D/Ry) AGP]

p=I P=I

0G = 0l + IG = X%, + R¥,
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V(G/Ry) = %%,
Q(D/Ry) A GP = @7y ARX = RYY

V(P/Ry) = X%y + RGY

P

Il
0

S
I
|

3w {i = -y, . { X = cosQX, + singy,
y =X, y = —singXx, + cosy,

y =Xo
V(I €D/Ry) = [V(PED /Ro)],_, = [%o + chy](p%n = (x+
Rp)XyE™
Non glissement de (D) par rapportaRy X+ R¢p =0
v’ 2°™ méthode :
| représente un point réel € (D)
Ve(D/Ry) = V(I € D/Ry) = V(G/Ro) + Q(D/Ry) AGI = Xg + (F A
—RYy, = (X+ Rp)X,
Non glissementx+ R =0 — x+ Rp =x,+ Rpy = cte

cte —x
R

» Exemple2 :

On considere un cylindre homogéene de rayon a la base R, de centre G,
de hauteur h en contact suivant I'une de ses génératrice avec le plan
horizontal fixe [0,Xg, Yol
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Q(D/Ry) = ¥Z, + ¢V

(m) = [LXq,Y0]

W(D/Ro) = li"2)0 m(D/Ro) = (Pv
Non glissement de D par rapport a R

Si (A) génératrice de contact a I'instant t considéré
vl € (D) V(I e€D/R,) =0

Soit 1 € (D) non glissement en )

J projection de G par rapport a (8). V(J € D/Ry) = V(G/RO) +
Q(D/Ry) A G]

QA(D/Ry) AGJ = [WZy + @V | A —RZy = —R@(V AZy) = —RU
V(J € D/Ry) = [§Zy + §¥o — RT |

u = cos¥X, + sin®y,

B X — RpcosV¥Y
Donc la vitesse de glissement enlJest: V(J € D/Ry) = |y — Rpsin¥
0

X — Rcos¥Y =0

) . c’est une liaison non
y — Rsin¥ =0

Non glissement enJ {

holonome
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