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Partie 1 2 Mecanicque des fuides






L’étude de la mécanique des fluides remonte au snaitiépoque de la Grece antique
avec Archimede qui a découvert la notion de la péesl’Archimede pour un fluide au repos.
Aujourd’hui, la mécanique des fluides est I'un desnaines de la recherche les plus actifs avec
de nombreux probléemes non résolus ou partiellemésblus, comme les problemes de la
pollution atmosphérique. La résolution des équaticggissant ces problemes complexes fait
appel aux méthodes de résolution numériques.

Comme tout probléme de mécanique, la résolutiom pfabléeme de mécanique des fluides passe
par la définition du systéme matériel S, particuesfluide a l'intérieur d'une surface fermée
limitant S. A ce systéme, on applique les principeshéorémes généraux de mécanique et de
thermodynamique a savoir :

- principe de la conservation de la masse,

- principe fondamental de la dynamique,

- principe de la conservation de I'énergie.

La mécanique des fluides concerne l'étude du cotepwnt des fluides et des forces
internes associées.
Elle se divise en statique des fluides et dynamagsefluides :

- Statique des fluides : C’est I'étude des fluidesenos

- Dynamique des fluides : C’est I'étude des fluidesr®@uvement

Un fluide peut étre considéré comme étant formén duand nombre de particules
mateérielles, tres petites et libres de se déplasannes par rapport aux autres. Un fluide est donc
un milieu matériel continu, déformable, sans rigidit qui peut s'écouler. Parmi les fluides, on
fait souvent la distinction entre liquides et gaz.

Les liquides et gaz habituellement étudiés sonfrapes, mobiles et visqueux. La propriété
physique qui permet de faire la différence entsedieux est la compressibilité.

- l'isotropie assure que les propriétés sont iders dans toutes les directions de l'espace.

- la mobilité fait qu'ils n'ont pas de forme progtequ'ils prennent la forme du récipient qui les
contient.

- la viscosité caractérise le fait que tout changende forme d’'un fluide réel s'accompagne

d'une résistance (frottements).






I- Pression et Force
Les particules qui forment un fluide ne sont pasnohiles les unes par rapport aux

autres. Elles sont agitées de facon désordonngei ggovoque de nombreux chocs entre elles et
avec les parois. Par ces chocs, le fluide appligne force sur les parois. Ces forces sont
appeléegorces depression

S

Considérons la figure ci-dessus représentant uoeirge contenant un fluide. Ce fluide

exerce donc des forces sur chacune des paroisfoBms sont dirigées vers I'extérieur de
'enceinte et sont perpendiculaires aux paroisorSconsidere la face hachurée de surfade
fluide lui applique une force. On peut ainsi définir la pressiéhdu fluide comme le rapport de
cette force- et de la surfac8:

La pression représente donc la force qui s’exascelsaque unité de surface.

lI- Unités de pression
Dans le systéeme international, l'unité pour la éoest le Newton, noté N, et l'unité de la

surface est le métre carré JmPar conséquent, l'unité dans le systéme intiemalt pour la
pression sera le N/m

Une unité a été inventée pour la pression: C'esPascal, noté Pa. On a par consequent
I'équivalence suivante : 1 Pa =1 N/m

Il existe de nombreuses autres unités de preseimamment employées dans l'industrie.

bar . 1bar = WPa

Atmosphére (atm) : 1 atm=101325 Pa

Millimétre de mercure (mmHg) ou torr 1 mmHg=133,32 Pa
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[ll- Notions de pressions absolue et relative
Nous vivons dans un monde qui est baigné au seimftliide :I'air .

On désigne papressionatmosphériquéa valeur de la pression de I'air ambiant.

Cette valeur (que I'on mesure a laide d'un baragejefluctue en fonction des conditions
météorologiques et de la zone géographique. Tastdfovaleur de la pression atmosphérique
oscille autour d’'une valeur moyenne qu’on appellespion atmosphérique normale qui vaut
101325 Pa.

Lorsque la pression d’'un fluide estpérieure a la pression atmosphériqure dit que ce fluide
estsous pressian

Lorsque la pression du fluide esférieurea la pression atmosphérique, on dit que le flugte e
sous vide

Une pression nullePEO Pa) correspond a un vide parfait qui correspemdait a une absence

totale de particules (atomes ou molécules).
On définit la pression relativeque I'on note®, par: P =P-P,

P est la pression absolue.et P' sont toutes deux des pressions et ont par coasétpméme
unite.
IV- L'équation de I'hydrostatique
IV-1. Formulation mathématique
La pression varie avec la hauteur dans le liguittepoint du fluide sera donc représenté
par soraltitude notéez. L’altitude est la coordonnée du point sur un eedical et dirigé vers le
haut. On fixera de maniére arbitraire I'altitudd’6rigine) sur cet axe. On veillera tout de méme
a choisir une origine pratigue comme par exempferd d’'un réservoir, le centre d’'une pompe,
etc.
Pour exprimer a I'aide d’'une relation mathématitiéeolution de la pression au sein d’un fluide
au repos, il convient de respecter scrupuleusetestiypotheses suivantes :
+ Le fluide doit étre auepos
- Le fluide doit é&tre homogéne. On ne peut écrireettion qu’au sein d’'un seul et méme
liquide.
On considére au sein de ce fluide homogéene etpas releux points distincts 1 et 2, d’altitudes

respectiveg; etz, alors on peut écrire la relation suivante erdgseressionB; etP; :

R+ Puige-9-2 = P + Pyige-9-2,

11



2}{' ____________ 'E,

Ou : g est I'accélération de la pesanteur.
Cette relation est appelésuation de I'hydrostatigueOn peut aussi I'écrire de la fagon
suivante :

Pptg. z = constante

IV-2. Exemple
La pression de I'eau dans 'océan a 15 m de pra&ondst de 4 bar. On souhaite

connaitre la pression qui regne a 200 m de profomde densité de I'eau de mer est de 1,02.

On choisit l'origine des altitudes a la surface ldeéan. Le point A correspondant a une
profondeur de 15 m aura donc une altitude négatiwel5 m. De mémezz=-200 m. On aura de
plus :

Prer =, 0en = 102%1000=102kg/ m®
P, = 4bar = 40000CP,

On peut raisonnablement considérer I'océan commefluide homogéne et au repos (on
supposera gu'’il n’existe pas de courants marire).cBnséquent, on peut appliquer I'équation de

I’hydrostatique :
Pat Prer8-Zn = Po + Opner-9-25

D'ou :

P, =P, + 0,....9.(z, — z5) = 400000+ 1020* 981* (-15-(-200))
P, = 2251147, = 225bar
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La pression de I'océan a 200 m de profondeur st de 22.5 bar.

IV-3. Remarque : cas des gaz
Les masses volumiques des gaz sont trés faiblewraparaison de celles des liquides.

Par conséquent, dans un gaz, la pression variesapeu avec laltitudeOn pourra donc

considérer en génie des procédés que dans un gaedaion espartout la méme

IV-4. Interface entre deux fluides
Il est tres courant de rencontrer deux fluides emtact comme un gaz au-dessus d’un

liquide ou un liquide Iéger surnageant sur un tiguplus lourd avec lequel il n’est pas miscible.
Cette surface de contact est, pour un liquide posieplane et horizontale. On l'appelle aussi
interface

On aura alors la propriété suivanta pression est identique de part et d’autre detérface En
effet, lorsque 'on traverse l'interface, on n’obse pas de discontinuité brutale de la pression.
Ainsi, par exemple, la pression d’'un liquide a sdace ouverte a I'atmospheére est la pression

atmosphérique.

Si on considére la figure suivante, on peut vamtdrface entre le fluide 1 et le fluide 2. Le poin
A est situé a l'interface des deux fluides. Parséguent, le point A appartient a la fois au fluide
1 et au fluide 2. La pressid®n est donc la méme que I'on considére que le poifdsae partie
du fluide 1 ou du fluide 2. On peut ainsi appligliéguation de I'hydrostatique au sein du fluide

1 entre les points A et B, et aussi sur le fluigenfte les points Aet C :
Pa=PF+ pl'g'(ZB - ZA)
Pa=FR +,02.g.(zc - ZA)

Par conséquent, on aura la relation suivante &gtetPc :
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P =R +,02.g.(zc - ZA)_Iol'g'(ZB - ZA)
On notera enfin la remarque suivante qui est trggitante on ne peut pas écrire directement
'équation de I'hydrostatique entre les points B @f car ils appartiennent a des fluides

différents.

V- Corps immerges : Principe d'Archiméde
Analysons ce qui se passe du point de vue de libopimécanique sur un flotteur, c’est a

dire réfléchissons aux forces auxquelles il estrgsu

Poussée

Partie
immergée

(volume V,

Poids

Liquide

Tout d’'abord, le flotteur est soumis a son proig, dirigé vers le bas et d’intensité g, ou

m est la masse du flotteur gt'accélération de la pesanteur.

Mais le poids n’est pas la seule force, sinonad&dur coulerait. Il est donc soumis a une force
dirigée en sens inverse du poids et égale en itgégusur assurer I'équilibre des forces.

Cette force est appeléBoussée d’ArchimédelLe principe d’Archiméde permet de relier
l'intensité de cette poussée au volume de flotbeumergé et a la masse volumique du liquide.
L’énoncé traditionnel du principe d’Archimede essblivant :

Tout corps plongé dans utiquide subit une poussée verticale dirigée vershaut dont
l'intensité est égale apoids de liquide déplacé

Il est toutefois possible d’en donner une présartgtlus simple. Ainsi, si 'on appeNg, . le

volume de la partie du flotteur qui est immergéesde liquide, alors I'intensitd de la poussée

d’Archiméde s’exprimera de la fagon suivante :

A = pliquide ' g'\/imm

14



Remarque :
Pour que le flotteur soit en équilibre, c’est &dwour qu'il flotte, il faut que la poussée

d’Archimede soit égale en intensité au poids dtidlg. Or, le poids du flotteur vaut :

mflotteur g
On aura donC : mflotteur'g = pliquide'g'vimm
En remplacanm ..., PAr Ouoeur Vioteur » ON ObtiENT

Ioflotteur'g'\/flotteur = pliquide'g'vimm

Le volume immergéV, ., est toujours plus petit que le volume total dutéorv Par

flotteur *

conséquent, pour que la précédente relation stsfaite et que le flotteur flotte, il faut que la

masse volumique du liquide soit plus faible quéecell liquide. O oo < Piquice

On pourra encore écrire cette condition avec lesites : d ., < djquie

VI- Action d’un fluide sur une paroi

VI-1. Force exercée sur un élément de surface

Soit un liquide contenu dans un récipient de foguelconque. Soitfla pression du gaz
environnant le récipient.
En un point M situé a une distance h de la suttiace du liquide, la pression est :

P(M) = P, +pgh

- Une forcedf, normale alSet orientée vers
I'extérieur de la part du liquide :

df, = PdS =[P, +pgh]ds

L’élément de surfacdS entourant lepoint M subit : \

- Une forcedf, normale &S et orientée vers
l'intérieur du fluide de la part du gaz environhan

df, = P, dS
La résultante s’exercant st est donc [force relative] : & df,

df = pghdS soit df = pghdSn

Ou : n est un vecteur unitaire normatl& et orienté vers I'extérieur.

15



VI-2. Cas d’'une paroi plane
Soitl la largeur de la paroi perpendiculaire au plan

de la figure et sa longueur dans le plan de la figure. Surface libre
Ona:
dS=dl dL
sing = E = dL= i
dL sina
Or:
z=Lsina
ds=d 92
sina
= df =
sina
Donc : F = P9 dI ILSM
sina
2 ~in2 H
- ,z?g | L sin a _ gl Lzsma
sing 2
Détermination du point d’application
Toutes les forces élémentaires sont orientéessuiva=> la résultante I'est aussi :
F=pglL? %ﬁ

Pour déterminer le point d’applicatione appelé centre de poussgen écrit le moment e®
OCOF = [ OPOdf
S
Le moment de la résultante = résultantes des maneentin point@ par exemple).
OC= OCu
OC(F = | OPLdf
S

,sina _ ¢ z Zdldz

OClpglL . gz—
2 sina sina

- OCEng L2 sina . ng Lsina 2 dz
2 sinca *°

. 1 v"Lsina 22 dz
oC sing 12 = 1 0
2 sin“ a

16



- 3 - 3
ocC sina 12 = 12 L® sin°a
2 sin‘ a 3
2L .
= 0C = Y Indépendant der

O¢€ €
0
° |
—% g hi
) |
| _
— | &
a{ Fluide ' M
| —
J
_ e &
e, df

On considére le schéma ci-dessus.

Ou : Oe, est I'axe perpendiculaire au plan de la figurkl@iargeur suivant cet axe.

L’angle 6 varie de O a72—2

Le vecteur normal a la paroi esf:= €
Toutes les forces relatives élémentaires passentQpad'ou la résultante est appliquée

enO=C centre de poussée.

df =pghdSn
Avec : dS=Rd& dz

En pTojetant cette relation suivant la verticdl8hmrizontale, on aura :

—_—

n = e = cosd i+ sinHT

Or: h = Rcosf car cosf = %

- O centre de poussée ; en effet :
OCOF=[OMOdf = 0

Or: OM//df OMOparoi = O =C

17



- Composante horizontaleF,
df, =pghdSe [, = pghdSsing
F, :jsolfy =pg j Rcosfd Rd6 dzsing

%

T .5

0

I
F,=p9 RZE

— Composante verticaleF,

F, = J'SdfX =avec df, = p ghdScosd

Fx=pijcosHRd0dzcosH = pg RZIJ'OV2 cos’ 8d8

| 7, 1-c0s26
b=

F= pgR’ da
Or:
cos @ + sin“@ =1

cos 8 - sin’8@ =cos26

| sin 262 R?| 77 R? |
F = R- |6 + = Z = Vs
.= Pg 2{ ZL PI—5 =PI,
_ Laforce F - .
L F, -
F=F e+ F, g e, tga':F—y
\ V4 X
a
Fev E
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|- Description d’un fluide en mouvement

I-1. Représentation eulérienne et représentation tgangienne
I-1.1 Représentation lagrangienne

Décrire le mouvement d'un fluide fait appel a destions differentes de celles
développées en Mécanique du point ou du solidenhevement d’un fluide est uscoulement
ou il y a déformation continue du fluide.
On peut, de maniére analogue a ce que I'on faMécanique du solide, isoler (par la pensée ou
en trouvant un moyen de visualisation, coloratian @xemple) une partie restreinte du fluide
appeléeparticule et la " suivre " au cours du temps c’est a direnedtre a chaque instant sa
position.

Cette position sera connue, par exemple, par segda@onées cartésiennes :
Xp (t’ XOp ' yOp ' ZOp)’ yp (t’ XOp ' yOp ' ZOp) et Zp(t’ XOp’ yOp ' ZOp)

OU : X, Yop» Zop FEPrésentent les coordonnées de la particule ienaikinstant,, la vitessede
ox _ oy, 0z

la particule aura pour composantgs = —>, v, =—"etv, =

ot 'Y ot

p

E3

Au cours du temps, la particule sera en différpotats M, I'ensemble des poird constitue la
trajectoire de la particule.
Cette facon de faire est appel@éthode de Lagrangeles variables introduites sont appelées
variables de Lagrange

La méthode de Lagrange s’avére dans la plupartakesiélicate, car il n’est pas facile de suivre
les particules : elle est peu employée.

I-1.2 Représentation eulérienne

Laméthode d’Euler consiste & connaitre la vitesse des particulemars du temp? a un
endroit donné déterminé par ses coordonnées, manm& cartésiennes X, y, z. Elle est plus
employée que la méthode de Lagrange, la connasshnchamp des vitesses étant suffisante
pour la description du fluide en mouvement.
Les composantes du vecteur vitesge sont des fonctions des variables (x, y, z), ainsi

V=V, +v,] +Vv,k

ou:v, =v,(xy,zt), v, =v,(x y,zt) etv, =v,(x,y,zt).

Remarque:

Dans la méthode d’Euler, I'accélération d’une ipafté peut étre due, bien sur, au caractere
instationnaire de I'écoulement, mais aussi a saumgformité. Ainsi, chacun a pu constater, dans

I'écoulement permanent d’une riviére, I'accélémtates particules lors du franchissement d’un
rétrécissement.
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lI- Définitions
[I-1. Ecoulement permanent

L’écoulement du fluide egbermanent ou stationnaire si ses composantes de vitesse
sont indépendantes de la variable temps t ; id#ston-permanent ou instationnaire si cette
condition n’est pas realisée.

[1-2. Ecoulement uniforme

L’écoulement du fluide esiniforme si ses composantes de vitesse sont indépendantes
des coordonnées d’espace ; il®sh-uniforme si cette condition n’est pas remplie.

[I-3. Ecoulement plan

Un écoulement plan est un écoulement dont le chdenpitesse est, a tout instant,
parallele a un méme plan, et qui ne varie pas pdipelairement au plan.

ACHRY
On a donc ¥(X,t) =4 v, (x,, x,,t)
0

[1-4. Ecoulement irrotationnel

Un écoulement est dit irrotationnekst(v) = 0.

Dans ce cag, ¢ appelée potentiel des vitesses telle ﬁu;e—grad(¢)

Remarque :

1= ) :
Le vecteuriw = Erot(v) est appelé vecteur tourbillon.

lI-5. Ligne de courant a un instantt, fixe

On appelleligne de courantune courbe dont la direction tangente en chacusede
points est la direction du vecteur vitesse. L'émmatd’'une ligne de courant se calcule par
intégration des équations obtenues a l'aide de :

v, [dx |0
VAdM =|v,Aldy =|0
v, |[dz |0

[1-6. Tube de courant
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Un tube de courantest un ensemble de lignes de courant s’appuyantirsicontour
ferme.

lI-7. Ligne d’émission

On appelldigne d’émissionune courbe constituée par 'ensemble des poitégt a un
instant donné par des particules passées antériente en un méme point.
Trajectoire, ligne de courant et ligne d’émissiontsconfondues pour un écoulement permanent.

[I-8. Trajectoires

Ensemble des position& occupées par une particule fluide donnée.
Elle est donc solution de% =v(x,t) < dx =v/(%t)dt
Ce qui conduit & (s # O,v, # Oetv, # :
o Ox _dx _ dx
dt=——<=—"7"~=—7
vi(%t)  v(xt) v(xt)

On a trois équations du premier ordre, donc 3 emtss d'intégration. On obtient ainsi une
famille de courbes a 3 paramétres.

Pour observer, au sens propre, des trajectoireqpeah mettre en suspension dans le milieu
guelques particules et faire une photographie amgemps de pose trés long.

Remarque :

A priori, les trajectoires et les lignes de cotrsont des entités différentes. Toutefois ces deux
concepts sont identiques dans le cas d'écoulersetitsnnaires.

lll- Equation de continuité
[11-1. Dérivation suivant la méthode d’Euler

Considérons la fonction scalaire Q(X, vy, z, t) @mdcompte d’'une grandeur physique
caractéristique du fluide au point de coordonnéegs x et au temps t.

La particule fluide au temps t + dt sera au paietcoordonnées+v,dt,y+v dt,z+v,dt.

La variation de la fonction Q sera donc égale a:
d=Q(xtvdt.y tv,di.z v dit+at) -Q(x.y.z.t) = %vxdr + Z—f‘u? dt + %der + %dr
dQ DQ

La dérivéea, gue l'on noteF et que I'on appellaelérivée particulaire, est égale a:

%:B_va+a_gvy+a_gvx+a_9:;}ﬁlg+a_g
dt Sy B 3 3

Cette dérivée apparait comme la somme de deuxderme
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- le premier, qualifié deonvectif ouadvectif, est du a la non-uniformité de I'écoulement,
- le second, qualifié deemporel, est du au caractere instationnaire de I'’écoulémen

llI-2. Théoréme de la divergence

Nous nous contenterons de donner, sans démonstrati®@noncé de ce théoreme appelé
aussi théoreme de Green — Ostrogradski :

Le flux d’'un champ tensoriel A au travers de la suface éD enveloppant le domaine D est
égal a l'intégrale de la divergence du champ tensied sur le domaine:

I&Eds = J'::Eiw@aciv
an o

Remarque :

Dans le cas ou A représente un champ vectorieitanty on obtient_[ nds
oD

Dans le cas ou A représente un champ scalairecfbtientj f nds= j grad(f )dv
ob D

[1I-3. Théoréme de l'intégrale nulle
L’énoncé de ce théoreme est le suivant :
Considérons un champ vectoriel volumique a défini tecontinu sur un domaine D. Si

guelque soit le sous domaine D* inclus dans D, liégrale du champ tensoriel sur le
domaine D* est nulle, alors le champ tensoriel eglentiquement nul.

ladv=0 o = a=0

l1I-4. Equation de continuité

Le principe de conservation de la masse postulié mjy’a ni apparition ni disparition de
matiere. En conséquence la variation de la massewauwdu temps est nulle :

aM _
s

0

La masse peut se calculer a partir de la massemque :

M=i[,../?.:'.!"v = ii[,.m"v=ﬂ
cff
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Avec la notion de dérivée particulaire d’'une intdgrde volume, on obtient :

o & -
— [ v = —’ﬁl:fv+ EVEds=0
ot Jt
On peut encore utiliser le théoreme de la divergenc

i:E Gy = Ia—cz!"u+a£ A A el = i—dv+ ia!’zv( SV =0

Ce qui nous donne une forme locale de I'équatiocaidinuité avec le théoreme de I'intégrale
nulle :

92 div( o) =0
3t

De plus, nous avons les relations :

divi V) = odiv(P)+ V. grad o

& o O
—=—+V.grad &
cdt i

On obtient ainsi une autre forme locale de I'équratie continuité :
o —
L4 adiv(#)=0
odf

Remarque:

Sauf précision contraire, nous appliquerons I'éiQuade conservation de masse en absence de

ap

source ou de puits, soit 57 pdiv(av)=0

Deux cas particuliers sont alors a considérer.

Le cas 1d'un fluideincompressible(p = cte) = div(\7)= 0 pour un écoulemerstationnaire
ouinstationnaire.
Cet écoulement est ditovolume

Le cas 2 d’un écoulementstationnaire %—f= = div(ov) = 0= pdiv(v)+V grad(p)

En dehors de la possibilitéas 1 il existe la possibilité d’écoulemenisovolumestels que

Vgrad(,o) = 0 ou les variations de masse volumique sonbgahales, en tout point, au vecteur
vitesse.

Ce cas correspond a des écoulemsimgdifiés par salinité ou température (courants marins), par
température et humidité (atmospheére).
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[11-5. Vitesse et accélération
[11-5.1 Vitesse

Pour une particule fluide donnée, identique pbufixé, |la vitesse est donnée par :

v(M )= &
dt|;
Soit en notation tensorielle : v, (M j ,t):%

M;
[11-5.2 Accélération

Pour une particule fluide donnée, identique pbufixé, I'accélération est donnée par :

~ [\ av
M,t)]=—
)=
Soit en notation tensorielle : 7 (M ,- ,t):%

M;

[11-6. Conservation du débit

[11-6.1 Définitions
i. Le débit
Le débit est le quotient de la quantité de fluide qui trageune section droite de la conduite par

la durée de cet écoulement.

ii. Débit-masse
Si dm est la masse de fluide qui a traversé uctgosedroite de la conduite pendant le temps dt,

dm

par définition le débit-masse est);, = o

Son unité est le kg's

iii. Débit-volume
Si dV est le volume de fluide qui a traversé uraise droite de la conduite pendant le temps dt,

par définition le débit-volume esty, = C:j—\:
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Son unité est le Trsl.

vi. Relation entre get g,

. . . dm s
La masse volumique est donnée par la relationp = Vi dou: g, =00,

Remarque :

Les liquides sont incompressiblegt peu dilatables (masse volumique constante) paote
alors découlements isovolumes

Pour lesgaz, la masse volumique dépend de la température ket peession. Pour des vitesses
faibles (variation de pression limitée) et pour tlFapératures constantes on retrouve le cas d'un
écoulement isovolume.

lignede courant
surface AS entourant le paint A

section 59
filet de courant

tube de courant
section 52

[11-6.2 Conservation du débit

Considérons un tube de courant entre deux seciipesS. Pendant l'intervalle de temps
dt, infiniment petit, la masse drde fluide ayant traversé la sectioneSt la méme que la masse
dm, ayant traversé la section. S
En régime stationnaire, le débit-masse est le méradravers toutes les sections droites d'un
méme tube de courantq,, =0,

Dans le cas d'uécoulement isovolumdp = Cte) :
En régime stationnaire, le débit-volume est le mé@mteavers toutes les sections droites d'un

méme tube de courar,, = q,,

111-6.3 Expression du débit en fonction de la vitese v

Le débit-volume est aussi la quantité de liquideupant un volume cylindrique de base
S et de longueur égale a v, correspondant a laukamgdu trajet effectué pendant l'unité de

temps, par une particule de fluide traversant S.
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Il en résulte la relation importantey, =V S

[11-6.4 Vitesse moyenne

S b——= ) v o

En général, la vitesse v n'est pas constante ssed@on S d'un tube de courant ; on dit qu'l
existe unprofil de vitesse(a cause des forces de frottement). Le débit-masse débit-volume
s'obtient en intégrant la relation précédente :

Dans une section droite S de la canalisation, pelégvitesse moyenné/, la vitesse telle

. _ Qv
que . Vmoy_E

La vitesse moyenn¥,, apparait comme la vitesse uniforme a traversdcseS qui assurerait
le méme débit que la répatrtition réelle des vitesse
Si I'écoulement est isovolume, cette vitesse mogerst inversement proportionnelle a l'aire de
la section droited, =V,,,,,S =V, S, =Cte
C'est I'équation de continuité qu’on peut aussr&sous la forme :

Vios

vV, S

La vitesse moyenne est d'autant plus grande gsecteon est faible.

llI-7. Théoréme de BERNOULLI
l1I-7.1 Le phénomeéne

Observations
- Une balle de ping-pong peut rester en suspermsos un jet d'air incliné.

- Une feuille de papier est aspirée lorsqu'on $eukéssus.

Conclusion :La pression d'un fluide diminue lorsque sa vitessgmente.
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l1I-7.2 Théoréme de Bernoulli pour un écoulement pamanent d’un fluide parfait
incompressible

Un fluide parfaitest un fluide dont I'écoulement se f&ns frottement
On considere un écoulement permanent isovolume fillide parfait, entre les sections & S,
entre lesquelles il n’y a aucune machine hydraelignas de pompe, ni de turbine).
Soit m la masse et V le volume du fluide qui passeavers la section;®ntre les instants t et
t+dt. Pendant ce temps la méme masse et le mémmeale fluide passe a travers la sectign S
Tout se passe comme si ce fluide était passé piesidon (1) a la position (2).
En appliquant le théoreme de I'énergie cinétiqueeafluide entre les instants t et t+dt (la
variation d’énergie cinétique est égale a la sonde®travaux des forces extérieures : poids et

forces pressantes), on obtient :
2

pv7+pgz+ p = Cte

V2
p est la pression statigysyz est la pression de pesamtqu7 est la pression cinétigue

Tous les termes s’expriment en pascal.
En divisant tous les termes de la relation préctedear le produit g, on écrit tous les termes dans

la dimension d'une hauteur (pressions expriméeséatres de colonne de fluide).

P _ V2
H est la Hauteur totale — est la Hauteur de Pressjon est la cotez— est la_Hauteur
29 g

cinetiqgue z+— est la Hauteur piézométrique
28

P1, V1, S1, 21

Z A

P2, V2, Sz, z2

A —

Z2

[11-7.3 Démonstration :
On considére le schéma suivant :
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- oAt — 59

L'équation de Bernoulli pour les fluides incompieles peut étre démontrée, soit, par
application du principe de conservation de I'éreetgilong d'une ligne de courant, en négligeant
les effets thermiques, de viscosité, de comprd#sitsoit, a I'aide de I'équation d’Euler.

i. A l'aide de la conservation d’énergie

Soit le systeme fermé contenu a l'instaentrex; etx; et at + At entrex; + vi.At etx, +
Vo.At.

Le fluide est incompressible, la mags® contenue entrg; etx, doit étre identique a la masse
contenue entrg; + vi.At etx; + V. At.

Ce gque I'on peut ramener ici a la conservationéhitanassique :

At.V]_.A]_.p = At.Vz.Az.p.

Toutes les forces qui s'exercent (forces pressantesids) sont conservatives (il n'y a pas d'effet
visqueux). On peut donc appliquer le théoréme desewation de I'énergie mécanique au
systéme:

Oou

ALy = &m(vg - Ulz)/g est la variation d’énergie cinétique du systéme.
AEpp, = Amgh — Amgh est la variation d’énergie potentielle de pesantieusysteme.
W = pAs.(V1AL) — p2A2.(V2AL) est le travail des forces de pressions.

Soit:

1 1
E&ﬂw% — i&m@f‘ + Amghy, — Amghy = p1 Ay (v At) — paAg.(vAt)
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D'ou, en divisant patm:

2 2

vy ™M U5 P2

1 h £ 2 h re

2—1—9 1+,0 Q—I—g z—l—p
Et donc:

LRSS

On peut remarquer que la démonstration est faits ¢k contexte particulier d'un écoulement
obéissant a la géométrie de la figure. Cependanitt pn écoulement quelconque en régime
permanent, on pourra toujours définir au voisinagene ligne de courant une section sur
lagquelle la vitesse est homogéne, et raisonner @précédemment.

ii. A l'aide de I'équation d’Euler
Quelque soit la particule fluide M, I'équation dlEupeut s’écrire sous la forme :
p7(M I R) = -grad(P + pg2)

Ou : z est la cote de la particule M et R un réfteeé galiléen.

D’autre part, on sait que :

_ _

2
y(M /R) = grad (V?]+ rot(a)DV

Dans le cas d’'un écoulement permangnt,Cte, ce qui conduit a :

(2
grad(pV?j + prot 6/) OV = —grad (P + pg2)

Comme la fonctiongrad est linaire, alors on aura :

—( V2 . R

grad(p7 +P +,ogzj + prot @)DV =0

Considérant un déplacemedM infinitésimal sur une ligne de courant (ou sur tiegectoires,

puisque I'’écoulement est permanent, les trajed@tdignes de courant sont confondus), on a :
dM =Vt

Comme le vecteur vitesse¢ est paralléle & I'élément de déplacemeiM et que V est

2

ey —( VvV — [\ -
perpendiculaire aot 6/) [0V, alors la projection d@rad(p7 +P+ pgz] + prot (\/) v =0

suivant le vecteudM conduit &:
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—( V? -
grad(p7 +P+ pgzde =0

On sait que quelque soit la fonction scalaire fpeant écrire :

grad(f)dM = df

Alors, on peut déduire que :
V2
d(p7 +P+ pgz] =0 Sur laligne de courant considérée
Et par conséquent :
VZ
(p; +P+ ,ogzj =Cte Sur la ligne de courant considérée

La constante varie d’une ligne de courant a uneaut

[1I-7.4 Equation transversale

Soit N le vecteur normal & la trajectoire (ou a la ligieecourant) orienté vers l'intérieur

de la cavité.

Dans le repére de Frélﬂﬁtlﬁ), ona:

N dv.- V2 .
M/R)=—T+—N
7 (M/R) i

Ou : R est le rayon de courbure des lignes de nbatapoint M considéré.

La projection dep y = —grad (P) - PGB, suivant la normale conduit a :

vV:_ 0P
R n pgcods)

Ou : ¢ est l'angle entre les vecteurs unitaeet €, .
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Remarque :

Dans un écoulement ou on peut négliger les foreegrdvite, la pression reste constante
lorsqu’on se déplace perpendiculairement aux ti@ijes dans les zones ou celles-ci sont des
droites. C’est-a-dire lorsque R tend vers l'infini.

En général, si les trajectoires sont des droi@s an aura :

[11-8. Applications
[11-8.1 Phénomeéne de Venturi

Un conduit de section principale Subit un étranglement en B ou sa section gst.&
vitesse d’'un fluide augmente dans I'étranglememncdsa pression y diminue :
Si Vg > va donc B < pa
Le théoreme de Bernoulli s'écrit ici :
P+ pVA =Py 2 V3 =P F 2oV

2 2 2
D'aprés I'équation de continuit®;S; =V,S, =q, etV >V, donc P, >R,
1 .1

Pa—Pp = 5P (S—ga—

La différence de pression aux bornes aux extrénditégibe de Venturi est proportionnelle au

1
?)qz:qu
A

carré du débit ; application a la mesure des débitmnes déprimogénes).

On peut citer aus$a trompe a eau, le pulvérisateur...

A B

111.8.2 Ecoulement d'un liquide contenu dans un résrvoir - Théoréme de Torricelli

Considérons un réservoir muni d'un petit orificeaabase, de section s et une ligne de
courant partant de la surface au point (1) et antiva l'orifice au point (2). En appliquant le

théoreme de Bernoulli entre les points (1) et (2),
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".,-"2 ".,."2
ﬁ3‘+ﬁgz1+p1=;ﬁ§+ pUZ, + 1,

Or : ;. = p = pression atmosphérique ef<¥v, d'ou : V, =,/29z
La vitesse d'écoulement est la méme que la vitksshute libre entre la surface libre et l'orifice,

guelle que soit la masse volumique du liquide.

: vase de Mariotte a débit constant.
[11-8.3 Vidange d’'un réservoir

On considere le schéma suivant :

La section S = S(z) est variable. D’apres, d’'ung, iea conservation du débit S.V = s.v et d’autre
part, Torricelliv=,/2gz, on aura :

SV=s,29z
: . R e z
Or : I'expression de la vitesse a la surface |#)éerit : V = —%
A
Donc, il vient : - |0
{-3)-sm z
dt I: . 57
Cette équation peut s’écrire sous la forme : et
dz S parabolicue
—+-—~4/292=0
dt  S(z2)

La section S(z) peut s’écrire sous la forme gdaérddz"
En particulier :
- le cas d’'un réservoir parallélépipédique : S(z)z L
- le cas d'un réservoir coniques(z) = rtg?(a)z?

Ou :a est I'angle d’ouverture du cone

L’équation précédente peut s’écrire alors soustiaé :

dz+ S 2g2=0

dt Bz
L'intégration de cette équation entre deux altigidget z, correspondant aux instantset t,
conduit a :

B

el el
l—(zl 2 _22 2]
E

t,-t, =

Remarque :

33



Si H est la hauteur initiale de la surface litakrs la durée nécessaire pour vider le réservoir

1
est . t:—B H 2

i

[11-9. Théoréme global d’Euler

On considere un tube de courant au sein d’'un flpaedait incompressible de masse
volumiguep en écoulement permanant.
La portion étudiée est délimitée (& S, etS., son volume esY.

Le volume de la tranche hachurée est

dV = Sdx =Sdx=Sndx
Or: dx=vdt = dv = S(vhh)dt = Qdt
Ou : Q est le débit volumique

Sa masse estdondm = pdv = pQdt

Sa quantité de mouvemendﬁ = (dm)\7 = pQvdt

- . dp .
Le taux de variation de la quantité de mouvemdn.teé?— = pQv

En utilisant la relation fondamentale de la dynami¢R.F.D) a la tranche hachurée, on aura :
dm) ¥ (%)= Y Fex appliquéesyoR

(@m) S V(%)= 3 Fes
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Or: dm = cste = %[(dm) \7(%)]2 > Fex

Le taux de variation dédm) est égal a la somme de forces appliquée.

En étendant ce résultat a tout le tube, on aura :

—

—PQ1\71 + sz\Z = R
Ou : R estla résultanteletousleseffortsappliqués
Oor: Q =Q, = pQ(vz— vl) = R

La résultant® est la somme des forces suivantes :
+forcesdepression

+forcesdepesanteur
+forcesexércéepardesobstacles
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Partie 2 : Commplément de mécamnigue cdes selides
(Gqualficms de Lagrange ¢Pum selicde comservari)
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|- Introduction
Le formalisme de Lagrange permet d’étudier une evagamme de problemes en

meécanique. Il est équivalent au formalisme de Newtais, il a sur ce dernier un certain nombre
d’avantages. D’abord, il est fondé sur un prindip@orique fondamental et facile a retenir. Il
utilise des quantités scalaires plutdt que vedteseet sa forme est indépendante des
coordonnées utilisées.
On considéere un systéme Neparticules, numérotées £ 1,2,...,N), de mass&; soumis a un
ensemble de forces. Nous distinguons deux typésrdes : externes et internes.
> Les forces externes, agissant sur le systemedsesta des sources externes au systéme.
> Les forces internes, agissant sur la particugont dues a toutes les autres particules du
systeme.

Ainsi I’équation du mouvement pour la particule i aura la
d = = = o
forme :a(mVi) = Fee + 2 F ] 71
j

Ou, F,,, représente une force extérieure agissant surigyai ;

Et F,, représente une force interne agissant sur tecplri, due a la particulp

Evidement, nous supposons geg obéit & la loi de I'action et la réaction. C'estligde que

lorsque la particulg exerce une force;; sur la particula alors la particuleé exerce une force
F,; surla particulg , tel que:F,, + F,, = 0

Dans un référentiel galiléen donné, il faut, poécrite le mouvement du systéme, connaitre la
dépendance temporelle ddés$ 8oordonnées(x;, vy, .z;) .

Les lois de Newton permettent de décrire le mouverde chaque particule localement et de

proche en proche tout au cours de temps. Par ¢detfermalisme de Lagrange permet de

décrire le mouvement du systéme globalement.

lI- Coordonnées généralisées

Afin de déterminer la position d’'un systéme Mepoints matériels dans I'espace il faut
donner N rayons vecteurs, c’est-a-di: &ordonnées.
En général, le nombre de grandeurs indépendantié$agti se donner pour déterminer de fagon
univoque la position d’'un systeme est appelé nonderedegré de liberté du systéme. Dans

d’autre cas, le nombre de degré de liberté esta@ddl Ces grandeurs ne sont pas forcement les
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coordonnées intérieures du point, et selon lesitond et la nature du probleme, le choix d’'un
autre systeme de coordonnées sera plus utile.
Soits grandeurs quelconques, @,....0s, qui caractérisent completement la position dtesys
(a s degré de liberté) sont appelées coordonnées d¢iéBérmet les dérivéesy( i=1s) ses
vitesses généralisées.

» Les coordonnées d’'un point matériel sont utiligg@sr repérer un point par rapport a un

référentiel de référence.
» Les coordonnées généralisées sont utilisées mpérer un systeme dynamique par

rapport a un référentiel de référence.

Exemple de coordonnées généralisées :

\ 4
v

Remarque :

Un ensemble de coordonnées généralisées est dpleosi les valeurs des coordonnées,
correspondant a une configuration du systéme cabnipavec les liaisons, sont suffisantes pour
repérer la position de chacune des parties duragste

llI- Contraintes géométriques

[11-1. Définition
Une contrainte géométrique est une condition qtriaéme une réduction du nombre de

degrés de liberte.

Exemple :

» Roulement sans glissement d’un disque sur un plan.

> Une tige assujettie a rester dans un plan pendannhsuvement.
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[1I-2. Liaison holonome
Une liaison est holonome si elle s’exprime par tefation entre les variables de position

et le temps sans faire intervenir les dérivéeegg@aport au temps des variables de position. Une

liaison holonome est donc de la forme :

f(qlqul"'qu ’t)=0

Exemple :

On considere le mouvement d’un disque sur
un axe horizontal représenté par le schéma

suivant :

On a: x=R@ c'est une liaison holonome

c'est-a-diredx=R dé

[1I-3. Contrainte non holonome
Une liaison est non holonome si elle s’exprimeyre relation entre les variables de position, le

temps et les dérivées premiéres, par rapport apsedes variables de position. Une liaison non

holonome est donc de la forme :
f (q]_’qz”qN ,q]_,qz,"',qN lt) = 0
Remarque :
Une liaison est non holonome si elle n'est padgrable.
V- Centre de gravité

IV-1. Cas d’'un ensemble discret
Le centre de gravité d'un ensemble discreNdegarticules, numérotées (1,2,N),et de masse

m;, estG défini par :

O_G’= mloGl"'szGz +"'+mN OGN
my+m, +---+my

IV-2. Cas d’'un ensemble continu
Le centre de gravit@ d’'un ensemble continu est défini par :
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0G= IO—Pdm

P Osysteme

V- Le paramétrage
On commence par préciser les parametres de mettiensuite ceux de la translation

V-1. Parametres de rotation
V-1.1 Rotation propreq
Définition :
C’est la rotation du systeme autour de I'axe deléion.
Remarque:
Lorsque le systéme est rectiligne (cas d’'une figgy a pas de rotation propre.
V-1.2 La nutation )
Définition :
C’est la rotation du systéme soit autour @lesoit autour dev . La nutation définit 'angle entre

I'axe fixe Z, et 'axe de révolutionZ du systéme.

Remarque :

> Sila nutation est autour de alors :

p %
Z, = cosfz + sinfw (1) 0 -
W
0 -
Vv
> Sila nutation est autour dealors : Z E
0
7, = cosfZ - sinfw ) s > U
W
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Remarques :

» Sile mouvement est plan alors la rotation (nutgtest égale a une constante

» Si l'axe de révolution du systeme reste parallélecale plan fixe alors la
nutation est égale a une constante

V-1.3 la Précessiony{

Définition :

<

C’est la rotation du systeme autour de I'axe fixe

V-2. Parametres de la translation

On définit ces paramétres en exprimant

le vectedG dans le référentiel
fixe Ry(G,Xg,Yg,Zg) -

Remarque :
Si le systéme admet un point fixe, on n'aura pEsn de définir ces parametres.

V-3. Schéma du paramétrage

. TranslationoG
Ro(O, X4.Y0.Zg)

-

g Ro(GvXOvYo!Zo)
Z

2 lw
u
R(G,X,Y.Z) ‘¢—R"(G,G,WE) ‘g—R'(G,G,V,z_O')

Le vecteur rotation du systéme est le suivant :

Ei(%0) = ¢£+96+¢E = Qu + ¢sind w + (¢ + cosh) z
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V- Référentiel principal d’inertie

V-1. Constatation

Un référentiel est principal d’inertie s’il vérfi’'une des options suivantes :
Option 1: il contient I'axe de révolution du systéme.
Option 2: il contient deux axes de symétrie pour le systeme

Option 3: il contient deux plans de symétrie pour le system

V-2. Conséquences

Si R est un référentiel principal d’inertie alors latniee d’inertie du systéme sera diagonale

par rapport dR.
A 0 O
C’est-a-dire : Ms(S)=|0 B O
0O 0 C
Remarques :

> Sile systeme admet une symétrie sphérique Aler8 = C.

> Sile systétme admet une symétrie cylindrique papae a Z (par exemple) aloré
=B

> [1c(S) estla matrice centrale principale.
> MMa(S) = Me(S) + [1a(Gm)
Pour déterminef] (G, M), il suffit de déterminer le vecteusG et I'exprimer dans la

base ou[1¢(S) est diagonale. Par exemple, si on trouve que :

AG = au + bw + cz (cestle cas général)

m(b®+c®) -mab -mac

Alors : Ma(G,m)=| -mab m@®+c?) -mbc
-mac -mbc  m@%+b?)| ..
(u,w,2)

Remarque :

-

Si AG = cz alors il suffit de donner a etb la valeur 0, soit alors :
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mc> 0 O
Ma(Gm)=| 0 mc? 0
0 0 0] -.-.

(u,w,2)
VI- Energie cinétique
* Sile systeme admet un point fiRe par exemple, alors :

T(S/R) == Q(S/Ry) ] A(S) R(S/Ry)

N

» Sile systeme n'admet pas de point fixe, alors :

T(S/Ry) =% mMV2(G/R,) + =Q(S/Ry)OIA(S)XD(S/Ry)

N

Remarque :

Si le systemeX. est formé par (S)U(S,), alors :

TE/R) =T(S/Ry) + T(S;/Ry)
VII- Energie potentielle

VII-1. Energie de la pesanteur:

Par définitionU, (pesanteur) est définie par :

U ,(pesanteu) = - P (DG + cste

N

Centre du Centre d’inertie du
référentie fixe systéeme

Si'axe Zy est orienté vers le bas aléts m gEO, donc:
U ,(pesanteu) =-m g z, [OG + cste
Si'axe Zp est orienté vers le haut aldts -m gEO, donc :

U ,(pesanteu) = mg Z; [OG + cste
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VII-2. Energie élastique: (énergie potentielle du ressort)

Par définitionU, (ressort) est :
1 2
U p(ressor) =E K [AX avec AX =L gnae — Linitiale

Remarque :

Si le systemeX. est formé pa(S)U(S,), alors :

U p(z) =U p(Sl) + U p(SZ)
VIIl- Equations de Lagrange

VIII-1. Systeme conservatif

On dit qu'un systeme est conservatif si et seuleénm@nles liaisons sont parfaites,

indépendantes du temps et les forces qui travailérivent d’'une énergie potentielle.

Remarque :
On dit gu'une liaison est parfaite si et seulem&nka puissance virtuelle est nulle. Cette
puissance sera nulle si et seulement si :

- Le mouvement s’effectue sans frottement,

- Le point de la liaison est fixe,

- Le roulement s’effectue sans glisseimen

VIII-2. Champ des déplacements virtuels

On définit le déplacement virtuel d’'un systeme camgtant un changement dans la

configuration de ce systéme résultant d’'un changémasbitraire trés petit des coordonnées,

notéd I; , compatible avec les forces et les liaisons imeesi systéme a l'instant doriné
Donc, ce déplacement virtuel n'implique que leslaégments des coordonnées et n’introduit

aucune variation du tempd .
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VIII-3. Equations de Lagrange

Afin de former les équations de Lagrange, il fatdbBr une expression portant sur les
déplacements virtuels des coordonnées généralpdiesont indépendantes les unes des
autres.

Le passage de$; aux (; se fait a 'aide des équations de transformation :

N =1 (G, Gpe G t)

-

: . . L. . o dr
Et aussi en utilisant les régles usuelles aux dés\partielles. Ainsi la vites3éi =d—t' peut

s’écrire a I'aide desd; de la fagon suivante :

— ari . . or
V= —q. + —
PP PR RET
De méme, le déplacement virtuel arbitraire pew éssocié aux déplacements virtuels par :

51, = ZLJ
i 20

Le travail virtuel des force$ i peut s’écrire, a I'aide des coordonnées généealjssous la

forme suivante :

I
i iy 00q; i
- aFi
Avec : Q; - Fi—
: 2 | aqj
Or: Ei = m F,
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= E|— j Zm j
i q; i j
d - OFi
= — )Y—0
Zdt(m. r.)aqj q;
. ar . d ar
= _5 . - T —(—9da.
iZ[ (m; F 2, q;) - mF dt(aq- g;)]
d ar dri
= —(m: Vi od. - —
%[dt( 'aqj a;) ( ) a;]
d ari vV,
= —(m Vi o - mV,—9o
%}[dt( ' a;) Vg q;]
azFi
or ori _ ori at _ 9t _ ar, _ 9V
ot
Donc :
= aFi d — 6\7i N \V;
= Fi—0Jq, = [—(mVi— - m;V; —)]Jq;,
i’j ! aqj J Z dt | I aqj | | aqj ]
—2 a 1 -2
—(—(=EmV DV-—(=m. V3l da.
Z[dt(a ( m; Vi)) aqj(zm' i)]0q;
l 7 - - ol - -
Or: T = 5 V. énergie cinétique de la particule
— ar d oT,
= FioLog = Yl-(---"116
,z,: LT Zdt aq, aqJ
d, ot
2l G aq,]
= B
i 0q j
d oT,
)y _ = 0
Z(dt(aq) aq, Q)9
Commedq; est arbitraire alors :
d, oT
—(—)-——-=-0. =0
dt(aq]) aq] Q

Dans le cas d'un systeme conservatif, les forcestrguaillent dérivent d’'une énergie

potentielle Up qui ne dépend pas du temps, et ahéuire :
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Fi=0i U donc Q = Fi—bt = - u,— —
| e © z|: aq; z|: l pan aq;
R d, oT . 0T au

D’ou —(—)-—— =

dt "9q; d4q; 04q;
d, o 0
— (G —T-Uy)-—(@T-U,) =0
dt 9, P q; P

On poseL =T -U, le Lagrangien du systeme, on aura :

doL, oL _
dt 'aq;” aq;

VIlI-4. Intégrale premiere de I'énergie
Si le systéme est conservatif, alors on peut ékimtégrale premiéere de I'énergie :

T(S/Ry) +U,(S) = cste

VIII-5. Le Lagrangien du systeme
Par définition :

L(S/Ry) = T(S/IRy) - U,(S)

VIII-6. Intégrale premiere du mouvement
Définition :
C’est le cas ou on trouve gqu'une fonction des patees du probléme est égale a une

constante

IX- Positions d’équilibre
Si le systéme est conservatif, on détermine legipos d'équilibre a I'aide de la résolution

ou
du systéme d’équationﬁq—ID =0 ou g; sont les parameétres principaux du systéme.
i

X- Etudes de la stabilité d’'une position d’équilibre

Si le systéme est conservatif, on peut détermingnes position d’équilibre est stable a I'aide

du théoreme de Lejeune Dirichlet par :

-On définit le Jacobien,
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-On détermine la trace et le déterminant du Jaoobie

Remarques :
* Une position d’équilibre sera stable si, et seulense trace(J) >0et det(J)>0.
e Si au moins I'un de ces deux quantités €6t on ne peut pas conclure a 'aide de ce

théoreme.

Exemple :

Supposons que U (S)= mglcosd + mgRcosp + cste et que le systéme
est conservatif.

Position d’équilibre :

P =—mglsing =0 6=0,m
= in@ = =
gls = )
aUp ]

=-mgRsing =0 = ¢=0,7
09

Alors les positions d’équilibre sont :
Ei(01=0,01=0);E(@.=0,02=7) ; E3(0:=T7, 3= 0) ; & (02 =T, pa=T)

Etude de la stabilité :

D'ou :
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Et: traced)=-mglcosd-mgRcospg et  detd)=m?g? | Rcosdcosp

Pour la position 1 :

traclJ)=-mgl-mgR <0
Donc : on ne peut pas conclure

Pour la position 2 :

detd)=-m?g? IR <0
Donc : on ne peut pas conclure

Pour la position 3 :

detd)=-m?g? IR <0
Donc : on ne peut pas conclure

Pour la position 4 :

trace(J)=mgl+mgR >0

detd)= m?g® IR >0

Donc : & est stable
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