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INTRODUCTION GENERALE



Le phénoméne de transfert de chaleur et de masse par la convection naturelle, dans des
espaces confinés ou semi-confinés, est généralement di a la présence des gradients de
température et de concentration. Ces gradients causent une distribution non uniforme de la
densité du mélange qui provoque a son tour un mouvement convectif sous I'effet de la gravité.
Le contenu des espaces peut étre un milieu fluide ou un milieu poreux saturé par un fluide.
Dans la plupart des situations, que ce soit dans la nature ou dans lindustrie, le fluide est
constitué de deux ou plusieurs composants. Ainsi, les écoulements naturels engendrés portent
le nom de convection naturelle en double diffusion lorsque le fluide est binaire ou bien de
convection thermosolutale lorsque le fluide est composé de deux ou plusieurs constituants.

Le phénomeéne de la convection thermosolutale est fréquemment rencontré dans la
nature. Les exemples sont multiples et nous pouvons en citer quelques-uns : les mouvements
convectifs dans les océans qui sont dus, d’une part, a la présence de gradient de température
et, d’autre part, a la distribution non uniforme de la concentration du sel, la dispersion des
polluants dans I'atmosphére (gaz nocifs) et dans le sol (déchets nucléaires) et la migration de
'humidité ou des sels minéraux dans les sols. Par ailleurs, les transferts de chaleur et de
masse par convection sont aussi omniprésents. Ces phénomeénes interviennent, par exemple,
lors des mécanismes de changement de phase des métaux ou la convection affecte
directement la structure micrographique et les propriétés mécaniques et thermophysiques des
alliages, lors des procédés de séchage de différents produits industriels et domestiques, au
cours de divers procédés thermochimiques et électrochimiques, lors des stockage des gaz
liquides, dans les pompes a chaleurs a absorption ou a adsorption, dans les réacteurs
chimiques, dans les procédés d’oxydation ou de traitement des surfaces métalliques et lors de
la migration de '’humidité dans les fibres destinées a l'isolation thermique.

Ce polycopié présente la formulation mathématique du probléme de la convection
naturelle laminaire d’'un fluide newtonien confiné dans une enceinte cylindrique d’axe vertical
chauffé par le bas. Le fluide est considéré incompressible et 'approximation de Boussinesq est
introduite.

% Les mouvements de convection naturelle sont régis, dans le cas d’'un milieu fluide libre et
purement thermique par les équations de Navier-Stocks déduites des bilan de masse et
de quantité de mouvement aux quelles il convient d’ajouter I'équation de I'énergie
déduite du premier principe de la thermodynamique.

% Ensuite une formulation vorticité-fonction de courant est introduite et le nouveau systeme

d’équations a résoudre est développé sous la forme divergence et convective.



Aprés présentation des équations scalaires et des conditions aux limites exprimées dans
le systéme cylindrique, une adimensionnalisation du systeme ainsi obtenu est alors
effectuée.

Ensuite nous abordons la formulation spécifique a la convection thermique; a la
magnétoconvection et a la convection thermosolutale.

Nous précisons pour chaque probléme la nature des forces extérieures; les
groupements adimensionnels et éventuellement les équations supplémentaires a
prendre en compte.

Pour les milieux poreux deux formulations seront présentées EBFD et REB dans un
volume de contrdle.

Ce polycopié sera terminé par la présentation de paramétres permettant de quantifier les

transferts de chaleur et de masse : Nombre de Nusselt et Nombre de Sherwood.



PARTIE A
PROBLEME DE CONVECTION EN MILIEU CONFINE



Chapitre 1

Formulation mathématique



1- EQUATIONS EN MILIEU FLUIDE LIBRE
1.1- Equation de conservation de la masse (Equation de continuité)
La conservation de la masse de tout systeme matériel est un principe fondamental de la

mécanique classique il implique que :

din _
dt
D’ou:
op (= B
IQ [E + dw(pv)}cﬁ) =0
Ce qui donne :

P o Liv(ov)
at+a[w(pv)_o

o

Pour un fluide incompressible, on trouve

div(v) =0 (1)

1.2- Equation de conservation de la quantité de mouvement
La variation de la quantité de mouvement linéaire de toute partie Q d’'un milieu continu
qgu'on suit dans son mouvement est équilibrée par I'action des forces de volume (forces a
distance) et les forces de contact exercées sur le contour de Q.
Les forces a distance sont généralement connues (Ex : gravité,....).
Les forces de contact exercées sur le contour de Q par la matiére environnement sont des
actions extérieures a Q mais intérieures au systéme milieu continu ce sont les efforts de

cohésion du milieu continu.
Cauchy suppose I'existence d’une densité surfacique de force f(ﬁ,X,t) définit pour tout

vecteur unitaire 71 en tout point (X,t) du milieu continu. Donc ’f(ﬁ, X, t) représente la force par

unité de surface exercée par la matiére située du coté positif de 71 sur la matiére située du coté

négatif de 1, les forces de contact exercées sur Q sont alors.

j:com = L’f (i, X, t)dS :  Forces de contact.
fMiS = _L, f(ﬁ! ; Forces a distance, avec f est une densité volumique.
Or: T(5,X,t)= X(X,t)i



Avec >(X,t) appelé tenseur des contraintes.

D’ou la loi de conservation de la quantité de mouvement linéaire s’écrit sous la forme suivante :

d"’ -
[ p%dh = [ 20X, )5 + |, fdo 2)

Or [ Z(x,t)dS = [ div (X, t)d0

D'ou:
v . 2

Pour un fluide visqueux :
>(X,t)=-PI+1(X,t) (4)
— PJ : est le tenseur des contraintes normales.

1(X, t) : est le tenseur des contraintes visqueuses.

(X, t)= (g -~ % p)div(x?)ﬁ +2uD (5)

D : est appelé tenseur du taux de déformation.

D= é[div (¥)+(div(#))"] (6)
D’ou:
(X,0)= (- 20 v + wiv(v) + (v )’ | ™)

Q est la viscosité dynamique du fluide (1°" viscosité) et ¥ est appelée 2°™ viscosité.
D’ou I'équation finale de conservation de la quantité de mouvement pour un fluide

incompressible (div(v) = 0) :

p‘(li—tv=—graa(P)+uM+F (8)

1.3- Equation de conservation de I’énergie (Premier principe de la thermodynamique)

A chaque instant, la somme de la dérivée particulaire de I'énergie interne Ej,; du systéme
D et de la dérivée particulaire de I'énergie cinétique Ec est égale a la somme de la puissance
des efforts extérieures exercés sur D dans le mouvement réel et du taux de chaleur regu par le

systéme D.



L Lo+ & [ oL o= [ (o rheffro-anls o

q : est le vecteur flux de chaleur sortant au point M de normale 7 ; r est la densité volumique

de chaleur échangée par le systéme par rayonnement et e est une densité massique de
I'énergie interne.

D’apres le théoreme de I'énergie cinétique on a :

d'tj p—(iQ _[fwﬁ)+.[’1“w[5 IZ DO (10)

On introduit I'équation (10) dans I'équation (9), on trouve :
Ip dQ = I(Z D + r)dQ - ana[S (11)

Or, d ‘aprés le théoréme de la divergence, on a :

de
Pt~

Avec: X =-P5+2uD
X:D=-P5:D+2uD :D=-PI, +pnp (13)

=Y :D+7-div(G) (12)

§:D=tra(D)=1, =div(v)=
= ud

d : Est appelée fonction de dissipation visqueuses de Rayleigh.

L’enthalpie massique s’écrit sous la forme :
P

h=e+=— (14)
p
D’ou :
de dh dP
PGP A (15)

Or : h est une fonction de la température et de la pression, d’ou :

dh oh dT oh dP c[T 1 dapP
= C ( BT )

dt 0T dt " oP dt T dt | di
Car:

oh _
CT_G_T (16) ;

oh 1
ﬁ=5(1_BTT) (17)



-4,

On introduit les équations (16) et (17) dans I'équation (15), on trouve :

de dT dP
P?—PCTW—BTTﬁ (19)
On introduit les équations (19) et (13) dans I'équation (12), on trouve :
pC, % = —d'iv((i)+ Y+ pd+ BT‘T‘[—::) (20)

En convection naturelle, lorsque les vitesses de I'écoulement et les pressions mises en
jeu sont relativement faibles, on néglige les termes de compressibilité et de dissipation devant
les autres termes de I'équation de I'énergie et on prend r=0 (pas d’échange a distance).

dT .
pCy dr = —di’V(q)

q= —}\.gracf’f (21) c’est la loi classique de Fourier.

L’équation de I'énergie s’écrit finalement sous la forme suivante :

ar _ 2
dt pC,

AT =K AT (22)

K : est la diffusivité thermique du fluide.
2- APPROXIMATION DE BOUSSINESQ

L’approximation de Boussinesq consiste a considérer que les variations de la masse

volumique du fluide en fonction de la température sont négligeables sauf dans le terme de
poussée (gravité).

oT)=po +(22) (T -T.)=polt-p,(r-T7.] (28

po est la masse volumique du fluide a T=T,.

Sous ces hypothéses, le systeme d’équations a considérer qui gouverne le phénoméne
de la convection naturelle laminaire devient :

Equation de continuité :

div (v) = 0 (25)

Equations de Navier Stocks :

-10 -




fi_tu —pl—graa(P)+ VAV + [1-B, (T -T))kE+f  (26)
0

Equation de I’énergie :

dT
—=K;AT 27
Ko 27)

-1 -




Chapitre 2
FORMULATION VORTICITE-FONCTION DE COURANT
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1- Introduction

Pour les écoulements bidimensionnels cylindriques, il s'avére commode de remplacer les

variables primitives pression et vitesse par la composante non nulle (Q du vecteur rotationnel

de la vitesse et la fonction de courant .

—

Q =rot(V) (28)

1 0¥
= - 29
" r 0z (29)
et
w=-_97 (30)
r or
Avec :

vV = ue, + we,

On applique I'opérateur rotationnel a I'équation (26), on trouve :

¥ A [56_: . mw(v)] _ —piﬁ A grad (P)+vi A(AW) =B,V A (T -T, )G+ A f (31)

On a les relations suivantes :

rot (gnwf (f ))= 0 (32)

et

roif. A = frot(4)- 4 a grad(f) (33)

Les équations (32) et (33) donnent :
Vagrad(P)=0  (34)
et
VA0 9P]= V0V AV -V AV([IV)= VY- 990 (35)
Vu l'identité :
VAW AQ)=QVv-vVQ  (36)

On introduit les équations (34) et (35) dans I'équation (31), on obtient :

aa_? = (AT -5VQ)- BV A(T-T,E+vAQ +V AT (37)
Ou:
%’:—6A(éAv)—ﬁTﬁA(T—To)g+vAﬁ+6Af' (38)

L’équation (37) est la forme convective de I'équation du transport du rotationnel.

-13 -




L’équation (38) est la forme divergence ou conservative de I'équation du transport du
rotationnel.

- la forme convective de I’équation de I’énergie :

O VT +k AT (39)
at B

- la forme divergence de I’équation de I’énergie :
‘Z—T =-V(TV)+ kTAT (40)

Car: Error! Objects cannot be created from editing field codes.
et Vv =0

La fonction de courant est reliée au vecteur rotationnel de vitesse par la relation suivante :

Q= 1[&1' - Ea—f]ée (41)

2- EQUATIONS SCALAIRES

A T — Tf
VA
A
—R
_/ T’Paroi = TC - (TC - Tf )%
T. % T, —
- / aT’Paroi =0
L gl Ou or -
r=R
A / T = TC |
)
| ST

Le systéeme scalaire a résoudre dans le cas de régime stationnaire pour une telle

configuration est le suivant :
Equation (38) :

VA(WQE, -uQé,)= B VAT -T,)Gg+vAQ+V A f (44)
6WQ+—6uQ——B aT+VaZQ+la_Q+LaQ+aZQ_£ +(§Af')§ (45)
0z  or 78 5y or* ror r*oe* o0z> 1r? °

-14 -



D’ou finalement.

laruQ+8wQ_uQ

~-pre Tl +v(a0-F)+ ATk, o

r or 0z r or

1onT | T _ 1 AT  (47)

r or 0z

Q- 1(A\P - 35—‘1’) (48)
r r or

3- CONDITIONS AUX LIMITES
3.1- Conditions aux limites thermiques
3.1.1- Conditions pariétales

Pour r=R on utilise la loi de Fourier :

oT., .
mi+(1 —y)[TPmi —Tg +(Ty - Ty )%] =0 (49)

y est appelé coefficient d’homotopie égale O pour une paroi parfaitement conductrice et 1 pour
une paroi parfaitement adiabatique.

3.1.2- Condition de symétrie

oT _
or

3.1.3- Conditions d’isothermie sur les bases

T=T, pour z=0 (51)

0 (50)

T=T, pour z=L (52)

3.2- Conditions aux limites dynamiques
3.2.1- Conditions pariétales
Les conditions pariétales sont les conditions traduisant I'adhérence a la paroi.
Siz=0 ou z=L on a u=w=0
Dou: ‘P=a—\P=a—\P=0(53)
or oz
Si r=R on a aussi u=w=0
D’ou: ‘Pza—lpza—\llzo
or oz
3.2.1- Conditions de symétrie de I’écoulement

Pour r=0 (symétrie axiale de I'écoulement), on a : g—: =0 (54)

On a aussi =0 (raison de continuité de ¥, elle est nulle sur les parois).

-15 -




La condition de I'axisymétrie de I'écoulement permet de réduire le domaine d’étude a la moitié
du plan vertical contenant I'axe de la cavité ;

Soit :

O0<r<R et 0<z<[ (55)

-16 -



Chapitre 3
ADIMENSIONNALISATION

-17 -



1- Introduction
La convection thermique fait intervenir un grand nombre de paramétres pouvant varier
dans des intervalles trés larges. L’adimensionnalisation en regroupant ces paramétres dans des
combinaisons sans dimensions, permet d'une part de réduire le nombre des paramétres
régissant effectivement le phénomeéne et d’autre part d’appliquer la description mathématique
d’'un probléme donné a une large classe de problémes. Cette opération se fait par le choix de
certaines grandeurs de référence.

R : pour la longueur ;

T . : .
—— : pour la vitesse ;
R

AT =T, - T, :pour la température et

fo : pour la densité de force de volume.

Soit :
N 4 « Ru « Rw T - T
Yy =— zZ =— 5 u =—— s W o=— 0= 7
R R Er k:r Tc‘Tf
- f . 0 * W
= ; Q =— et VY =——
f fo R, RkT

2-Adimensionnalisation de I’équation de conservation da la quantité de mouvement
L’équation traduisant la conservation de la quantit¢ de mouvement, sous forme

adimensionnelle, s’écrit :

.o kou’ . kR, W’ .
. 6(1”1{. R .IéTQ} a( R .ETQJ fw

. 0
- . _ T k. Q =- —— AT +T . )~
r'R or'R * 0z'R R rR'T Bf‘qar’R( * T)D
EII’ * Etf Q* fO — |-
+V[R2 AQ _’Rz e +§( /\f )29
ou
k7 [1 o(r'u'@’) olw'e’) w'e'|__B,gAT oo
R2|7r" or’ oz" r- | R or’

vk . Q f (a Z )ﬁ
T
+ Z(AQ —T—.2]+—°V/\f 0
On garde les mémes notations des variables dimensionnelles pour les variables

adimensionnelles, on trouve :

-18 -



10(uQ) a(wQ) _uQ =Pr(AQ _%)_L?Ra pr 0 R G AT, (56)
r Or oz r r R or ki
ATR?®
Ra = PrOTR 5
vk,

Ou : Ra Est le nombre de Rayleigh qui mesure le rapport des forces de poussée aux forces
visqueuses.

Pr = EL (58)

T
Ou : Pr Est le nombre de Prandtl qui mesure le rapport entre la diffusivité de la quantité de
mouvement et la diffusivité thermique.

3-Adimensionnalisation de I’équation de I’énergie

L’équation d’énergie, sous forme adimensionnelle, s’écrit :

. a[r‘:& k’-;:’ * (oaT + T, )J a[’é’f;* (oaT + Tf)J

* * + *
r R or R 0z R

k
- AoAT +T)

Méme chose, on garde les mémes notations, on trouve :

10ru0 _ owd _

——+—=A0 (59)
r 00 oz

4-Adimensionnalisation des équations (29) ; (30) et (48)

Les équations (29), (30) et (48), sous forme adimensionnelle, s’écrivent :

o- L w20 e
R2 r r or
=12 (e1)
r o0z
r or

-19 -




Chapitre 4
CONVECTION THERMIQUE
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1- Introduction

Dans le cas de la convection purement thermique, on a f =0, lactivation du

mécanisme de la convection naturelle se fait par le gradient de la température horizontal.

2- Conditions aux limites sous leur forme adimensionnelle

AF = % . est appelé rapport d’aspect ou facteur de forme.

oY _o¥ _

Y= = 0 pour z=0 ; z=AF et r=1
or oz

Si la paroi est parfaitement conductrice (y=0) :

z'R . zR z
OAT + T, - T, +(T, -:rjr)T -0 dou B=1-""=1--“- (64) pourr=1
Si la paroi est parfaitement adiabatique (y=1) :
00
—=0 65 our r=1
2 (65) p
0=1 pour z=0 et 6=0 pour z=AF (66)
¥Y=0 et g =0 (67) pour r=0 (condition de symétrie).

-21-




Chapitre 5
MAGNETOCONVECTION
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1- Introduction

On suppose maintenant le fluide est électriquement conducteur soumis d’un champ
magnétiquejj[, ce fluide induit par son mouvement un courant électrique de densité J normal
a v et 7 . Ce courant méne & une force (j A 3—?) opposée au mouvement (force de Lorentz).

2- Mise en équations

On a les équations d’induction de Maxwell suivantes :

VAH =4arj  (68)

VH =0 (69)
VAE=0 (70)
LoidOhm:  J = olE + (¥ n 5T)) (71)

, oo .
Les frontieres du systeme étudié sont considérées électriquement isolantes d’ou ——éc _ 0

ce qui implique que graoi?j)é[éc =0dou £E=0.
F=olvast) (2
6/\_]?' =§A(j/\.’]:[')=§/\|_0'(w7/\5:[)/\5jfl=§/\|_c(17/\5{050)/\5{050J

D’ou : 6/\']?' =05{:§/\|_(17/\50)/\ EOJ (73)

L’adimensionnalisation de I'équation précédente conduit a :

1o n )2 W[[%wéojwo}"’é;‘#w[(wéo)wo] (72

Donc I'équation (56) devient :

10(ru2) o(wQ) uQ Q 1 0 1 S =
; (ar )+ (az )_T=Pr(AQ—rT)—FRaPrE+FQPr[V/\((V/\bo)/\bo)e] (75)
24(2
0 - R 2
A%

Ou : Q est le nombre de Chandrasekhar.
ﬂh=Q%=7UﬂJ§ (77)
\Y

Ou : Ha est le nombre de Hartmann.

-23 -




Chapitre 6
DOUBLE DIFFUSION

-24 -



Les écoulements de fluides générés par l'action simultanée des gradients de
température et de concentration sont dits de type thermosolutal. Si les diffusivités thermique et
massique sont différentes, ces écoulements sont alors dits a double diffusion.

On suppose maintenant un fluide incompressible et newtonien confiné dans la méme
configuration et contient une concentration de matiére diffusante (polluant), le fluide et le
polluant sont complément miscibles d’ou le systéeme étudié est une mixture fluide.

Les surfaces horizontales sont maintenant maintenues a des valeurs différentes de
température et de concentration.

On néglige I'effet Dufour et I'effet Soret.
- Effet Dufour : rend compte de la contribution du gradient de concentration aux flux de
chaleur.
- Effet Soret : rend compte de la contribution du gradient de température au flux massique.
La densité du fluide a pression constante dépend de la température et de la

concentration du polluant.

o7.C)=p0 + (5] (T -To)+ (2 €-C) @@
D’ou :

P(T’C)= po[]- - BT(T - To)_ Bs(C - Co)]

Avec :

o2 (), o

Bg est le coefficient d’expansion de concentration.

La force de poussée due a la concentration est prise en compte dans ce cas.

B, est toujours positif sauf le cas de I'eau entre 0°C et 4°C ou si T diminue la masse volumique

diminue aussi.

B, Peut étre positif ou négatif, d'ot les forces de poussées vont s’additionner ou s’opposer.

Quatre configurations peuvent alors étre observées.

-25-



A 4 | 1 4
T]-‘ T Cf Tf ‘ 1 C’f Tf 1 | CC Tf ‘ T CC
I ! : I
1 : : I
' B >0 1Bs <O | Bs>0 \Bs <O
I ! : I
1 : : I
| - . |
| I
T, : Ce T. v Cc T, v G5 T, : Cy
. et >
Force de poussée thermique Force de poussée solutale
On introduit dans I'’équation (56) une force de poussée solutale, on trouve :
P - _
p_g = [1 - BT(T - To)_ BS(C - Co)]g
0
X=C—C5r =C—Cf (80)
C. -C AC
ou : y est la concentration adimensionnelle.
Le terme des poussées dans I'équation de transport du rotationnel devient :
_ _ _ _ oT oC
B VAT -T,)g-BVA(C-Cli=—Brg -Bsg >~ (81)
or or
L’adimensionnalisation de (81) donne :
_PronT 56 BsgAC oy _BroAT |0 Bs AC o | _ _w[@+ Na_x] 62)
R or R or R or B, AT or R or or
AC
Avec: N = Ps (83)
B, AT

N est appelé rapport des poussées.
N ->0si B, >0

et

N > sip, >0

L’équation (56) devient :

r

la(ruQ)_l_ a(WQ)_ uQ _ Pr(AQ —EJ—%Ra Pr(@+ Na—x) (84)

r Or 0z r 2 r or

L’équation adimensionnelle a résoudre concerne le transport de la concentration.
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Le comportement de la concentration est globalement similaire a celui de la température.

On utilise la loi de Fick qui relie le vecteur flux dispersif massique au gradient de concentration,
on trouve par analogie a I'équation de la température I'équation suivante :

dc
dt

D'ou :

= k,AC

10(rC) | o(wC) _

k. AC (85
r oOr oz S (85)

Ks est la diffusivité solutale.

L’adimensionnalisation de I'équation (85) donne :

10(ruy)  d(wx) _ 1
- + =—A 86
r Or 0z Le X (86)
k
Le=-T (87
, (87)
Ou: Le est le nombre de Lewis, représente le rapport entre les diffusivités thermique et
solutale.
A%
Sc=— 88
s (88)

Ou : Sc est le nombre de Schmidt, analogue au nombre de Prandtl. Il mesure le rapport entre

la diffusivité de la quantité de mouvement et la diffusivité solutale.

Le = k_T — k_TL
R, v kg
D’ou
Sc
Lfe="" 89
e=0 (89)
= 1 Ra, (90)
Le Ra,
3
Rag :M (91)
vk

Ou : Rag est le nombre de Rayleigh solutal.

Conditions aux limites relatives a la concentration.

o =0 pour r=0 et r=1 (92)
or
x=1 et yx=o0 pourz=0etz=AF (93)

-27 -




PARTIE B
CONVECTION EN MILIEUX POREUX
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Introduction
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Nous allons retenir la méme configuration géométrique que celle considérée pour la
convection thermique d’un fluide libre a la différence que la cavité est maintenant remplie d’'un

milieu poreux saturé par un fluide incompressible et newtonien.
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Chapitre 1

Modéle EBFD : Extension Brinkman-Forchheimer de la loi de Darcy
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Ces extensions sont proposées pour améliorer la loi de Darcy et étendre son champ
d’application. Forchheimer (1901) tient compte de l'effet non linéaire de la trainée due a la
matrice solide et Brinkman (1947) tient compte de I'effet des contraintes visqueuses adjacentes
aux parois.

La matrice solide et fluide convectant sont assimilés a un fluide fictif isotrope de conductivité

thermique A, et de chaleur volumique (pc,, ) = a(pc,, )f +(1- a)(pc? )S (94)

- L’équation du mouvement s’écrit sous la forme suivante :

. - oW b. .
Pr s Vv =—VP+pfg—%v—pr|v|v+uAv (95)

m

- L’équation de I’énergie s’écrit :

(pcp ), v.VT =XAT  (96)

no= My est la viscosité apparente ; K la perméabilité du milieu poreux et b une propriété de la

structure de la matrice poreux.

L’équation (95) devient :

1 _ . _ _ b . _
—V.Vy=—-— 1- - - -— 7

Z VY oo VP+[1-B,. (T -T,)g Koo V-3 V[V + vAv (97)
On applique I'opérateur rotationnel a I'équation (97) on trouve

L @A) B TA(T-T )it 6_b b ;

VA @AV)=-B,VA(T-T,)5- 5. & |v|Q t VAV £ vl (98)
Car

- b,.. b .- - - b b .- b _. __
V/\%|'V|'V—%|'V|V/\'V—'V/\%V|'V|—?|'V|Q—?'V/\V|'V (99)

D’ou le systéme scalaire a résoudre :

%[l@(mﬂ)_'_5(WQ)_E:|=_BTgQ+V(AQ_%)_ u ‘ Q+— |: 6“" avi| (100)
e lr or 0z r or r pr K K| or oz

Nous faisons une adimensionnalisation du systéme (100) en utilisant les grandeurs de
référence suivantes :

R : pour la longueur ;

AT =T, - T, :pour la température et
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*

k" :
—— : pour la vitesse.
R

On garde les mémes notations, nous trouverons le systéme suivant :

L[la(mﬂ)_'_ 6(WQ)_ uQ:| |1 u_ A Pr, _ Fs ¥ - A Pr, O
e?|lr or oz a#r af2 r Da Da r? (101)
+ A Pr, AQ + 12 Fs w |V|—u i - 12 PRafPrf@
R a or oz R or
Avec:
b
s =— 102
F R (102)
Ou : Fs est le nombre de Forchheimer.
X
Da = vl (103)
Ou : Da est le nombre de Darcy.
— A
AL=—1 104
" (104)
Ou : A est le rapport des conductivités.
Raf et iPrf sont respectivement le nombre de Rayleigh et de Prandtl pour le fluide.

D’ou en résolvant I'équation (59); (61) et (101), Les nombres de Darcy et de Forchheimer,

peuvent étre obtenus par les relations suivantes d’aprés le modéle d’Ergun :

Da 6" (”[?J (105)

T 150(1-¢)° | R
Et
1,75 (d,
F5 = 150(1 - s)[ R J (106)
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Chapitre 2
Modéle REB
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Le modéle REB part des équations de bilan de masse et de quantité de mouvement

écrites dans un volume de contréle.

- Bilan de masse.
SquZLM - aquZL + ewaTtmz - z;me"Z =0 (107)
11=s17,f et 17V=s17vf (108)

D'ou :

Lari | o

+—=0
r or Oz (109)

- Bilan de quantité de mouvement dans la direction z.

spft_LfoAz

+ srzzA1’|z+Az - srzzA1’|z + sr,zAz|

+P

Z+Az f

2T AL A 2
—8pfufwaZ [ —apfwaT ¢

- etrzAz|r - ﬁz - s(pf - po)gATAz

+ ahWZAr =-P
r+AY r Z+AZ z

2(110)
r+Ar
f) est la trainée due a la matrice solide dans la direction z.

z

0z 0
D, = AW + BV|Ww (113)
(1-¢) p
A=150-"% B (414
s 19
(1-¢) Py
B =1,75 7 (15
o a4z 19
3 2
__ sy _ (116)
150(1 - ¢)
Dot :
\ ) Pri
D, =Py 210 TS 50 (117)

X V150K %2

D’ou nous déduisons I'équation de transport de la vorticité sous la forme adimensionnelle

suivante :
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L[la(rﬁ9)+6(WQ)_uQ:|_ la P, 1,75 1 1 |V|_Prf
e’lr or 0z r e’r Da 150 ¢% +Da er’
Pr, 1 1,75 1 1 | 9o .o 1 00
+ —AQ + - - Ra; Pr; —
e R? V150 % Da [W or oz | RT T for

]g
(118)
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Chapitre 3
NOMBRE DE NUSSELT ET NOMBRE DE SHERWOOD
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Le nombre de Nusselt caractérise le transport de chaleur au niveau des parois, il est

définit en un point M pris sur un élément de surface ds comme suit :

Nu, = (119)
(Pcona[
Or:
¢ = poC?(T - To)ﬁﬁd:? - l%d} = PoC?(T -7, )Wd:S‘ - k%dg (120)
oT
=-A——ds 121
Adimensionnalisation de (120) conduit a :
AT ( 69)
=A—|Wo-—|ds 122
0, R oz ( )
Adimensionnalisation de (121) conduit a :
AT 00
=-A———ds 123
0, R oz ( )
D’ou:
[-22)
Nu, = Z (124)

- Si la paroi est parfaitement conductrice (y=0)

V4
Nu, = le_’]-"[we _ %] (126)

De la méme maniére, on peut caractériser le transfert de masse par la définition du

nombre de Sherwood.

Shy = Af[e[wx _ g—ﬂ (127)
Sur les surfaces inférieures et supérieures on a w=0
dou:
00
Nu, =-AF— 128
i« F oz, (128)
N, = AF2 (129)
a z=AF
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ox
- % 130
Sh,, AFLe (130)
Sh, = ﬂlfﬁeg—x (131)
z=AF
D’ou :
00
Nu, =2AF[—= dr (132)
e f{ 02|20
Et
1
Nu, =24F[ L & (133)
0 0z z=AF
1
ox 4
Sk, = —2AFLe l o z:OdT (134)
Et
1
ox,
Sh, =2AFLe| = dr  (135)
7 'c[ 0Z|z-a5
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Chapitre 4
ESTIMATION DE LA VORTICITE AUX FRONTIERES
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Nous présentons dans cette partie quelques schémas parmi les plus utilisés pour
I'estimation de la vorticité aux frontiéres. Ces schémas sont basés soit sur les conditions aux
limites sur la fonction de courant, soit sur les conditions aux limites sur le champ des vitesses.

L’équation de la fonction de courant s’écrit :

10’ 1 6‘P+162‘I’

Q=-"—-— (136)

Fait intervenir les dérivées secondes de celle-ci. Les différents schémas pour la détermination
de la vorticité aux frontiéres ne différent, de fait, que par la maniére adoptée pour approcher ces
dérivées secondes.
1- Equations a la paroi latérale
En tenant compte des conditions aux limites sur la fonction de courant a la paroi verticale

(¥ =0 ; v = 0)I'équation (136) devient :

_ 'Y
=1 6r2

Q| (137)

1
1.1- Méthode de Thom
En effectuant un développement en série de Taylor de la fonction de courant a un point

de la paroi (r=1) :

o¥| |, Ar*otY

lIl|r=1—Ar = lIl|r=1 - Ar a,r.| > or? | (1 38)
r=1 re1
Etcomme: ¥, = ol " 0 I'équation précédente de vient :
r=1
PENY 2 o . .
or?|, T AP? ¥|,_, ., D’oul'expression de Thom pour la vorticité :
2
Q=¥ (139)

1.2- Méthode de Jensen
Cette procédure consiste a utiliser un schéma décentré en trois points pour approcher la

dérivée seconde, soit :

2 2 3 3
W, =¥, - ar0E| ATT O Arohw (140)
orl,, =2 or*|_, 6 or?|
2 3 3
W, =¥, —2ar%Y] 1 2ar?? ‘f| _8ar® 2°¥| (141)
ar r=1 ar |T=1 6 aTS |T=1

En multipliant I'équation (140) par 8 et en lui soustrayant I'équation (141), on trouve :
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7 + 8% iar = Vlrmiaar |, 3 0¥

Q. = e 142
e 2AT? AY 07|, (142)
Avec les conditions : ¥, , = 2—3 = 0 I'équation (142) devient :
r=1
8Y| . —P| ..
Q|r=1 — r=1 A2Ar2 =1-2Ai (143)

1.3- Méthode de Woods

On suppose que le rotationnel prés de la paroi varie linéairement. On peut alors écrire :
Q| _o’Y|  8°¥
orl,, or®| _ or?

(144)

r=1
En utilisant le développement (140) et en tenant compte de la condition d’adhérence a la paroi

I'équation (144) se réécrit :

oQ 6 3 )
=L =/, 4| =-1]0 145
or |, AY3 -ar (Ar e (143)

En utilisant un schéma décentré d’ordre un en deux points pour approcher le premier membre

de (145), celle-ci donne finalement :

=2 ¥
=l Ar-2 Ar®(Ar—2) = riar

r=1-Ar 6

(146)

1.4- Méthode de Vitesse 2
L’écriture de I'équation (136) en utilisant les expressions des dérivées de la fonction de

courant en terme des composantes de la vitesse, donne :

Q_au ow

=——-— 147

0z or (147)
Pour la paroi verticale cette équation devient :

Q,., = _aa_w (148)

r=1
La méthode de vitesse 2 consiste a discrétiser cette relation a I'aide d’'une différence décentrée

du deuxieéme ordre en trois points, soit :

w — 4w + W
Q| = 3 |r=1 4 |r=1—Ar |r=1—2Ar (149)
2Ar

Avec la condition d’adhérence a la paroi, cette relation devient :

4‘W| —1-A _W| =1-2A
— r= I r= \y 1 50
r=l 2Ar ( )
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1.5- Méthode de Vitesse 1

Pour cette méthode, la relation (148) est approximée par une différence décentrée du

premier ordre en deux points, soit :

_ w|r=1—Ar — W|
T Ar

Ou encore en tenant compte du fait que la vitesse est nulle a la paroi :

Q| (151)

w
Q _ = % (152)

r=1

2- Equations sur les surfaces horizontales

En tenant compte des conditions aux limites sur la fonction de courant aux surfaces

horizontales I'équation (148) devient :
10°Y

— (153) pour r#0.
Y or

Q| z=0,AF =
z=0,AF

D’autre part, la condition de non glissement écrite pour les surfaces horizontales donne les

expressions :

‘I’|z=0 =2 = 0 (154) Pour la surface inférieure et
Z z=0
oY -
W = =0 (155) pour la surface supérieure.
‘ aZ z=AF

2.1- Méthode de Thom

En utilisant le développement :

2 2
Y, ., ="Y,, - Aza—T + Az" 0 \f (156) pour la surface inférieure et
0Z|,.0 2 0z°|,
développement
2 2
Y], a5z = Plooay - Aza—lp + Az" 0 \f (157) pour la surface supérieure.
0Z|,.ar 2 0z°|,_ aF

On obtient les expressions de Thom :

1 2
o = ;ET s (158) pour r#0 et.
1 2
Q| VY ...  (159) pour r#0.
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2.1- Méthode de Jensen
On utilise les développements :

2 02 3 A3
W, =¥, -4zl A0 TI #2270 ‘fl (160)
0zl,., 2 0z°|,,, 6 0z°|,,
2 3 3
Y, ony = ¥l — 2Aza—\P + 2A22a T 8Az” o°% (161) pour la surface
0Z |, 0z*|,_, 6 0z°|,
inférieure et
oY Az? 0°Y Az3 03
Y oagaz = ¥loayr —AZ— + . — - (162)
0Zlear 2 0Z%|,_5p 6 0Z%|,_,;
2 3 3
¥, apone = Plonp — 2% P _8AZT W
0z z=AF 0z 2=AF 6 o0z3 2-AF
Pour la surface supérieure.
En procédant comme dans le cas de la paroi latérale, on trouve :
1-7¥| _ +8¥| _ -¥
Q, ,=——"= ot e=lh 164) pour r#0
=0~ | 9IAL? ( ) p
1-7%| _,.+8¥ -y
Q .. =— z=AF =AF-ty =Al-2y 165) pour r#0
|z=AF r 2AZ2 ( ) p

2.3- Méthode de Woods
Les développements utilisés sont ceux des expressions (160) et (162). En utilisant les
relations (154) et (155) et en approchant la dérivée premiere de la vorticité par une différence

d’ordre un en deux points, on obtient :

1 3 1

Q= ;_Az‘" Y ., —§QFO (166) pour r#0
1 3 1

Q =;_A22 APy _§QZ=AF (167) pour r#0

2.4- Méthode de vitesse 2
L’équation (147) s’écrit pour les surfaces horizontales :

ou

Q, a5 = (168)

62 z=0,AF

On approche la dérivée de la vitesse par une différence d’ordre deux en trois points, d’'ou :

- 3u|z=o +4u veny
=0 = 2Az

(avec une différenciation a droite)
44

u z=AF-2Az

Q

(169) pour la surface inférieure.




—_ B 3u|z=AF B 4‘u|z=AF—Az + u|

z=AF 2Az

(avec une différenciation a gauche).

Q| LAl 0y (170) pour la surface supérieure

2.5- Méthode de vitesse 1
La dérivée de la vitesse dans la relation (168) est approchée par une différence d’ordre

un en deux points. On obtient alors :

u . —ul__

Q|z=0= Z-AZAZ 0 (171)
Ul U, apa,

Q| =—2= . AF-A (172)
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