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INTRODUCTION GENERALE



Les problemes physiques rencontrés dans notre
quotidien (le transport de polluants, Tles problemes
de convection, les écoulements dans les conduites, la
modélisation de 1’écoulement des polymeres fondus, la
modélisation de 1a pollution atmosphérique, etc.)
sont décrits par des équations a dérivées partielles
fortement couplées et non linéaires.

En général, Ces équations n’admettent pas de
solutions analytiques sauf dans des cas tres
simplifiés. C’est pourquoi un recours aux méthodes de
résolution numériques s’aveére nécessaire.

I1 existe plusieurs méthodes numériques

méthode des différences finies

- méthode des volumes finis
- méthode des éléments finis
- méthodes spectrales,..

Chaque méthode de résolution numérique d’un
probléeme continu comporte une phase de maillage et
une phase de discrétisation.

La phase de maillage consiste a diviser 1le domaine
d’étude en de petits volumes appelés volumes de
controle.

La phase de discrétisation transforme Tle probleme
continu en un probleme discret. Les équations ainsi
que les conditions aux Tlimites sont approchées par
des équations et conditions discreéetes.

L’objectif de ce polycopié est de développer Tles

principes de la méthode des volumes finis.



Le premier chapitre sera consacré a
1’exposer de 1a méthode des volumes finis pour Tle
probléme de la diffusion pure.

L’objet du deuxieme chapitre sera
T’utilisation de la méthode des volumes finis pour Tle
probléme stationnaire de diffusion - convection.

Le chapitre trois expose 1la méthode des
volumes finis en coordonnées cylindriques.

Le quatrieme <chapitre sera réservé a
1’i1lustration de Ta méthode de résolution itérative
de double balayage.

L’objet du dernier chapitre sera 1’étude du

probléme instationnaire de diffusion convection.



Chapitre 1

Probleme stationnaire de diffusion pure



I- Introduction

Les méthodes des volumes finis ont été parmi Tles
premiéres a atteindre un stade de développement
avancé pour Tles calculs d’écoulements stationnaires
et 1instationnaires. Elles ont permis une prise en
compte compléte des effets de non Tinéarité et de
compressibilité ainsi que les effets de viscosité a
1’aide des équations de Navier-Stokes, et de
turbulence.

Les méthodes aux volumes finis ont supplanté Tles
méthodes classiques basées sur les différences finies
dans le traitement des problemes complexes notamment
tridimensionnels.

La technique comprend deux étapes importantes

- 1le maillage : 11 consiste a diviser Tle
domaine en plusieurs 1intervalles réguliers
appelés volumes de controéle.

- La discrétisation : lors de cette étape
les eéquations sont 1intégrées dans Tles
volumes de controéle.

II- Etude d’un probleme de diffusion a une

dimension

Soit le probleme de transport de 1la variable @
par diffusion régi par 1’équation suivante
div(Cgradd®) + S, = 0 (D



Ou : T est le coefficient de diffusion et S le terme
source.

A une dimension, 1’équation (1) prend T1a forme

d(_.do
—|I'—|[+S =0
dx( dxj+ (2)

suivante

II-1 Maillage

Dans le cas d’une étude a une dimension de
1’espace, Tle maillage est constitué d’une droite
subdivisée en un nombre fini de segments réguliers.
Ceux-ci constituent les volumes de controéle dans
le cas unidimensionnel. Ci-dessous, nous donnons
1’exemple d’un maillage comprenant cing volumes de
controle qu’on peut adopter pour la discrétisation de

1’équation (2):
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La valeur de ®@® est maintenue constante aux

frontieres. E et O sont appelés « Est » et « QOuest ».

P, E et O sont appelés neuds et AX Te pas.

Dans cette premiére étape, on divise le domaine
de calcul en un nombre fini et discret de volumes de
controle. Le centre de chaque volume est placé

exactement au milieu du segment correspondant. Par



commodité, on s’arrange pour que Tles facettes des
neuds de frontieéres coincident exactement avec Tles
valeurs aux frontiéres du domaine de calcul. Dans
notre exemple, le domaine est divisé en cing volumes

de controle.

II-2 Discrétisation

L’intégration de 1’équation (2) sur le volume de

controle de centre P donne

d({_do
LC&(FajdV + -[/CSdV = 0 (3)
do do —
r—| - |[I'—| +SAV =0
“ [ dxl { dxl 4
Ou : S est la valeur moyenne de la source et AV Tle

volume de contréle correspondant.

Signalons que dans ce cas, une dimension, AV = Ax.

En général, le terme source peut dépendre de Ta

fonction ® elle-méme. C’est pourquoi on 1’écrit:
SAV =S, +S, D, (5)

Le coefficient de diffusivité n’est pas toujours
constant. Ses valeurs sur les facettes " e " et " o
" du volume de contréle sont exprimées en fonction
des valeurs aux points nodaux P, O et E par les

relations suivantes

I'. + T I, + T
l"e — ETO et 1"0 — % (6)



Par application d’un schéma centré d’ordre deux,
on remplace les dérivées premiéeres sur les facettes

du volume de contréle par les relations

[ d®d d. -
r—| =r|—&t —*¢
_ dxl ( AX ) (7)

[ do O, - D
r—| =r|—+%~ -0
_ dxl ( AX j (8)

En substituant les équations (5), (6), (7) et

(8) dans 1’équation (4) on obtient :
O - O b, — O
r—+=—*_r—-*2 94+ (S, +S,®,)=0
e AX 0 AX (u P P) (9)

Et aprés arrangement on trouve

ap O, = a5 @, + a D + S, (10)

o = —— ag = — et aP:aE+aO_SP (11)

Les volumes de contréle étant choisis réguliers,

on peut supposer que le neud P occupe une position
d’indice 1, le neud O, Ta position d’indice 1-1, Tle
neud E, Tla position d’indice 1i+l1l, etc. L’équation
(10) peut donc se mettre sous la forme suivante
8o =2a,0,+ a, Dy +3, (12)
L’équation (12) est donc construite pour tous
Tes volumes de contrdéle du domaine d’intégration qui

ne sont pas 1influencés par Tles conditions aux

Timites. Afin de tenir compte des conditions aux



Timites, un traitement spécial est réservé aux necuds
se trouvant aux frontiéres. Le systeme d’équations
résultant est wun systeme d’équations algébriques
Tinéaires comportant autant d’ équations que
d’inconnues.

La distribution discrete de la variable @ sur
le domaine de calcul peut alors étre obtenue par les
méthodes directes de résolution des systémes
d’équations 1linéaires : 1inversion de 1la matrice du
systeme, méthode des déterminants,...

Cependant, on préfere les méthodes itératives
telles que 1la méthode de Gauss-Seidel ou 1la méthode
de Jacobi qui sont bien adaptées pour ce genre de
systemes a matrice bande. Mais comme pour tout calcul
itératif, i1 faudra alors définir un critere de
convergence pour pouvoir arréter les calculs a un

moment donné.

IIT- Etude d’un probleme de diffusion a deux

dimensions

III-1 Introduction

L’équation qui gouverne le probleme stationnaire
de diffusion en deux dimensions dépend des variables
de 1’espace "x" et "z». Il convient de rappeler que
dans ce cas, deux dimensions de 1’espace, le volume
de contréle est constitué du produit "Ax.Az "
A deux dimensions, 1’équation (1) prend Ta forme

suivante



d(_.do d(_.do
— | I'— | +—|T—[+S =0
dx( dxj_+dz[ dzj+_ (13)

ITT-2 Maillage

A deux dimensions, Tle domaine est subdivisé en
un nombre fini de volumes de contrdéle qui sont alors
constitués d’éléments de surface réguliers.

Le maillage a l1a forme suivante

j+1
. N
J+1 T— o
[ O o P e E |
J . | L ;
S
Jol-—7F |
| ' |
i-1 I i I+1 i+1
Ou : P est 1le neud principal, 1 1’indice de

discrétisation suivant 1’axe des "x", j 1’indice de
discrétisation suivant 1’axe des "z".

Le temps sera indexé par 1’indice "k".
En général, les Tlettres E, 0, N et S représentent
respectivement 1’Est, 1’Ouest, le Nord et le Sud.

Le carré coloré en bleu clair représente un
élément de volume de contréle. Les segments [PE] et

[PN] valent respectivement Ax et Az.
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Par la suite, nous allons adopter les maillages
suivants
—  Suivant 1’axe des "x"
x(i) = (i-1DAx
Ou : Ax est le pas de discrétisation suivant cette
direction.

—  Suivant 1’axe des "z
z(3) = (3-DAz
Ou : Az est le pas de discrétisation suivant cette

direction.

ITI-3 Discrétisation
L’intégration de 1’équation (13) sur le volume de

controle de centre P donne :

d({_do d({_dd
IVCd_X(Fd_deV +J‘VCd_Z(Fd_ZjdV chdV =0 (14)

=
P;Qj?} - [FEE?1 4—{r552} — [rfﬁ?} +SAV =0 (15)
dx |, dx |, dz |, dz |,

Ou : S est Ta valeur moyenne de T1a source et AV Tle
volume de controle correspondant.
Signalons que dans ce cas, deux dimensions,

AV = AXAz.

En général, le terme source peut dépendre de 1la

fonction ® elle-méme. C’est pourquoi on 1’écrit:

11



SAV =S, +S,D, (16)
Le coefficient de diffusivité n’est pas toujours

constant. Ses valeurs sur les facettes " e " "o "

" n " et s ", du volume de contrdle sont
exprimées en fonction des valeurs aux points nodaux

P, S, N, O et E par les relations suivantes :

I- +T I'. + T
[(=——F% o I,=-"—"-9° (17)
2 2
I, + T I +T
T, =__3_§__m_ et T =-—§—5—J3 (18)

Par application d’un schéma centré d’ordre deux,
on remplace les dérivées premiéeres sur les facettes

du volume de contrdéle par les relations :

)
ral -
FZ—ﬂ =T, [—CDNA_ZCDP] D)
Fz—ﬂ =TI, (—(D"A_Z(DSJ Q2

En substituant les équations (16), (17), (18),
(19, (20), (21) et (22) dans 1’équation (15) on
obtient :
FecDE-ch _FOCDP—(DO +FncDN-q>P _rscbp-cb
AX AX Az Az

18, +505)=0  (23)

12



Et aprés arrangement on trouve

I r r I
Avec : o) Ax E Ax N Az et S Az
ap=a_+ ap tay + as—Sp (25)

Les volumes de contrdole étant choisis réguliers,
on peut supposer que le neud P occupe une position
d’indice (i,j), le neud O, Tla position d’indice (i-
1,7), le neud E, Ta position d’indice (1+1,3j), le
neud S, la position d’indice (i,j-1), le neud N, la
position d’indice (i,j+1), L’équation (24) peut donc
se mettre sous la forme suivante

8 Pij=2ai1jPig; + iy P

+ 85 i ju + Sy (26)

iv1j T i1 Pija

L’ équation (26) est donc construite pour tous
Tes volumes de contrdole du domaine d’intégration qui
he sont pas influencés par les conditions aux
Timites. Afin de tenir compte des conditions aux
Timites, un traitement spécial est réservé aux ncecuds
se trouvant aux frontiéres. Le systeme d’équations
résultant est wun systeme d’équations algébriques
Tinéaires comportant autant d’ équations que

d’inconnues.

13



Chapitre 2

Probleme stationnaire de diffusion convection
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I- Introduction
Le probleme stationnaire de diffusion convection
de la variable ® est gouverné par Tles équations

suivantes
div(Cgrad® ) + S, = div(pVd) (D
div(pV) = 0 )
I' est appelé coefficient de diffusion, p la masse

volumique du fluide, vla vitesse du fluide et S

terme source.

ITI- Etude d’un probleme de diffusion a wune

dimension

A une dimension, les eéquations (1) et (2)
prennent la forme suivante :

d dod d

&(F&j +S —&(Pud)) (3)
d
d—x(pU) =0 )

II- Maillage

Dans le cas d’une étude a une dimension de
1’espace, Tle maillage est constitué d’une droite
subdivisée en en nombre fini de segments réguliers.
Ceux-ci1 constituent les volumes de controle dans

le cas unidimensionnel. (Ci-dessous, nous donnons

15



1’exemple d’un maillage comprenant cing volumes de
controle qu’on peut adopter pour la discrétisation
des équations (3) et (4):

Moeud

E [ 1]

A C}
| | 1 i
T | I

"
(=

& {—'
Walume de conirdle A
La valeur de ® est maintenue constante aux

frontieres. E et O sont appelés « Est » et « Quest ».

P, E et O sont appelés neuds et AX Te pas.

Dans cette premiere étape, on divise le domaine
de calcul en un nombre fini et discret de volumes de
contréle. Le centre de chaque volume est placé
exactement au milieu du segment correspondant. Par
commodité, on s’arrange pour que les facettes des
neuds de frontieéres coincident exactement avec Tles
valeurs aux frontieres du domaine de calcul. Dans
notre exemple, le domaine est divisé en cing volumes

de controle.
II-2 Discrétisation

L’intégration de 1’équation (3) sur le volume de
controle de centre P donne

d dd d
Ivc&(rajdv + [ Sdv = VIC&(PU(b) (5

16



do do =
o ] -G s bl -l

Ou : S est Ta valeur moyenne de la source et AV Tle
volume de contréle correspondant.
L’intégration de 1’équation (4) sur le volume de

controle de centre P donne :

dix(pu) dv=0 (7)

&

(pu),—(pu), =0 (8)

En général, le terme source peut dépendre de Tla
fonction ® elle-méme. C’est pourquoi on 1’écrit:
SAV =S, +S, D, (9
Le coefficient de diffusivité n’est pas toujours

constant. Ses valeurs sur les facettes e et 0
" du volume de controle sont exprimées en fonction
des valeurs aux points nodaux P, O et E par les
relations suivantes :
poletlo
2

I'n + Iy,

et I, T o (10)

Par application d’un schéma centré d’ordre deux,
on remplace les dérivées premiéres sur les facettes

du volume de contrdle par les relations

_do D, — D
o) ) an

do O, - O
. (12)

17



On pose : F=(pu) , le flux massique par convection et on

approxime la fonction @® aux neuds e et o par une
différence centrée, il vient

e = (dp + g )/ 2 (13)
do = (dp + 0 )/ 2 (14)

En substituant 1les équations (9), ((10), @dL),
(12), (13) et (14) dans 1’équation (6) on obtient

b, - O b, - O F F
Fe% - Fo% + (S, + S, Dp) = ?e(% +¢E)_?O(¢P +0o)  (15)
Et aprés arrangement on trouve
ap ®, = a, D, + ap . + S, (16)

I, F . F

_ e e

. = —+— a. =
Avec : 9o A 2 PPET AT

et Aap=2a_+ag+tR-F -5

Les volumes de contrdole étant choisis réguliers,
on peut supposer que le neud P occupe une position
d’indice 1, le neud O, Ta position d’indice 1-1, Tle
neud E, Tla position d’indice 1i+l1l, etc. L’équation

(16) peut donc se mettre sous la forme suivante
P, =2a,0,+a,D,+S, 7>

L’équation (17) est donc construite pour tous les
volumes de controle du domaine d’intégration qui ne
sont pas influencés par Tles conditions aux Tlimites.
Afin de tenir compte des conditions aux Tlimites, un
traitement spécial est réservé aux neuds se trouvant

aux frontieres. Le systeme d’équations résultant est

18



un systeme d’équations algébriques Tinéaires
comportant autant d’équations que d’inconnues.
Cependant, on préfere Tles méthodes 1itératives
telles que 1la méthode de Gauss-Seidel ou 1la méthode
de Jacobi qui sont bien adaptées pour ce genre de
systemes a matrice bande. Mais comme pour tout calcul
itératif, i1 faudra alors définir un critere de
convergence pour pouvoir arréter les calculs a un

moment donné.

IIT- Etude d’un probleme de diffusion a deux

dimensions

Le <cas bidimensionnel peut étre obtenu en
utilisant 1la méme technique que précédemment pour Tles
deux directions x et z. L’équation discrétisée

s’écrit sous la forme

19



Chapitre 3
Etude d’un probleme de transfert de chaleur a deux

dimensions en coordonnées cylindriques

20



I- Introduction

Soit le probleme de transfert de chaleur de Tla
grandeur physique T (la température) régi par

1’équation suivante

OT 16T 1067
—+-—+=>—+S=0 1
o ror r?op? (D
Ou
T est la température, S Tle terme source, ¢ 1la

variable azimutale et r 1la variable radiale

II- Maillage

Dans le cas d’une étude a deux dimensions de
1’espace, 1le maillage est constitué de trapéeze
subdivisé en un nombre fini de petits trapézes
réguliers. Ceux-ci constituent Tles volumes de
controle dans Tle cas bidimensionnel. Nous donnons,
ci-dessous, 1’exemple d’un maillage adopté a ce

probléme.

21
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ITII- Discrétisation

L’intégration de 1’équation (1) sur le volume de

controle de centre P conduit a:

o°T JLar 16T
+S)dV =0 1
-[V( Yo P oe ) =
Soit :
16 ot 1 0°T
jvcFg(ra)rdrdaﬁvc—zﬁrdrdeﬂv Srdrdd =0
oT 1, 0T oT =
(A0 (S & )Ae G (Q)S)Ar+SAV=0 (2)
Ou :
S est la valeur moyenne de 1la source et av Le

volume de controle.

22



Signalons que dans ce cas : AV =rArAé
En général, le terme source peut dépendre de Tla

températuret . C’est pourquoi on 1’écrit

SAV =S, +S,T, (3)
Or:
r.+r, Iy +1s
r, = et r = 4
= 0= (4)

Par application d’un schéma centré d’ordre deux, on
remplace les dérivées premieres sur les facettes du

volume de contréle par les relations

o, T, T-T,  T,-T,
(rE)e_(rE)ozre( Ar ) ro( Ar ) (5)
(—) —(—) St GT TMT (6)

En substituant les équations (3), (4), (5) et (6)
dans 1’équation (1) on obtient

T.-T, T,-T T, -T. T.-T
r PYAG — OVAOD+-N P Ar——P__SAr4+S +ST, =0 7
L(——5) r(——=< A ) Y, 20 T +SpTe (7)
Ce qui conduit a
a.T, =a T, +a.T, +a.T. +a,T, +S; (8)

Avec

23



Et : a, =a, +a, +a, +a, —S,

Les volumes de contrdéle sont choisis réguliers,
on peut supposer que le neud P occupe une position
d’indice(i,j), le noeud O la position d’indice(i-1j), Tle
noeud E Tla position d’indice(i+1j), 1le noeud S Tla
position d’indice (i,j-1) et 1le noeud N occupe la
position d’indice(i, j+1)

L’équation (8) peut donc se mettre sous Tla

forme suivante

a(i, )T(i,j)=a(i, j+)T (i, j+1)+a(i, j-)T (i, j-1)+a(i+L T (i+L j)+a(i-L )T (i-1j) (9)

L’équation (9) est donc construite pour tous
Tes volumes de contrdéle du domaine d’intégration qui
he sont pas influencés par les conditions aux
Timites.

Afin de tenir compte des conditions aux
Timites, un traitement spécial est réservé aux necuds

se trouvant aux frontieres.

24



Chapitre 4
Méthode de double balayage

25



On considere 1’équation algébrique suivante qui

peut représenter n’importe quelle grandeur

physique 4:

Ai)p(i —1)+ B(i )p(i)+ C(i (i +1) = D(i) D

Le principe de Ta méthode de double balayage permet

d’écrire :

#(i) = ali)li +1)+ (i) (2)

Ou encore :

#li—1) = i ~1)g(i)+ Ali -1) (3

En introduisant 1’équation (3) dans 1’équation (1),

il vient :

A )er(i —2)p(i )+ B(i )p(i )+ C(i )i +1) + A(i)B(i —1) = D(i) 4

L’équation (4) peut sous mettre sous la forme :

i)= _C(I) i+1)+ D(I)_A(I)ﬁ(l_l)
T P W o LA AT P Wiy )

Une comparaison entre 1’équation (2) et 1’équation
(5) donne :

ali)=———C0)_ (6)

26



Et :

o D)-Al[)Ai-1)
PO = 5+ A eti 1) 7

Les formules de récurrences (6) et (7) sont amorcées
a 1’aide de 1a donnée de a(l) et de B(1) 1issus des

conditions aux limites.

Lors du premier balayage allant de i = 2 jusqu’a
i=1i, , on détermine les fonctions aetp.

La grandeur physique 4 sera déterminée Tlors du

balayage inverse allant de i = i, jusqu’a 1 = 2.

27



Chapitre 5

Probleme instationnaire de diffusion convection
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I- Introduction

Les étapes de maillage et discrétisation restent
les méme  que pour Tes cas des problemes
stationnaires. La différence majeure repose sur
1’intégration qui se fait aussi bien sur le volume du
domaine que sur 1’intervalle de temps [t, t + At].

La méthode des volumes finis permet en général

une permutation des intégrations suivant le temps et

suivant 1’espace.

t+At

on pose : jfolt:At(@f“At +(1-0)fY)
t

. t : :

Ou : f' et "% sont respectivement les images de
Tla fonction f respectivement aux temps t et t + At
et 0 un nombre réel tel que 0<@e<1.

Dans la suite, nous nous baserons sur le cas ou

t+ At

J‘fdt: f LAt
t

0 =1, c’est a dire , Ce qui correspond a

Ta méthode dite implicite.

Remarque
Notre étude portant sur un modele bidimensionnel

et 1instationnaire, nous avons préféré traiter en
détail ces aspects dans Tle paragraphe suivant
correspondant justement au cas de notre étude. Quant
au cas tridimensionnel, il constitue juste une
extension des autres cas, mais le principe concernant
Tle maillage et Tla discrétisation reste pratiquement

le méme.
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Dans 1la suite nous allons appliquer 1la méthode
des volumes finis aux équations (49), (50) et (51),
ainsi qu’aux conditions aux limites, en tenant compte

du maillage ci-dessus.
IT- Cas de 1’équation de vorticite
L’équation de vorticité s’écrit :

2
p2oQ_ a(Qu) alew) R P 00 LPVIQ - ot A ou D
P ot OX oz OX 82

En intégrant cette équation suivant le volume de
contréle et Te 1Tong de T1’intervalle de temps de

Tongueur dt, on aura :

t+At t+ At
H_—dtdxdz H[ W) ppdf 2 dy, PrVZQ)dtdxdz
et P o oz OX WO 0z

, & &

On rappelle que dans notre cas, Y + 72

En calculant terme a terme Tles 1intégrales de

1’équation ci-dessus, on trouve :

2  t+At 2
s I 0Q tdxdz_ﬁ AxAz(Q”At Qt)
F)r VC t ot I:)r
B =
arl(e]V) A A
_[ (8X )dtd dz 4 [(UE_UO>QP +(UE+UP)QE _(UP+UO)QO]

VC

30



C =

IHIN QW) 4+ 4xds KA W+ (W W)0, — (W e W )]
ve

D =
JHIN(_ R.F 25 ot V%%—szjdtdxdz— S, AXAzZ At

ve 1 0

E =

t+ At 2 2
0° Q2 8 P At Az P. At AX
PV'[:'!( )dtdxdz: e (QE—ZQP+QO)+T(QN—ZQP+QS)

On remarque que Tles quatre résultats des
intégrales B, C, D et E sont considérés a 1’instant
t+At mais on a omis de les 1indexer pour des raisons
d’encombrement des expressions.

En regroupant les résultats ci-dessus et en les
rangeant par rapport a 1’inconnuQ, on obtient :

2
QL™ V—AxAz 2 A28 —ug)+ A —wy )+ 2P A op Amz}
P 4 4

AZ AX
Az At At Az Az At At Az
+ QY Ug.+U,)-P - Q5 U,+U,)+ P
E [ 4 ( E P) " AX } 0 4 ( P o) " AX
AX At AX AL AX At AX At
+ QN W, +W,)-P - QH W, +W, )+ P
N |: 4 ( N P) r AZ :| S |: 4 ( P S) r AZ :|

IBZ
— SUPMAXAZAL = ——AXAZQ),

r
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En tenant compte du maillage fait pour Tles
variables de 1’espace ainsi que pour le temps, On

obtient Te systéme d’équations algébriques suivant:

2
B~ axaz +%[U(i+1, jk+1) - U(i-1, j, k+1)]

i, j.k+1) >
XA G LK+ D)W, -1 k)] 2 rATAZ o FALAX
4 AX Az

+ Qi+1, j,k+1){#[u(i+l, jk+1)+U(, j,k+1)]-P ——

- Qfi-1, j,k+1){%[u(i, jk+D)+U (-1, j k+1)]+

+ Qfi, j+1,k+1){¥[vv(i, j+Lk+1)+W(i, j,k+1)]-P, ——

- Qfi, j—1,k+1){$[vv(i, ok +1)+W(i, j-1k +1)

: AxAt}

— AxAzAtS(i, j,k+1)

2
= éé—AxAz§XLj,k)

r

Le systeme d’équations algébriques ci-dessus
s’applique seulement pour les zones du maillage non
influencées par Tles conditions aux Tlimites. II
convient donc de déterminer les équations applicables
sur les reégions voisines du contour délimité par Tle
maillage.

Nous rappelons que d’apres le maillage que nous
avons choisi ci-dessus, suivant 1’axe des abscisses

nan

indexé par 1’indice i", nous avons 21 necuds

délimitant 20 colonnes (i=1,...,21). Les necuds
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influencés directement par les conditions aux Timites
sont donc ceux situés a i=2 et 1=20. C’est donc pour
ces neuds que nous allons déterminer Tles équations
particulieres qui tiendront compte des conditions aux
Timites.

I1 en est bien évidemment de méme pour 1’axe des
cotes indexé par 1’indice "j". Ici 11 s’agira par
contre des neuds situés sur les lignes j=2 et j=20.

Pour obtenir 1’équation algébrique suivant Tla
colonne 1indexée par 1’indice i1=2, on considere comme
neud principal 1le neud 1i=2 et on suit Tla méme
procédure d’intégration que précédemment. Ceci sera
aussi appliqué pour 1la colonne 1indexée par 11=20, Tla
Tigne indexée par j=2 et la ligne j=20.

L’opération sera reprise pour 1’équation (1).
Les équations pour les colonnes et Tignes

influencées par les conditions aux limites concernant

1’équation (1) sont donc les suivantes

IT-1 Equation suivant 1a colonne (2)

Cette équation, (2), s’écrit
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2 Az At .
p AXAZ + 4 [U(3a11k+l)_UCL]

Q2 j,k+1 P . .

AxAt At Az At AX

W (2 1Lk+1)-WI(2 Lk+1)[+2-—L +2-1°
W@ i1 kD)W j-1 k22 ~

At A
P Z}

AZ At

UGB j,k+1)+U(2, j,k+1)]-

+ Q(B, j,k+1){ e

- QC|_ {AZAt [U(2 J k+1)+UC|_] Pr AtAiz}

AXAt[W( 2, j+Lk+1)+W(2, j,k+1)]-P,

At AX
Az

AX At
Az

+ Q(Z, j+1k +1){

_ 0@ j-1k+ 1){ MM i, 5k +1)+W (2, -1k +2)]+ P,

2
— AXAZAtS(2, j,k+1) = /; AXAZQ(2, j, k)

r

II-3 Equation suivant la colonne (20)

Cette équation, (3), s’écrit:

2
%AxAz SAZAL _U(i-1, ok +1)]
Q(20, jk+1K T
L AxAt - W(20, 41k +1)-W (20, j -1k +1)]+ 2 hatAz o RAtAX
AX Az
Az At . At Az
QCL{T[UCL+U(20,j,k+1)]—P pw }

AZALIG (20, j,k+1)+U (L9, j,k +1)]+ P

At Az
AX

- Q@&Lk+n{
+ (20, j+1k +l){

Q@Qj—Lk+n{

AX At

P At Ax}
Az
AX At}

[VV(ZO, j+Lk +1)+W(20, J, k +1)]—

AX At

(20, j,k+12)+W (20, j-1.k+1)]+ P,

2
— AXAZAtS(20, j,k+1) = %AxAzQ(ZO,j,k)

r

II-3 Equation suivant 1la 1ligne (2)

Cette équation, (4), s’écrit:
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(2
5" axaz +%[u (i+12,k+1)-U(i-12k +1)]

ali2k+1) 7 &
N AX At [\N(i,3, K +1)_WCL]+ 5 P.AtAz 9 P.At AX
AX Az

+ Oi+12,k +1){AZ4At UG+12,k+1)+U(i,2,k +1)]-P

At Az }
AX

At Az}

~ 0fi-12k +1){AZ4At UG,2,k+1)+U(i-12k +1)]+ P

+ Q(i,3,k+1){AXAt[\N( i,3k+1)+W(i,2,k +1)]-P, AtAx}

Az

- QCL{$[\N(L2,I< )W, [+ P A’;At}

2
— AXAZAtS(i,2,k +1) = ﬂ—AxAzQ(i,Z,k)

r

IT-4 Equation suivant la 1ligne (20)

Cette équation, (5), s’écrit:

2
B axaa +%[U (i+1,20,k +1)-U(i-1,20,k +1)]

a(1,20k +1) 7
AxAt [VVCL Ry (I 19,k + 1)]+ 5 P At Az o P At AX
AX Az

T Q(i+1,20,k+1){AZAt UG +1,20,k +1)+U (i,20,k +1)]- %}
X

At Az}

Qi-1,20,k + 1){AZ4At[U(i,20,k+1)+U( ~120k + 1+ P, =
X

W, +W(i,20,k +1)]-P

AX At
+ QCL{

At Ax}

— i19,k +1){A’;At W (i,20,k +2)+W(i19,k +1)]+ P AXAt}

2
— AXAZAtS(i,20,k +1) = %AxAzQ(i,jZO,k)

r
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ITI- Cas de 1’équation de température réduite

Cette équation est :

p>o6  oUe) owe) L 00 o0

P ot OX oz ox* oz’

En intégrant cette équation on a :

t+At t+At 2 2
[ ] ——dtdxd = [ (- (\2;‘9) +fo ZZH )dt dx dz

VC t I’ VC t

En suivant les mémes étapes de discrétisation
que précédemment, on trouve le systeme, (6),

d’équations algébriques suivant :

2
B axaz+ %[u (i+1 j,k+1)-U(i-1, j,k+1)]+2AtA§Z

o, j,k+1) >

AtAX[vv( j+1,k+1)—W(i,j—1,k+1)]+2AtA§X
0+ k+ D 2220 (41, ok +D)+U G, ok +1)] - AtAiz}
1k + 1){AtA i, k+1)+U (-1 j,k+1)]+ AtAZ}

AX
+6?(i,j+1,k+1){ 4AX[W(i,j+1,k+l) Wi, jk+1)] - AEX}
6, | —1,k+1){At4AX[\N(i, Bk+1)+W(i, j-Lk +1)] + Atﬁx}

2
= %AxAzH(i, i.k)

r

Le systeme d’équations ci-dessus concerne Jles
zones non influencées par les conditions aux limites.
Nous allons comme précédemment déterminer Tles

équations les équations des zones sous 1influence a
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savoir les colonnes (2) et (20) ainsi que les 1lignes

(2) et (20).
I1I-1 Equation suivant la colonne (2)

Cette équation, (7), s’écrit:

(2
B~ Axaz + BLAZ U3, j,k+1) - U] o ALA
02, i k+1) AX
ZMAX[\N(Z +1,k+1)- (Zj—Lk+Q}%Z%éX
9(3,j,k+1){AtAZ UG, .k +1)+U(2, j.k +1)] - AtAiz}
At Az At Az
_QCL{ [U(’ ’k+1)+UCL] A }

X
+9QJ+Lk+ﬂ{MAXNKZj+Lk+ﬂ—MKZLk+Q}—%é{}
—9(2,j—1,k+1){AtAX[vv(, i k+1) +W(2 j-Lk+1)]+ AtAAX}

VA

2
= %AxAz@(Z,j,k)

r

ITI-2 Equation suivant 1a colonne (20)

Cette équation, (8), s’écrit :
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2
B axaz + At4AZ Ue, -~ U@9, j k +1)] +2AtA§Z

6(20, j,k +1) 7 >
AtAX[\/v(zo FLK+1)-W(20, j Lk +1)] + 220X

Az

At Az}

AtA .
T QCL{—4 2[Ue +U(20, j,k +1)] - -

- 9(19,j,k+1){AtAZ [U(20, j,k +1)+U (19, j.k +1)] + AtAZ}

At AX

W (20, j +1k +1) - (20,j,k+1)]—AtA§X}

+0QQ]+LK+Q{

—9(2o,j—1,k+1){AtAX[vv(2o K+1) +W (20, j -1k +1)] + AtAAX}
Z
2
= %AxAzQ(ZO,j,k)
III-3 Equation suivant la ligne (2)
Cette équation, (9), s’écrit :
2
B~ axaz + 2220412,k +1) - U(i -1, 2k +1)] + 22122
o2,k +1) ax
AU 5.3,k +1)-W, | + 2212
Az
n 0(i+1,2,k+1){At—Az[u(i+1, 2,k+1)+U(i,2. k +1)] - AtAAZ}
X
—f(i-12,k+1 AtAZ[ UGi,2k +1)+U(i-1,2,k+1)] + AtAAZ}
X
0i 3,k + 1){AtAX W (i,3,k +1) ~W (i,2, k +1)] - AtAAX}
Z

2
—QCL{¥[W(L2,|<+1) W, ]+ AtAAX} - %AxAzH(i,Z,k)
Z

r
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III-4 Equation suivant la ligne (20)

Cette équation, (10), s’écrit :

t Az

2
'B—AXAZ + A
0(i,20,k + 1))
At AX . At AX
. Wo, —W(i19,k +1)] + 2 -

At4AZ [U (i +1,20,k +1)+U (i,20,k +1)] - AEZ}

At Az At Az }

UGi+1,20,k +1) - U(i—1,20,k +1)] + 2

+ 0(i+1,20,k+1){

[UG,20,k +1)+U(i -1, j20,k +1)] +

~ (i —1,20,k +1){
AX

At AX . At AX
+9CL{T[\NCL ~W(i,20,k +1)] - - }
_oiao.k +1){At4AX W(i.20,k +1) +W(i19,k +1)] + AEX}

2
= %AXAZ 6(i,20,k)

r

IV- CONDITIONS AUX LIMITES

Les conditions aux 1limites doivent aussi étre
discrétisées tout <comme 1’ont été Tles autres
équations de notre étude. On utilisera bien sir Tles
mémes indices de discrétisation que pour
précédemment. Les conditions aux Tlimites deviennent

donc comme suit:
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IV-1 Conditions a la paroi

Sur Ta paroi latérale de 1’enceinte, on a :

O(x=0,2) =6, - z
D’ou les conditions discrétisées :
> 0@ jk+1) =6 - (j-1)Az
> 02 j,k+1) =6 - (j-1Az

IV-2 Conditions d’isothermie sur les bases

Ces conditions s’écrivent:
» 6(x,z=0) =6,

D’ou : 0(i,1,k +1) = 6,
> O(xz=1)= 6,
D’ou : 01,21,k +1) = 6,

IV-3 Conditions aux 1limites dynamiques

On a les conditions dynamiques suivantes :

» w(x,z=0)=0

D’ou : w(i,Lk+1) = 0
» w(xz=1)=0

D’ol : w(i,2Lk +1) = 0
» y(x=0,z)=0

D’ou : w(l, jk+1) =0
» w(x=12)=0

D’ou : w(21,j,k+1) =0

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

17)

(18)
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