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Rappels et compléments mathématiques

l. Lesvecteurs:
a. Définition :

Un vecteur est une entité mathématique définie par une origine, une direction, un sens et un
module (une norme).

L’origine : Le point d’application.

La direction : La droite qui porte le vecteur.

Le sens : représente |'orientation origine-extréme du vecteur.

Le module ou la norme : représente la valeur de la grandeur mesurée par le vecteur.

& SiV = AB A B (D)

L’origine de V:A.

La direction de V: La droite (D).

Le sens : indiqué par la fleche de A vers B.

Le module : V = ||V|| = ||ﬁ|| = Longueur du segment [AB].

b. Vecteur unitaire : u

Un vecteur unitaire U est un vecteur de module 1.

R/

% SiT est le vecteur unitaire de V. = AB

(D)

A|OFS'ﬁ_i_—ﬁ ﬁ~ A B
i vl [aB] ] v *

c. Addition de deux vecteurs :

— —_—
Le vecteur résultant V; + V, correspond a la diagonale du parallélogramme formé par les

vecteur 171 et 172.



d. Multiplication d’un vecteur vV par un scalaire k :
Le vecteur kV est un vecteur:
v De direction: méme direction que V.
v' Desens: -sik >0 alors kV/ est de méme sens que V.
-sik <0alors kV est de sens contraire a V.

v' De module: |k|[|V]|.

e. Composantes d’un vecteur :
On se place dans un repére orthonormé direct (O, 1,7, E)

Soit 17 un vecteur

— > - - 7
Le vecteur V peut s’écrire sous la forme : |V = xi+yj +zk

(x,y ,z) sont les composantes du vecteur V dans la base (?,f, E)

z

1 = vecteur unitaire de l'axe 0X
] = vecteur unitaire de l'axe OY
k

—_—
= vecteur unitaire de l'axe 0Z

La norme de V est: ||I7|| =/x?2+y?+2z2

*

% Remarque:

_— - _— -
Deux vecteurs V; = x LU+ V1] +z,k et V, = x,1 + y,] +z,k sont égaux, si leurs composantes sont
égales une a une.



ca.d: | x;=x,
Y1=Y2

Z1=Z2

f. Dérivée par rapport au temps d’un vecteur V:
Considérons un vecteur V fonction de la variable temps t tel que:
V() = x(O)T+ y(t)] +2(t)k

La dérivée du vecteur V par rapport au temps t est le vecteur:

o) _ ), dy(t)]_,_l_ az()
dt dt dt dt

Avec: g
g. Produit scalaire de deux vecteurs :

— —
Le produit scalaire de deux vecteurs V; et V, faisant entre eux un angle © est le scalaire (le

nombre) noté 71 72) défini par la relation :

7. 7= 7] Fllcos

. ___.-'"ffdJ
v, ~ 0<O<n
.-’{# _— — — —
15—_\-_9________* ©=(V,V,):I'angle entre V; et 1/,
A

+ Expression analytique du produit scalaire en coordonnées cartésiennes :

V, = x4 y4]+ z,K o
. = V.V, = X4Xy +y1Y2 +Z1Y>
V, = X,1+y,] + 7,k

V.V = x9X5 +y1Y2 + 242,

X1Xp +y1y2 +212)

= cosO = —— =
[[ValJ-[[V-]

V.Y, = [V [ cos

Avec: ||7£|| = Jx,2 + y12 + 2,2

V2]l = vx2? + 3,2 + 2,2



Propriétés :

- = —12
v.v=|V|
71). 72) =0 < les deux vecteurs sont orthogonaux ou I'un des deux vecteurs est nul
Le produit scalaire est :
«» Commutatif: 7{ Vz) = 7; 7{
% Distributif: W.(V, + Vo) =W.V, + W.V,

A V) _dvi - 7 A%
dt at” 27 'l gt

h. Produit vectoriel de deux vecteurs :

Le produit vectoriel de deux vecteurs 71) et 72 faisant entre eux un angle © est le vecteur

W= 71’ A Vj, défini par :

— —
Direction L au plan formé par les deux vecteurs V; et V,.

Sens tel que le triedre (V{ , W, W) soit direct, c.a.d: le sens du déplacement du tire-

bouchon qui tourne de 71) vers 72)

— — —
Module : ||W|| = ||V1|| ||V2|| |sin ©] :il représente I'aire du parallélogramme construit

surV; et V,.

0111111/

1

v

0se=(Vy,V;)<n

N7 H 17 17 , . > > 30
*» Expression de V{ * V5 dans une base orthonormée directe (l,], k) :

_|_
- o= X1 X2 Y122—21Y>
V]_ A Vz = (}Z’i) A (Z;) == <x122—21xZ
+ \X1Y— Y1 X2

I71-‘72 = ()’122 - Z13’2)?— (x12, — Z1x2)j+(x1YZ - }’1x2)E




Pour Les vecteurs(T,j, k), on a :

=l

>

I
—y
=l

» Propriétés :

» Le produit vectoriel est :
% Anticommutatif: 71) A 72) =- 72) A 71)
¢ Distributif: 73) A (71) + VZ)) = 73) A 71) + 73) A Vz)

—_— — — —_— —_—
» V, "V, =0 V; est parallele a V, ou I'un des deux vecteurs est nul.

—

A(Vi AV,  dVy = = , dV.
—1 2/ _1 AV2+V1A_t2

dt dt

i. Produit mixte:

Le produit mixte (l_f, l7, W) est le scalaire défini par: (ﬁ"V). 1%

Il représente le volume du parallélépipede construit sur les vecteurs U,V et W.

Il. Fonction a plusieurs variables et opérateurs mathématiques :
a. Fonction scalaire a plusieurs variables :
Soit la fonction f (x, y, z) dépendant de trois variables (x, vy, z)

M. 1. LA o
» Ses dérivées partielles sont : (ax '3y 2

Avec :

é = dérivée de f par rapport a x et qui est obtenue en dérivant f par rapport a x et en

considérant y et zcomme des constantes.

Of s . . - .
" dérivée de f par rapport a y et qui est obtenue en dérivant f par rapport a x et en

considérant x et zcomme des constantes.

a—z = dérivée de f par rapport a z et qui est obtenue en dérivant f par rapport a x et en

considérant x et y comme des constantes.



» La différentielle totale df de la fonction f (x, y, z) est donnée par :

_or of or
df = ax.dx + ay.dy + aZ.dz

df représente la variation totale de la fonction f (x, y, z) lorsque le point M(x, y, z) passe en
M’ (x+dx, y+dy, z+dz).

Exemple :
f(x, v, 2) = x?y + y*z

of _ of o _ 2

I _ 2
P 2xy 3y x4 +2yz , Py y

df = 2xy.dx + (x2 + 2yz).dy + y2.dz

b. Fonction vectorielle a plusieurs variables :

La différentielle totale d’un champ vectoriel 17(x,y,z) est défini par:

= oV av %
=—.dx +—.dy + —.
dv " dx 3y dy p dz

c. Opérateurs mathématiques :

- Gradient d’'une fonction scalaire f (x, y, z) :

Le gradient de la fonction f (x, y, z) continue et dérivable est un vecteur noté gradf et qui est

défini par:
T A N
gradf = 5% oyt azk =V.f
Avec: =27+ 274 2% . opérateur nabla (vecteur symbolique)
’ T ox ay] oz P y que).

- Rotationnel d’une fonction vectorielle :

Soit I7(M) un champ vectoriel défini en tout point M (x, y, z) et ayant pour composantes :

Vi (xy,2)

Vy (X,Y'Z)

Vz xy.2)

e

Le rotationnel de I7(M) est un vecteur noté rotV et qui est défini par:

rotV =VAV

- > — ,
Les composantes cartésiennes du rot V dans la base (T,T, k) sont données par :

2 v avz_avy
ox dy 0z
—_— KB V. aVx aVvz
rotV=| v A 7V =| 3z ax
2\, | vy awx
0z ox dy



7

*%* Remarque:

SiV= grad(f) alors rotV =VrV = V"grad f= V"(V.f) =0
Donc le rotationnel d’un gradient est nul.

Par conséquent, pour montrer qu’un vecteur V(M) est un champ de gradient, il suffit de
vérifier que rot V=0
- Divergence d’une fonction vectorielle :

La divergence de I7(M) est un scalaire noté divl/ et qui est défini par :

divi = V.V

-

Ainsi, la divergence d’un vecteur V= V i+ V] + VZE est donnée par :

ovy | v,

. 0V
vl =—+
divV ox ay 0z




Exercices d’application :

Exercice 1:

Dans un repére R(O,X,Y,Z)muni d’'une base orthonormée directe (T,f, E) on considére 3
vecteurs:

V,=T+ kK, Vo=-T+] , Vs3=cos(2t)l + sin(3t)k
a. Trouver I'expression du vecteur V= 71) + V; En déduire le module de V
b. Trouver I'expression du vecteur unitaire i de Vv

c. Calculer le produit scalaire 71 VZ) et en déduire I'angle © entre 71 et 72

d. Trouver I'expression du produit vectoriel V;" V, . En déduire son module. Que
représente ce module ?

—

dv.
e. Calculer—=
dt

Solution :
a. V=V, +V,=T+K+(—1+]) =]+k
V|| = V(D2 + (1)2 =v2
G= ¥ 14ty
b. u—IIVII ﬁ]+ﬁk.

o

Vl.sz(%.(7}:1><(—1)+0x1+1x0=—1
1 1

ViV, -1 -1
Vill- I V22 2

Vl.V} = ||V1|| ”\7le.€059 - cosf =

+2n
==
— — 1 + 0><0—(1><)1 -1 N
— — [ 1x0-1(-1)x1 —[-1—=_7_7
d. V, AV, = ((1)A+(1><1—0x(—1) =(p=-1-7+k
||V1 A Vz || = /3 représente I'aire du parallélogramme construit sur Vlet Vz
av : - =
e. a—: = —2sin(2t)T + 3 cos(3t)k

10



Exercice 2 :

Soit le champ scalaire défini sur R3 par: f(x,y,z) = 3x%y — y3z

a. Calculer les dérivées partielles et la différentielle totale de f. En déduire grad(f)
- On considere le champ de vecteurs :
A= (3x2+43y— DI+ (2% +3x)] + Qyz + 1k

b. Montrer que Aestun champ de gradients.

Solution :
6f) _ af) o 2 af) A -
a. —) =6xy; —) =3x*—-3y‘z ; —) =
0x v,z y ay Xz y 0z Xy y
df = 6xy dx + (3x% — 3y?z)dy + y° dz
grad f = 6xy T+ (3x% — 3y%2) J+y3 K
% 6(6(235;“)) a(zz:sx)
N N N 0 3x%+3y-1 + | a(2yz+1) 0(3x%+3y-1) + ,2z2-2z
b. rotA=VAA=|9 A 2243x = = 0% 7z =—(0—0=0
KA 2y z+1 *t| 0(z2+3x) o(3x2+3y-1) T \3-3
0z 0x dy

rotA= 0 = Aestun champ de gradients.

11



Les systemes de coordonnées

Pour étudier le mouvement d’une particule, il est indispensable de pouvoir décrire sa position
dans I'espace a chaque instant t. Pour cela, on choisit un repére (ou systeme de coordonnées).

Selon la symétrie du systeme étudié, on utilisera I'un des systemes de coordonnées suivants :
v Systéme de coordonnées cartésiennes (x, y, z)
v Systéme de coordonnées cylindriques (p, ®, z)

v' Systéme de coordonnées sphériques (r, ©, @)

I. Systeme de coordonnées cartésiennes :

Dans un repere orthonormé direct fixe R(O,X,Y,Z) de base (T,T,E), un point matériel M est
repéré par ses coordonnées: M(x,y,z) telles que:

X = ProjﬁO—M) ) y= ProjWO—M) ) z= Projﬁm
-0 < X <+ , -0 <Yy <+0 Y -0 <z<+00

Dans R, le vecteur position s’écrit :

Y W=m+ﬁ/f

OM =T + yj + 2K

s Déplacement élémentaire: dOM

Soit M’un point de I'espace tres voisin de M : M’ (x+dx, y+dy, z+dz)

_—
Le vecteur déplacement élémentaire MM’ s’écrit:

dOM = MM’ = OM’ - OM = dx. + dyj + dz.k

12



% Volume élémentaire: dV

dV = dx.dy.dz

Il. Systeme de coordonnées cylindriques :

Si la trajectoire du point M possede une symétrie axiale de révolution (c.a.d. : rotation autour
d’un axe fixe), il est préférable d’utiliser les coordonnées cylindriques.

La position de M sera définie par les 3 variables (p, o, z) telles que :

p=ProjxoyOM=[[Om| , ¢=(0X,0m) , z=Projg;OM

0<p<+oo , 0<p<2n , -00<z<+0
VA
. ’}M Dans la base cylindrique (eq,€4,k), le
o v vecteur position s’écrit :

/Z'U‘.]‘:"\F’\‘dA OM = Om + mM
X 2 2 'e.p

7=n m ~ —_— N -
~ e, OM = pe, + zk

K/

+* Relation entre les coordonnées cylindriques (p, @, z) et les coordonnées cartésiennes

(xy,2):
| X = p.cos() Cp=./x2+y2
4y =p.sin(p) => 1 = arctg(z)
| z=1 | z=12

< Base cylindrique (&,,8,,k) :
OnaOm = pé,
etona aussi:Om = xi +yJ

Doncp €, = xi+yj=pcos@T+psingj

13



pe, = p(coseT+sing7)

€, =Cos@ 1+ sing]

€p=—SIinP 1+ cos@ ]

Le systéme (Ep, 6(,3 ,E) forme une base cylindrique mobile, orthonormée et directe.

7

*» Déplacement élémentaire: dOM

Soit M’ un point de I'espace tres voisin de M : M’(p+dp, @+pde, z+dz)

Le vecteur déplacement élémentaire MM’ s’écrit:

dOM = MM’ = OM’ - OM = dp ¢+ pdg.eq+ dz.K

R/

% Volume élémentaire : dV

dV =dp.pde.dz

I1l. Systéeme de coordonnées polaires : (p, ®)

C’est un cas particulier du systeme de coordonnées cylindriques ol z=0

La trajectoire de M est plane, c.a.d. M se déplace dans le plan (XQY)

Dans ce cas:| OM = pe,

A

dOM = dpe, + pdge,

dS =p.dp.do

14



IV. Systéme de coordonnées sphériques :

Dans tout probléeme a symétrie sphérique (c.a.d. rotation autour d’un point fixe), il est
préférable d’utiliser les coordonnées sphériques.

La position de M sera définie par les 3 variables (r, ©, @) telles que :

—_—

4 e=(k,0M) ,0<0<n

9=(0X,0m), 0<@<2n

Om: Projection orthogonale de OM sur le plan (XQY)

Dans la base sphérique (ey, eg, e,,), le

vecteur position s’écrit :

Y —

OM =re;

¢ Relation entre les coordonnées sphériques (r, 8, ¢) et les coordonnées cartésiennes

x v, 2):
X = r.sin(0©).cos(y) r=+x%+y?+z2
/%2 2
< y=r.sin(B).sin(¢p) => 4 6= arctg(%)
- _ y
z =r.cos(O) Q= arctg(;)
< Base sphérique (&, 8,8,)
Ona om = re,
et on aaussi OMm = r = xT + yj + zk
donc ré, = rsinBcos T +rsindsing J + rcosd k
8. = sinf.cosq 1+ sind. sing j + cosd k
E’q, = —sin@1+cos@] | :vecteur unitaire du systéme des coordonnées cylindriques.
—sing sinB cos@
=8 N @. = (COS(p A | sin@sine
6~ "o r o ( cosHO

15



cosO sing

cos@cos B
(—sinzq)sine—coschsine

€g = cosB.cos@ T+ cosB.sing ] — sinb k

Le systeme (€, €q, E(;) forme une base sphérique mobile, orthonormée et directe.

R/

< Déplacement élémentaire: dOM

OM =ré, = rsinfcos@ T + rsinBsing J + rcos6 k

—  JOM d0OM d0OM
dOM = pm dr + % de + o deo

a0M _ a . > Cne =
pralew (rsinBcos@ 1+ rsinBsineg j + rcoso k)
= sinBcos@ T+ sinBsing ] + cosO k
d0M _ =
oar T
a0M _ a . > e -
s = 20 (rsmecoscp 1+ rsinBsing J + rcosO k)
=rcos0cos@ 1 + rcosOsing J — rsinb k
00M e
o0 O
a0M _ a . 5 > o
—— = — (rsinBcos@ 1 + rsinBsing J + r cos O k)
do (iJ0)
=-rsinBcos@ 1 + rsinBcos@ J
oM . .,
e rsind e,

dOM = dre; + rdoeg + rsinfdpe,

R/

% Volume élémentaire : dV

z r.sin(G).d(p

dV =r2.sin(6).dr.de.dg

16



Exercices d’application :

Exercice 1:

Calculer par intégration les grandeurs suivantes :
a. Lasurface latérale et le volume d’un cylindre de rayon R et de hauteur h.

b. Le volume d’une sphéere de centre O et de rayon R.

Solution :

a. Surface latérale :

2T h
dS =Rdg dz :,'S=ﬂ-Rdcpdz=Rj d(pj dz
(o] (o]
S =2mnRh

Volume d’un cylindre :

dV = pdpdepdz = V= fff pdpd@dz

= [pdp [de [ dz

V =niR?h

b. Volume d’une sphére :
dV = r?sin®drd®de => V = [[[ r?sin6drdode
= [ r?dr [ sin6d6 [ de

=[2] - cosolg [ol3"

V =-nR3

17



Exercice 2 :

Soit un point matériel de coordonnées cartésiennes: x=vV2 ,y=v2 ,z=2
Calculer :
a. Ses coordonnées cylindriques (p, @, z).

b. Ses coordonnées sphérique (r, B, @).

Solution :
(
o= JTHY? 4Ip=\/(\/§)2+(\/§)2=2
a. y
@zarctg(;) => = arcte (¥E)=T
7 =17 Lz(izar(:g(\/—) 4

oM = pe_p’+zE=2e_p’+2E

e TN (SN O RS GO R R,

21y’ V2) +(v2)’
b. 4 0 = arctg 3 Zzy => {9= arctg % =arctgl = E
\@ = arctg (g) N m
L (p = arctg (\/_E) =3

OM = re; = 24/2€,

18



Cinématique du point matériel

I. Cinématique sans changement de repére
1. Définition:

La cinématique est I'étude du mouvement des corps en fonction du temps, sans tenir compte
des causes qui provoquent ou modifient le mouvement.

Le corps étudié est un point matériel dont les dimensions sont négligeables devant la distance
parcourue.

2. Position d’un point matériel M :

La position d’un point matériel a un instant t est déterminée par rapport a un repére par un

vecteur OM qu’on appelle vecteur position.
Son origine est le centre du repéere O et son extrémité set le point matériel M.
3. Latrajectoire:

La trajectoire est I'ensemble des positions occupées par un point en mouvement au cours du
temps, formant une ligne ou une courbe dans I'espace. Elle définit la nature du mouvement.

0,

*» Equation de la trajectoire :

C’est la relation qui lie les coordonnées du point matériel entre eux indépendamment du
temps.

Pour trouver I’équation de la trajectoire, il faut éliminer le temps entre les équations horaires.

4. Vitesse d’un point matériel M par rapportaR:

a. Vitesse moyenne :W{(M/R)

Soit un point matériel mobile qui décrit une trajectoire (C) dans un référentiel R.

M(t+At)
MI(t) <

i)

La vitesse moyenne Wn)(M/R) entre t et (t + At) est donnée par:

MM’  OM'-OM
(t+AD)-t At

Vin(M/R) =

19



L'unité de la vitesse est : m/s.

b. Vitesse instantanée : V(M/R)

Par définition: V(M/R) = AlitmOWn’(M/R)

V(M/R) = Alitmo OM’ - OM _ dOM

At dt IR
= dOM
V(M/R) = Tt Iy

®,

+ Expression de I7(M/R) en fonction de ||V(M/R)||:

5(t)
M, (t=0)

ds

T
M(t)

(€)

M, = position de M a l'instant initial t=0

M[t+ﬂt}l M = position a t

M’ = position a (t+At) (M’ trés proche de M)

La longueur de I'arc MyM est appelée abscisse curviligne s(t)

MM’ = ds (M’ tres proche de M)

OnaMM’ = ”W”?= ds.T

Avec T: vecteur unitaire de la droite tangente a la trajectoire au point M, orienté dans le sens

du mouvement.

Donc: o =% 7
©oodt dt’

=> V(M/R) =

ds %)
dt’

Le vecteur vitesse est toujours porté par la tangente a la trajectoire, orienté dans le sens du

mouvement, avec :

R/

[Foasm) = &

+» Expression du vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes :

o _dOM| _ dxi+dyj+dzk

VIM/R) = dt Ig~ dt

pr4 dx - dy_> dz
=—14+—=7+—

V(M/R) dt ! dt dt k

20
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+* Expression du vecteur vitesse en coordonnées cylindriques :

dOM| _ dpe+ pd@.eg+dzk

V(M/R) ”
d o~ do_— dzp
V(M/R) p €+ P d('f o * di

¢ Expression du vecteur vitesse en coordonnées sphériques :

dom _ drej+rd6eg+rsin6dge,
- dt

V(M/R) =

V(M/R) = ﬂa’ r(jlj—ee+rsm(6))—e(p

5. Accélération d’un point matériel M par rapportaR:

a. Accélération moyenne : a,,(M/R)

Par définition :
-V AV
am(M/R) (t+At) T At
v
L'unité de I'accélération est : m/s?. M(t)

(C)

b. Accélération instantanée: a(M/R)

N L . AV dV(M/R)
M/R) =1 M/R) =lim — =

AM/R) = fim am(M/R) =i, 30 = o e

- dV(M/R)| d2oM

a(M/R) = a Iy

¢ Expression du vecteur accélération en coordonnées cartésiennes :

N dV(MR)| _d?x- d?y, d%zp
a(M/R)=—| =Tt

az a2’ Taez

0,

+* Expression du vecteur accélération en coordonnées cylindriques :

AM/R) = T = £ (ep + pe S + 1K)

— G R S o e+ p G R
Onaeép = cos@ 1+ singjetep = —sin@l + cos@j
Donc: a(M/R)—(F—p((:f) )ep+(p dt(f+2%'((lj_f)8(p+j_:

21




On pose et

(d_ d?p .
|ac — pet— a2 =p

d .

3(M/R) =

dV(M/R .. . 21— . C 1 T
TR =[5 - pg?le, + [p@ + 20¢]ey +ik

* Expression du vecteur accélération en coordonnées sphériques :

a(M/R) =

de )
rcose— — e(p + r sin®.

dV(M/R) _ d (dr_ﬁ do do — )
% Cnlgertr ee + r sinf — - o

d’r_—,  dr de/  dr d6 dze_, de deg

—e — = sin® —e
dez T detdt | ode dt € + T €p T 1 dt dt+t ‘P+
do de(p

dt " dt dt " dt

&, = sind cos@t + sind sing] + cos 6K

On a1 &g = cosO cosei + cosO sing] — sin Ok
€, = —singl + cos @
( __ 0O 0§ _ " A
de, = %de + %dcp = +eg.dO +sinb . e,. do
_, Oeqg deg
deg = %de %d(p = —e..dO + cosH . €,-do
, _ 0ér ) o _
Ldecp %dcp = (—cos@i —sin @] )d@ = (—sinb e; —cosO ey )d@
ar _ & I _ L
dt dt2
Onpose! @_é t—=é

| dt dt?

2

de . d(p .
kdt_q) aw @

tp
rsme ep +

3(M/R) = i'ér + i(0eg + ¢ sinB.8p) + e + rf &g + rO(—8r + cosd ¢ ép) + i sind Ep +
rép sin® @ + rcosOPOEQ + r sind ¢ (—sind ér — ¢ cos O eg)

a(M/R) =

%l = [ — r62 — r¢?sin6] &, + [2i0 + r® — r(p?cosOsind] € + [2i¢sind +
R

2rB(pcosd + rpsind] e
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6. Accélération normale et tangentielle :

0
de (©)
Re
n dS (Vg
MT
7 ds - —
V(IM/R)=—.T=V.T
dt
o v dz
M/R)=—.T+V.—
a(M/R) ac v dt
avec: dT _dt de ds _— 1
" dt  de ds'dt  Rc
et Rc = rayon de courbure
> av - vZ
M/R)=—.T+—.n
a(M/R) = —. T+
— dv S dZS — Ve . .
= A= T=ga 1= accélération tangentielle
2
d, =—.n = accélération normale

La base orthonormée directe (T, i, T/n) s’appelle le repére de Frenet-Serret.

7. Quelques mouvements particuliers :
a. Mouvement rectiligne :

Le mouvement rectiligne est caractérisé par une trajectoire sous forme d’une droite. Le point
M est repéré par les coordonnées cartésiennes selon (OX) (si le mouvement est linéaire
suivant (OX)).

-

1

O M X

Le vecteur position s’écrit: OM = x(t) T

dX(t) o> . -
el X(t) 1

Le vecteur vitesse est: \7(M/R) =
Le vecteur accélération: a(M/R) = X(t) T
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> Sile mouvement est rectilighe uniforme: V=cte=V, => a = 0
Danscecas: X = V, => x =Vt + X, (Equation horaire)

> Sile mouvement est rectiligne uniformément varié: ||3|| = cte = a5 =X
. 1 . .
Dans ce cas: X(t) = agt+V, => x(t) = antz + Vot + X, (Equation horaire)

b. Mouvement circulaire :

La trajectoire du point M est un cercle dans le plan (XQY), de centre O et de rayon R.

¥
//"/’
, -_— _ =
;v‘ e(p - T
X e, =—1n
\ P
\\\\\ //.»

Pour déterminer I'expression des vecteurs vitesse et accélération, on peut utiliser soit les
4 . \ - =
coordonnées polaires (p,¢) ou le repére de Frenet (M,T,n)

» Les coordonnées polaires :
Le vecteur position: OM=pe, =Re,

— oM de~ =
Donc : V(M/R) = d:—tM o % =R €,

—

dV(M/R) wh . de “_ o
=Rp eyt R d—t“’=R(pe(p — R

dt |R

et :a(M/R) =

W = @ : vitesse angulaire => V(M/R) = Rw €, = Rw (k A €p)

On pose W=wk => V(M/R)=RW"e_p’=W"O—M => d((i)_tM = WA OM
R

> La base de Frenet:

S=MyM =Ro

Donc: V(M/R) =§.?= RG.T (2= &)
2 2

et:é’(M/R)=$.?+%.ﬁ (Rc = R)

=Rp.T+RQ%LT (M=—¢,)

24



Exercice d’application :

Soit un mobile M en mouvement tel que :

OM = 3cos(2t) T+ 3sin(2t) J + (8t - 4) k
1) Déterminer la nature de la trajectoire de M dans I'espace R (O, X, Y, Z) ?
2) Exprimer V(M/R) et @(M/R). En déduire leur module.

3) Trouver V(M) et a(M) dans la base de Frenet.

4) En déduire le rayon de courbure R..

Solution :
1) | x=3cos2t = x%=9co0s?2t
y = 3sin2t y?=9sin?2t
= x%+y%=9

Le mouvement dans le plan (O, x, y) est circulaire ce centre O (0,0) et de rayon R = 3.

Suivant I'axe (0OZ) : z = 8t — 4 (équation d’une droite) donc le mouvement est rectiligne suivant
(02).

= Donc le mouvement de M est hélicoidal.
2) V(M/R) = dg—tM|R= _6sin(2t) T+ 6cos(2t) ] + 8 K

- 12cos (2t) T—12sin(2t)J

o dV(M/R)
a(M/R) = = |R=

V= |[V(M/R|| = /(= 6sin(2t))? + (6cos(2t))2 + 82 =36 + 64 = V100 ={10m/s

a = [[&(M/R]| = /(- 12cos(2t))2 + (— 12sin(2t))? = V122 = |12m/s?
3) Base de Frenet (M, T), ﬁ)
V = V.T =|10T

d=ar.T+ay.N

4) ay=— => R.,=—=—=(8,33m
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ll. Cinématique avec changement de repére

L’étude du mouvement d’un point n’a pas de sens que par rapport a un repére. En effet, le
mouvement est relatif : un méme point peut sembler immobile dans un repére et en
mouvement dans un autre.

On doit donc préciser le repere par rapport auquel on étudie le mouvement.
Soient deux référentiels distincts R et R;:

> R(O,1,7, K) supposé fixe (absolu)

> R(04,14, J1, k,) mobile par rapport a R (relatif)
R, est en mouvement par rapport a R.

Nous allons étudier le mouvement d’un point M dans les deux repéres (R et R,), et par la suite
le passage d’un repére a un autre.

—
»
"

(R)
(R1)

' §

R
|
S

s

-
1
<

X

1. Etude du mouvement de M dans les deux repéres :
a. Danslerepére absoluR:
Le vecteur position est: OM =x1 + y] + 7k

. o dOM dxs dy- dzp
L : =—oJ =—1+—=7+—k=
e vecteur vitesse est: V(M/R) e Malri i Rl Va

V(M/R) = Va = vitesse absolue

T gy o

Le vecteur accélération : a(M/R) = 1 k=2
(M/R) dt IR dtz dt2’ dt2 a

a(M/R) = a, = accélération absolue
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b. Dans le repére relatif R :

Le vecteur position est: O;M = x,1;+ V4]1+ Z1 Ky

dX1—> dyl—> le 4
=—IN+——1+—Kk=V,
at 1 g 1t g r

Le vecteur vitesse est: V(M/R;) = n

V(M/Rl) = vitesse relative

dV(M/R;)
dt

d X1 > d Vi d2Z1_) -
1 t k,=2a
e Wge itge KT ar

Le vecteur accélération : d(M/R;) =
Ry

a(M/R,) = @, = accélération relative

2. Dérivée d’un vecteur mobile dans le repére fixe :

La rotation de R, par rapport a R se fait avec une vitesse angulaire W(R;/R) telle que:

d_fl _— AT
Tt R-W(R1/R) 1q

dn
dt g

= W(R1/R) A

] = TR/R) A Ky

Soit un vecteur quelconque A

L’expression de A dans R est donnée par: A|R = X101+ V1)1t 21Ky
1

L'expression de A dans R est donnée par: K|R = XI +y] +7K

dA/R1 - d(X1f1 + Y1T1 + Z1k1)
dt dt
R R
dx; di, dy, - djy dE

d21 =

T I; +X 13t g +_]1+Y1 at

=27 + 8y, + Tk + xl.a;(Rl,R) INFER Y B(Rl/R) A+ 2. B(Ryp) AK,

dt
_ CIK/R1 — - - 4
=" . + ®w(R;/R) A (X111 +yi1+ Z1K1)

1

dA dA

/R1|  dA/Rq R -

| = a + ®(R;/R) A A|R1
R R1

3. Loi de composition des vitesses :
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o doM d(00,+0;M
L

_ d00,
Todt

do, M
R dt

R

4 40.M
R dt

_ d00,
T odt

+BR/R) A O M
1

00,

——| +BR/R)A OM

R

V(M/R) = F(M/R,) +

Va =V, +V
doo,
dt

Avec V, = ot ®(Ry/R) A O;M

V. = vitesse d'entraienement

La vitesse d’entrainement caractérise le mouvement de R, par raporta R

4. Loi de composition des accélérations :

_ dVy|  d(Ve+V.)| dVi|  dV.
aa(M) = Tt = i = E E
R R R R
dv, av, - v
d_tr - dtr +®WR /R A Ve =3, (M) + B(R;/R)A V;
R R1

dv, d <d661

+ @(R;/R) A 01M>
R

dt | ~dt \ dt .
. dzd(z—?l i + da(thl/R) i A O:M + B(R,/R) A dcc)iltM
= O@l + 4GSR /R) AOM + B(R,/R) A oM, ®B(R,/R) A O;M]
e | dt | dt |,
. dzgl o+ it R)|R AOM + B(Ry/R) A V, + B(R,R) A (@(R,/R) A O; M)
a,(M) =3, (M) + dzg)l +B(Ry/R) A (B(R;/R) A O M) + % A O M
R R

+  28(RyR) AV,

28



ﬁ)c(M) = 2_1)r(M) + 2_1)e(lv[) + 5C(M)

Avec Z, (M) = 3 +HBR/R) A (B(Ry/R) AO;M) + %h{ AOM

d.(M) =Aaccélération d’entrainement

et 3.(M) = 2&3(R,/R) A V, = accélération de Coriolis ou complémentaire.

5. Exemples de mouvements simples de R, par rapportaR:
a. R; est en mouvement de translation rectiligne par rapportaR :

ca.d. ®(R,/R) =0

— — d661 — —
Vo=V, + at R= Vi + V,(04)
— — dzwl — —
Q=ar +—5 . ar + a,(0,)

®,

¢ Sila translation est uniforme :Va(Ol) =cte => 3,(0,) = 0

Va=V, + Va(04)
gl)a =3,
b. R, est en mouvement de rotation par rapportaR:
_— — d00. — 4200 —
- 0, est confondu avec O => 00, = 0, 400, - ,d— =0
dt Ir de |p
V, =V. + B(R,/R) A OM

|
©
Il

A, + B(Ry/R) A @Ry /R) A OM) + S50 7 OM
- Sienplus B(Rl/R) = cte => dw(cPlttl/R)| =6
R

=V. + B(R;/R) A OM

<!

=3, + ®(R,/R) A (B(R,/R) A OM)

Q)
o
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Dynamique du point matériel

La dynamique est la branche de la mécanique qui étudie le mouvement des objets en tenant
compte des forces qui agissent sur eux.

Contrairement a la cinématique, qui se limite a décrire le mouvement (trajectoire, vitesse,
accélération), la dynamique cherche a expliquer les causes de ce mouvement (forces).

Dans ce cadre, une nouvelle grandeur physique essentielle entre en jeu : la masse, qui, avec
le temps et I'espace déja abordés en cinématique, permet de comprendre comment un corps
réagit lorsqu’il est soumis a une force.

La masse d’une particule reste constante dans le temps et ne change pas lorsqu’on passe d’un
référentiel a un autre. Son unité est le kilogramme (Kg).

I. Référentiels particuliers :

a. Référentiel de Copernic:

Le référentiel de Copernic (héliocentrique) est un référentiel qui a pour origine le centre du
soleil, et ses axes sont dirigés vers trois étoiles trés lointaines supposées fixes, ce qui permet
de le considérer comme un référentiel fixe.

b. Référentiel géocentrique :

Le référentiel géocentrique est un référentiel qui est lié au centre de la terre et dont les axes
sont paralléles a ceux du référentiel de Copernic.

On a Ty, (Période de révolution) = 365j

21

Donc w = —= =107 — 0

T/s  365%24+3600

= Le référentiel géocentrique est en mouvement de translation rectiligne uniforme par
rapport au référentiel de Copernic
= Le référentiel géocentrique est appelé référentiel galiléen.

c. Référentiel du laboratoire :

Le référentiel du laboratoire est un référentiel lié a la surface de la Terre dont les axes sont
paralléles aux axes du référentiel géocentrique.

Il est considéré comme un référentiel galiléen car :

T,¢ (Période de révolution) = 24h
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21 21 —
wW=—=—"——=710""— 0
Tl/t 24%3600

= |l est donc en mouvement de translation rectiligne uniforme par rapport au
référentiel géocentrique (galiléen).
= |l est considéré galiléen.

Conclusion :

Tout repere en mouvement de translation rectiligne uniforme par rapport a un repére fixe ou
galiléen est considéré comme un repére galiléen.

Il. Forces réelles :
Les forces réelles se subdivisent en deux grandes catégories :
» Forces de contact
» Forces a distance
a. Forces de contact :
Elles apparaissent uniguement lorsque deux corps sont en contact direct.
Exemples :
¢ Force de frottement : s’oppose au mouvement relatif de deux surfaces en contact.
¢ Force normale de réaction : force perpendiculaire a une surface de contact.
+* Force de tension du fil : exercée par un fil ou une corde tendue.

¢ Poussée d’un fluide : exercée par un liquide ou un gaz sur un objet immergé ou en
contact.

¢ Force élastique d’un ressort : lorsqu’on étire ou comprime un ressort, il exerce une
force qui tend a ramener I'objet lié a sa position d’équilibre.

b. Forces a distance :
Elles s'exercent méme sans contact direct entre les corps.
Exemples :

7

+* Force de gravitation : attraction universelle entre deux masses.

G‘L»

r m
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- _ GGmm— —
Fy=- 2 €r =-mge,

Avec : G = constante universelle de gravitation G = 6,67.10"1'N.m?/Kg
g = accélération de la pésanteur.

¢+ Forces électrostatiques : interaction entre charges électriques.

= 1 qq —
- 2 Cr

e ATtey 12

Avec : g4= permittivité du vide.

¢ Forces électromagnétiques : elles résultent de I'intéraction entre charges électriques
en mouvement.

—

E=q(§+l7"§)=q§+ql7"3
Avec : E = champ électrique
B= champ magnétique

—

V = vecteur vitesse de la charge

lll. Principes de la dynamique : (Lois de Newton)
a. Principe d’inertie : (1% loi de Newton)

> -
Si les forces qui s’exercent sur un systeme se compensent (c.a.d. :2F,,; = 0), alors ce systeme
est immobile ou en mouvement rectiligne uniforme.

Le principe d’inertie n’est valable que dans un repére galiléen.
b. Principe fondamental de la dynamique dans un référentiel

galiléen : (2™ loi de Newton)

Dans un repere galiléen R, la résultante des forces 2F,,;, appliquées a un point matériel M est
égale au produit de sa masse m par son accélération a(M/R).

P.F.D dans un repére galiléen Zﬁext =m. d(M/R)

S
2F,,: = la résultante des forces réelles appliquées au point matériel M.
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c. Principe d’action et de la réaction : (3°™ loi de Newton)

Lorsque deux corps A et B interagissent, le corps A exerce sur le corps B une force F,_p, le

S
corps B exerce simultanément sur A une force Fz_, 4, de méme valeur mais de sens opposé.

IV. Principe fondamental de la dynamique dans un référentiel non
galiléen R, :

Soit R un repeére galiléen (absolu)

Et R, un repére non galiléen (relatif)

Dans R, le principe fondamental de la dynamique s’écrit : m. a(M/R) = Zﬁext

D’apreés la loi de composition des accélérations :

a(M/R) = d(M/R,) + d, + d,

= mad(M/R) = md(M/R,) + md, + md, = 3F,.,

> mad(M/R,) = 3F,,, - md, - md,

P.F.D dans un repére non galiléen | ma(M/R,) = Zﬁext + ﬁ'l-e + ﬁ'l-c

= - . . .
Avec: | F;, =-ma, : Force d’inertie d’entrainement.

T

.. =-md, : Force d’inertie de Coriolis.
- >
- Les forces d’inertie F;, et F;. n’existent que si le repere mobile R, est accéléré par

rapport a R.

V. Equilibre (repos) d’un point matériel :
a. Equilibre d’un point matériel M dans un repeére galiléen :

Un point matériel M est au repos dans R si I7(M/R) =0
= d(M/R)=0 etdonc 3F,, =md(M/R)=0 (P.F.D)

Pour qu’un point matériel M soit au repos dans un repere galiléen R, il suffit que la résultante
de toutes les forces appliquées a M soit nulle.
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b. Equilibre d’un point matériel M dans un repére non galiléen :

Un point matériel M est au repos dans R; si V(M/Rl) V.=0

-

0 et F.=-2md, = —2m(W(R1/R)"I7;)
(P

.F.D dans un repére non galiléen)

= a(M/R,) = a,

= zFext‘" ie 6
= ZFextz'Fie

Pour qu’un point matériel M soit en équilibre relatif (repos) dans un repére non galiléen, il
faut que la résultante des forces réelles soit opposée et égale a la force d’inertie
d’entrainement.

VI. Théoréeme du moment cinétique :
a. Quantité de mouvement :

La quantité de mouvement P d’un point matériel M de masse m et de vitesse I7(M/R) par
rapport a un référentiel quelconque R est:

P(M/R) = m.V(M/R)

Son unité est : kg.m/s.

b. Moment d’une force :

- Le moment d’une force F appliquée en M par rapport a un point O dans le
référentiel R est définit par:

M(F/0)=0M ~ F

- Le moment de la force F par rapport a un axe A, passant par O est:

M(F/ A) = M(F/0).8,

€, : vecteur unitaire de I'axe A
¢. Moment cinétique d’une particule :

Le moment cinétique o(0/R) d’une particule M de masse m par rapport a un point O, dans un
repére R quelconque est défini par:

@(O/R) = OM A m.V(M/R) = OM ~ B(M/R)

ﬁ(M/R) : quantité de mouvement
d. Moment dynamique par rapport a un point fixe O :

Le moment dynamique g(O/R) d’une particule M par rapport a un point O, dans le référentiel
R est défini par:
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8(0/R) = OM * m.d(M/R)

< Relation entre G(A/R) et 8(A/R):
Ona &(A/R) =AM ~» m.V(M/R)

Et 8(A/R) = AM ~ m.d(M/R)

Donc 22 = V(A/R) A m.V(M/R) + AM » m.d(M/R)
d";’z/ R) = V(A/R) A m.V(M/R) + 8(A/R)
" Aestfixe par rapport a R
dg(AR)] _ 2
) =8a/m) ) o ou
l7(A/R) et V(M/R) sont colinéaires

e. Théoreme du moment cinétique :

Enoncé:

Dans un référentiel galiléen R, le moment dynamique d’une particule M, en un point A, est
égal au moment en ce point, de la résultante de toutes les forces extérieures appliquées a M.

-

8(A/R) = AM » m.d(M/R) = AM A 5E,,
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Exercice d’application :

On considéere un repere galiléen R (O, X, Y, Z).
Un point M est repéré dans R par son vecteur position OM défini par: OM = 4t37 + t*7
1) Déterminer V(M/R) et d(M/R).
2) Donner I'expression de la résultante F de toutes les forces appliquées a M dans R.

3) Calculer le moment de F par rapporta O M(ﬁ/O).
4) Calculer le moment cinétique du point M par rapport a O a,(M/R).

5) En utilisant le théoréme du moment cinétique retrouver le résultat de la question (3).

Solution :
= _dOM| _d(4t3) o, d(th) -
1) V(M/R) = pral ke [+——]

V(M/R) = 12627+ 4¢3]
G(M/R) = M| = 2447 + 12t%]
dt R

=

2) P.F.D{F = ma = 24mti + 12mt?]

3)
— > —_— - 4t3 24mt
M(F/O)=0OMAMF =| t* A~ (12mt?
0 0
+ 0

=— 0
+ \4t3.12mt? — t*. 24mt

M(F/0) = 24mt5k
4) G5(M/R) = OM » mV(M/R)

4t3  [12mt?
=\ t* *| 4mt?

0 0

+ 0
= — 0

+ \ 16mt® — 12mt®

og(M/R) = 4mt°k

dag(M/R)| _ d(amt®k) _

24mtSk = M(F/0)
dt R dt

5) |8, (M/R) =
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Travail et Energie

VIl. Travail et puissance d’une force :
a. Travail d’'une force :

Soit un point matériel M, soumis a une force F et se déplagant le long d’un chemin (C).

Le travail élémentaire dW effectué par la force F pendant un déplacement infinitésimal

MM’ = dOM est défini par : dW = F. MM’ = F. dOM

| (©)

J

/B

Le travail W effectué parl_f lorsque le point matériel M se déplace de la position A a la position
B le long du chemin (C) est :

WAB:fABdwzfABl_fldm

Son unité est le Joule (J) ou N.m

% En coordonnées cartésiennes :
La force F s’écrit: F = Fx7+ Fyf+ FZE et le déplacement élémentaire : dOM = dxi + dyf+ dzE,
donc: Wyp = ff F.dOM = f;: E.dx + ILB F,.dy + fZZAB E,.dz

0,

+* En coordonnées cylindriques :
La force F s’écrit: F = P;,é’p+ F(pé’<p+ FZE et le déplacement élémentaire: dOM = dp5p+ pd<p5¢+
dzk, donc: Wyg = fj F.dOM = fj E,dp + Fypde + F,dz

** En coordonnées sphériques :

La force F s'écrit: F =F.8,+ Foéo+Fyé, et le déplacement élémentaire: dOM = dré,+ rd0éy+

B - —_
rsin@dge,, donc: Wyp = fA F.dOM = ff E.dr + Fgrd® + F,rsinBdg
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b. Puissance d’une force :

Soit un point matériel M, soumis a une force F qui se déplace a la vitesse \7(M/R).

z

(€)

=T

V(M/R)

X

La puissance P de la force F, dans un référentiel R, appliquée au point matériel M est définie
par :

—

P=F. V(M/R)

Son unité est le watt (w).

R/

% Relation entre la puissance et le travail :

. >doM dw
P=F.V(MR)=F——=—
po W
dt

VIIl. Force conservative et énergie potentielle :
a. Définition:
Une force F est dite conservative si le travail qgu’elle effectue sur un point matériel M ne

dépend que des positions initiale (position A) et finale (position B) du point, et non du chemin
suivi entre ces deux points.

C
y Autrement dit, F est
conservative si:
A Wyg(F) = Wycg(F) = Wypp(F)
D

W ip= fAB E.dOM= [ F,.dx+F,. dy+F, dz=f8)-f(A) = [” df
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=> F,dx+F,dy+F, dz=df= %dx + g—gd}’ + %dz

=Y
Fx_ax
_y _ —>_———>
F,= ™ => F = grad(f)
=Y
Fz_az

La force conservative F est un champ de gradients

l

..,
o
-
T
1]

=4 0 7 e ge
Ainsi, pour qu’une force F soit conservative, il faut vérifier que

ol

b. Energie potentielle :

L’énergie potentielle Ep est une fonction scalaire associée a un point matériel M soumis a des
forces conservatives. Elle représente I'énergie que le systeme possede du fait de sa position

ou de sa configuration.

Si une force F est conservative, on peut définir Ep telle que:

F =-grad Ep

+* Relation avec le travail :

dw = F. dOM

avec:F =-grad Ep = Pl 3y aZk et dOM =dxi +dyj +dzk
cqw=-2Ep gy OB g 9B g

donc:dw = 5 X Sy dy - —=dz =-dEp

Wap(F) = [, dW =- [, dEp = Ep(A) - Ep(B)

W,5(F) = Ep(A) — Ep(B)

IX. Energie cinétique :

L’énergie cinétique Ec d’'un point matériel M de masse m se déplacant avec une vitesse V(M/R)

est I'énergie due a son mouvement.

Elle est définie par:

Son unité est le Joule (J).
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< Théoréeme de I'énergie cinétique :
4+ Dans un référentiel galiléen :

Dans un référentiel galiléen, la variation de I’énergie cinétique entre deux positions, est

N
égale au travail de la somme des forces > F appliquées sur le point matériel M entre ces deux
positions:

Ay pEc = EC(B) — EC(A) = SWyp (F)

Démonstration :

P.F.D dans un référentiel galiléen : Zﬁ =mad

— > — N — dv

VSF=V.ma=m. V'E

dr* WER _ GV e
dt t

AW (ZF) = m7.dV = m() = m(E)
dw (TF) = d(zmVv?)
B = B 1 B
Par intégration : [, dW (XF) =f -mV? = [ "dEc
A

Wap(XF) = Ec(B) — Ec(A) = A4, Ec

4+ Dans un référentiel non galiléen :

Dans un référentiel non galiléen, la variation de I’énergie cinétique entre deux positions, est

> -
égale au travail de la somme des forces réelles > F et de la force d’inertie d’entrainement F;,
appliquées sur le point matériel M entre ces deux positions:

A4 pEc=Ec(B) — Ec(A) = 3Wyp (ﬁ) +Wyp (ﬁie)

Démonstration :
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L(ED) =2 (WEH) + S (W(Fe)

dEc =d W(TF) + d W (Fy)

En intégrant : Ec(B) — Ec(A) = SW,p (ﬁ) +Wyp (ﬁie)

X. Energie mécanique :

L’énergie mécanique Em d’un point matériel M est la somme de son énergie cinétique et de
son énergie potentielle.

Em=Ec+Ep

%+ Cas des forces conservatives :
>
La résultante des forces ) F appliquée a M est conservative :

o dW=-dEp => W,3(XF) = Ep(A) - Ep(B)
e Théoréme de I'énergie cinétique : Wy (Zﬁ) = Ec(B) — Ec(A)

Donc : W,z (XF) = Ep(A) — Ep(B) = Ec(B) — Ec(A)

= Ep(A) + Ec(A) = Ep(B) + Ec(B)
= Em(A)=Em(B)
= Em = cte (conservation de I'énergie mécanique)
+ Théoréme de conservation de I’énergie mécanique :

Dans un systeme matériel soumis uniquement a des forces conservatives, I'énergie mécanique
Em reste constante a tout moment.

On dit qu’il y a conservation de I'énergie mécanique

R/

%+ Cas des forces conservatives :

S
Soit un point matériel M soumis a des forces conservatives ) F et des forces non

: I
conservatives ) F

Ona:

e DW(XF)=-dEp => W,5(XF) = Ep(A) - Ep(B)
e Théoréeme de I'énergie cinétique : W g (O F) + Wyp (ZF) = Ec(B) — Ec(A)

Donc : Wyg (BF) + Wyp (2?) = Ec(B) - Ec(A)

= Ep(A) - Ep(B) + Wag (XF') = Ec(B) - Ec(A)
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—

SF) = Ep(B) + Ec(B) - (Ep(A) + Ec(A))

> Wi
= Wp (2?) — Em(B) — Em(A)
(2F)

—

= | Wyp (XF' ) = AppEm

XIl. Stabilité d’un équilibre :

Soit un point matériel M, soumis a des forces conservatives dont la résultante est F:
F= —gradEp

; o 2 2? 2? e 1 0Ep~> OEp>» OEpp
En coordonnées cartésiennes : F = Fii + F,j + Fk et gradEp = a—:l + a—;’ + a_zp k
oEp
F =-—=%
x ox
OEp
= F, =-=F
y dy
_ OEp
FZ Y
Si M est en équilibre au point Mg
= = ~ OJEp
Alors: F(Mg)=0 => ek 0 =>  (XMp) YMgr ZMg)
0E
LP_o
oy
orp _
~ 9z
Avec : Mg(xmg, YMmgr Zmg) = position d’équilibre

Une position d’équilibre se traduit donc par un extremum de la fonction énergie potentielle

Ep (E ouE

Pmin )

Pmax

R/

¢ Ep(Mg) minimale :

Ce qui se traduit mathématiquement par :
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On écarte le mobile de sa position d’équilibre Mg vers M (trés voisine)

Ep(M) < Ep(M)

Ep(Mg) < Ep(M) => Ep(Mg) - Ep(M) <0
Le travail WMEM(ﬁ) est donné par:
Wisgm(F) = F. MgM = Ep(Mg) - Ep(M) < 0
= ﬁ(M) a tendance a ramener le point M a sa position d’équilibre Mg.
WMEM(ﬁ) = ||ﬁ|| ||W||.cos(l_5, W\/i) <0
= (F, ng
Conclusion :

L’équilibre est stable si, et seulement si, I'énergie potentielle est minimale au point
d’équilibre.

R/

¢ Ep(Mg) maximale :

Ce qui se traduit mathématiquement par :

ou

0%Ep
0z2

<0

ZME

On écarte le mobile de sa position d’équilibre Mg vers M (trés voisine)
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Ep(Mg) > Ep(M)

Ep(Mg) > Ep(M) => Ep(Mg) - Ep(M) >0
Le travail WMEM(ﬁ) est donné par :
Wiy (F) = F. MgM = Ep(Mg) - Ep(M) > 0
= ﬁ(M) a tendance a éloigner le point M de sa position d’équilibre Mg.
WMEM(ﬁ) = ||ﬁ|| ||W||.cos(f, W) >0
= (F, WRE
Conclusion :

L'équilibre est instable si, et seulement si, I'énergie potentielle est maximale au point
d’équilibre.
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Exercices d’application :

Exercice 1:

Un point matériel M de masse m est attaché a un ressort horizontal de constante de raideur
k et de longueur a vide l,. On déplace le point matériel d’'une distance x par rapport a sa
position d’équilibre et on le lache sans vitesse initiale (voir figure ci-dessous).

: A i
o, ' X

, :
S NANNNNNPRFA
SN ATATAE |

(&) \
’ M '

a) Calculer le travail élémentaire de la force de rappel F et en déduire Ep. On donne
Ep(x=0) = 0.

b) Donner I'expression de I'énergie cinétique Ec. En déduire I'expression de son énergie
mécanique Em.

Solution :

a) OnaF=-kAl-T= -kx-1
et OM=x7 donc: dOM =dx-T
d’oli dW = F. dOM = - k x.dx
or dW =-dEp => dEp =k x.dx

2

k
= Ep=%+cte

OnaEp(x=0)=0=>cte=0

< kx?
D’ou|Ep =—
2
1 = dOM dx- .- .
b) Ec=-mV? avec V=—=—1=%1 => V?=%?
2 dt  dt

1 .
Alors : Ec = mez

OnaEm=Ec+Ep

1 1.
Em =EkX2 +me2
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Exercice 2 :

Dans un repére fixe orthonormé direct (O, X, Y, Z), un point matériel M est soumis a une force
Ftelleque:F=(Bx2—x)T+ (2 —-v)].

Déterminer les positions d’équilibre de M et étudier leurs stabilités.

Solution :
M est en équilibre => F=0
= | 3x2—x=0

2—y=0

2 [xBx—1)=0
y:

y =
Les positions d’équilibre sont : (0,2) et (§,2)

e Stabilité des positions d’équilibre :

F o= iEp = . %Ep7 9Epz OEpy
F=-gradEp = x| oy oy
)
=2 |=L2=x— 3x2
- Ox
OEp L
oy TV T2
1#Ep
= =1—
1% 1-—6x
9%Ep _
_6y2_1>0
» PE; =(0,2)
9%Ep _ 0%Ep
oz x=0—1>0 et 372 >0

= Equilibre stable

> PE;=(,2)
02%Ep _
— ot 1<0

= Equilibre instable
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Mouvements a force centrale

I. Généralités sur les forces centrales :
1. Définition:

Un mouvement est dit a force centrale lorsqu’un point matériel M est soumis a une force F
dont la direction passe toujours par un point fixe O, appelé centre de force.

- N

’

i
' \ OM = p ép
0 = | 2 ﬁ='F§p
| Ce - = —
Ty OM ~F =0

2. Propriétés des forces centrales :
a. Conservation du moment cinétique :

En appliquant le théoréeme du moment cinétique :

M=W"ﬁ or OMAF=0
dt
Dono%zﬁ => | &,(M/R) = cte

b. Mouvement plan :
Ona: d4(M/R)= OM A mI7(M/R) =mC (vecteur constant)

Avec: C =0M ~V(M/R)

Donc OM et V(M/R) se trouvent a chaque instant dans un méme plan (P) 1 a la direction fixe
de OM A V(M/R) = C.

= Le mouvement de M est plan.
Conclusion :

Tout mouvement a force centrale est un mouvement plan, et donc on peut utiliser les
coordonnées polaires (p,®).
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c. Loides aires:
+» Constante des aires :

Dans la base (€, eq,) ona:OM =pe,

dt

dp—»

Donc : V(M/R) = prli i p e(p pe, + pPE,

PG
ppdt

> ¢ =0 A V(M/R) = 08, " (€, + p§E,) = P2k

= |C = p?¢| : constante des aires

% Loides aires:

Les mouvements a force centrale vérifient la loi des aires c.a.d : « le vecteur position balaie
des surfaces égales en des intervalles de temps égaux ».

M’
N

Tar N\

/
/
/

/,

En effet :

= La surface balayée dS est égale : dS =% ”W "MM’”

avec M’ trés voisin de M => MM’ = dOM
> dS=—|0M " dOM| = |[0M  VM/R).dt|| =3 [[OM » V(m/R)|| dt

ds 1 . .
= dS-—Cdt => E-;C:wtesse aréolaire

= S(t)=%Ct+S0 : loi des aires

Il. Trajectoire dans un champ Newtonien :
1. Définition :

-
Une force Newtonienne F est une force centrale dont lintensité (le module) est inversement

. . . 1
proportionnelle au carré de la distance au centre (p_Z)‘

k-

La force F s’écrit sous la forme : | F = _p—zep
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Si k> 0, on dit que la force est attractive

Si k < 0, on dit que la force est répulsive
2. Equation de la trajectoire :

. . \ = _k—-)
La particule M est soumise a laforce : F = Fep

B, llo]| = o

el €p = vecteur unitaire de oM

Dans un référentiel galiléen R, le principe fondamental de la dynamique s’écrit :

SE. =md(M/R) => F = md(M/R)

Ona:0M = pe, => V(M/R) = dg—tM = pe, + pPé,
5 dV(M/R) ..o .o .o - .o
= a(M/R) = 2t - P€p T PPEG +PPEY + pPE, — P(PZGp

= d(M/R) = (p—p@?)e, + (2p¢ + pP)E,

-k - . T .. v\
Donc: — &, =m((p - pp?)E, + (20 + pP)E,)

-k .. .
= —Z=m(p- pp?)

= |p—pPp© =

mp2

Equation différentielle difficile a résoudre d’ou I'introduction du changement de variable de

. 1, . . . .
Binet (u=;) qui va nous permettre de résoudre cette équation.

Remarque :
Cette équation peut étre établie aussi en utilisant la conservation de I'énergie mécanique.

3. Formules de Binet :
a. Premiére formule de Binet (Energie cinétique)

Ona:V(M/R) = p&, + p(s,,
D’ou : V2 = p? + p?p?

En posant :u = % (changement de Binet)
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Ona:C=p?¢p => ('p=£=c.u2

.. _ dp _dp do _ Q) W2e.ldu _ _ du
Et'p_dt de' dt dgoc uz’ d(pcu => p= Cd(p

=(=C )2 +—(C u?)?
V2 - CZ(—)Z + C2u2
CZ[( )2 +u?]

2 | Ec = %mvz mCZ[( )2 +Uu?] | : 1% formule de Binet

b. Deuxiéme formule de Binet (La force)
Ona: G(M/R) = (p— pp2)&, + (20¢ + pip)E,
Or I'accélération est centrale => a(M/R) est portée par é’p

= d(M/R) = (p - pp?)e,

= a= p-pP?
Ona:@=Cu? et p= -C. &
:@=C. P ‘2o
yodp_dp dp_ o duo o odfuog
Donc.p—dt-dq).dt- C.d(pz.(p— C.d(pz.C.u
b =-C?%u?. dfu et ~ Czu‘*-Czu3
p= 1oz €t P97 =c.CPut =
zzdu 2.3
a=-C“u 392 -C°u

G(M/R) = (- c2u2. S8 c23)8
= .

4 4 4 I

- dzu -
a(M/R) = - Czuz[w +ulé,

—

=> - 2 > .
= |F =ma(M/R) = - mCZuz[j?l; +u]e, | : 2°™ formule de Binet

4. Résolution de I’équation de la trajectoire :

Ona: a= p—-pp“=

d? -k 5 .
Donc: - C2u?[~— +u] = —.u? (2™ formule de Binet)
do m

‘)

mc?

N k el :
D’ou: a2 T e Equation différentielle de 2°™¢ ordre avec second membre constant (

La solution générale de cette équation différentielle est : u = uggy + U,
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. , . . d?u
Avec : ugg, = solution de I'équation générale sans second membre ‘397 +u=0
Et : up = solution particuliere (u, = cte)

Ussm = UpCOS(® - )

_k
up ~ mc?
k
= u(@) =ugcos(@ - @g) + -

avec : U, et @y : a déterminer a partir des conditions initiales.

Ug mCZ

K
Donc: u() = m( " cos(p - @y) + 1)

2

Onpose: P= m: et e=u,.P

o u((p) _ 1+e cosp((p—q)o)

P V] 4 . 7 . \ ’ T4
= | p(p) = Tre costo—oo | c’est I’équation d’une conique, de parameétre P et d’excentricité
e(e=0).
N P
On prend le cas particulier o =0 => p(@) = Tre cos(o)

5. Nature de la trajectoire en fonction de e :

e Sie=0:latrajectoire de M est un cercle de centre O et de rayon P.

mC?

p=P=T => C(O, P)

sz'/p |
0 .

e Si0<e<1:latrajectoire de M est une ellipse.

P
p(P) - 1+ecos()

.,-gﬂ
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e Sie=1:latrajectoire de M est une parabole.
P
p(P) =

1+cos(@)
g P
p(Périgée) = ple = 0) =

M
ooy
/Périgée
/
e Sie>1:latrajectoire de M est une hyperbole.
P
p(P) - 1+ecos()

S P
p(Périgée) = p(p = 0) = -

M

périghs

6. Nature de la trajectoire en fonction de I’énergie mécanique :
a. Energie potentielle :

La force F est conservative (Tofﬁ = 6), elle dérive donc d’une énergie potentielle Ep.
-k 0Ep

ﬁ=—grad Ep=F= %

= Ep=f§dp=_7k+cte

Ep (0)=0 => cte=0

D’ou :|Ep = %{ =- lF<(1+ecos((p))

b. Energie cinétique :
En utilisant la 1% formule de Binet : Ec = %mCZ[(j—:)Z +u?]

_ 1+ecos(g) - du _ —esin(g)

Or u - o -

D’ol Ec =%mcz[(—esi;(¢’) ) 2 + (1+ECI())S((p)) 2]

1

e?sin?(¢p) 1+2ecos(g)+e?cos?(p)
=5 mC* 5+ P2 ]
2
Ec= I:;Z [1 + 2ecos(¢p) + e?]
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2
Ona:P=% => mC? =P.k

Donc| Ec = %(1 + 2ecos(p) + e?)

c. Energie mécanique:

Ona: Em=Ec+Ep

Donc Em = %(1 + 2ecos(¢p) + e?) - ];((1+ecos(q)))

= %(1 + 2ecos(g) + e? — 2 — 2ecos(y))

_ k. 2
—ZP( 1+e°)
Em—_—k(ez—l)
2P
. -k . .
e Sie=0 => Em =;<O => |Ec| < |Ep|: la trajectoire est un cercle.

. -k . . .
e Si0<e<l1=> 5 < Em <0 => |Ec| < |Ep] : la trajectoire est une ellipse.
e Sie=1 => Em=0 => |Ec| = |Ep| : la trajectoire est une parabole.
e Sie>1 = Em>0 => |Ec| > |Ep| : la trajectoire est une hyperbole.

lll. Mouvement des planétes autour du soleil :
Le soleil exerce une force gravitationnelle sur les planétes, qui les attire vers lui.

Cette force agit comme « une corde invisible » qui maintient les planétes en orbite au lieu

gu’elles s’échappent dans I'espace.

La trajectoire des planéetes autour du soleil est elliptique.

; b ;-‘ M S koL
[ o [ 0 F=5b
pogte Bl T =y Ol pé
(Apogée) B\ . = 7 A (Périgée) =P€p
N / p= — 2 aveco<e<1
l+ecos(p)

. P

> p(Apogée) = p(@ =T) = Pax = T—
Y] s P

> p(Périgée) =p(¢ = 0) = prmin = T~
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N Cog=P L P __2P
Pmax T Pmin = Tl e 1te 1_e2

-9c= P P 2Pe
Pmax - Pmin = c_l—e-1+e_1—ez
P
= [a=
1- e?
co_Pe
T1-e2
c
= |le=—
a
s P
On a aussi (théoréme de Pythagore) : a? = b?+ ¢? => b= —
—e

1. 1°¢loi de Kepler : (Loi des orbites)

Les planétes ont des trajectoires elliptiques dont le soleil est situé a I'un des foyers.

2. 2°™¢ |oi de Kepler : (Loi des aires)

Une planéte parcourt des aires égales pendant des intervalles de temps égaux :
C
S = E t + SO

3. 3°™¢|oi de Kepler : (Loi des périodes)

Le carré de la période de révolution d’une planéte est proportionnel au cube du demi grand
axe (a).

. . dS ¢
On a : la vitesse aréolaire de M b cte

€_AS _mab
2 T T

Gz - (Maby2
> 7=
C? m2a?b?

= =
4 T2

=

mC? Pk
Or P=— => (C?=—
k m

. Pk m2%a2b?
D'ou —=
4m T2
P p2
Ona b= => b?= =a.P
Vi-e? 1-e?
Pk m2a3P
Donc —=
4m T2
T2  41’m
2 | == = cte
as k
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IV. Mouvement des satellites :

Un satellite artificiel est un objet (de taille trés petite par rapport a la Terre et donc on peut
I’assimiler a un point matériel) qui tourne autour de la terre.

. . = -GMm —
La terre exerce sur ce satellite de masse m une force Newtonienne : F = 7 &

Avec M : la masse de la terre.

m : la masse du satellite.

G/ﬁ' ‘S (satellite)

Terre

mc?

La trajectoire de S est une conique de parameétre P = et d’excentricité e = uyP

L’énergie mécanique du satellite est :

1 GMm k
Em =—mV02 -—=—(e?-1)
2 Po 2P

Avec : V, : la vitesse initiale.

Po =Ry + h (R : rayon de la terre et h : 'altitude).

1. Vitesse de libération : V;

La vitesse de libération d’un satellite correspond a la vitesse minimale nécessaire pour qu’un
satellite puisse quitter définitivement I'attraction gravitationnelle de la terre, permettant ainsi
au satellite d’avoir une trajectoire ouverte.

Cette vitesse correspond a la vitesse pour une trajectoire parabolique : e =1 (Em = 0)

N GMm 1
Dot Em= - +-mVZ =0
Po 2
26M . Qo
2|V, = i vitesse de libération
0

» SiV, 2V, :trajectoire parabolique ou hyperbolique

= Le satellite s’éloigne indéfiniment de la terre et il ne reviendrait plus jamais sur terre.
» SiV, <V, :trajectoire circulaire ou elliptique

= Le satellite reste en orbite.

2. Mise sur orbite d’un satellite :

La mise en orbite d’un satellite se fait en deux grandes étapes :
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a. Lelancement:
Lancement a partir d’une station terrestre a une vitesse V, > V.

Le but est d’amener le satellite depuis la surface terrestre A jusqu’a une altitude suffisante
pour entrer en orbite B.

b. La satellisation :

La fusée ajuste le vitesse du satellite (V, < V,) selon 'altitude désirée puis le satellite est séparé
du lanceur, et continue en orbite stable.

o

3. Satellite géostationnaire :

Un satellite géostationnaire est un satellite placé sur une orbite circulaire au-dessus de
I’équateur, a environ 36000km d’altitude, qui tourne autour de la terre en 24h, a la méme
vitesse que sa rotation. Il reste ainsi immobile par rapport a un observateur lié a la terre.

2 N GMm V2 V2
Ona:F=md => —=may=m=-=m=+
Po Rc Po

D'ou |V, = /%=%<VL
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Exercice d’application :

Considérons un point matériel M de masse m soumis a l'interaction gravitationnelle par une

masse ponctuelle My située au point O. Soit le référentiel galiléen R (O, X, Y, Z).

1) Montrer que le moment cinétique est conservé. En déduire que le mouvement est
plan.
On choisit R tel que le mouvement de M soit dans le plan (XQY). On utilise dans la suite
de I'exercice les coordonnées polaires (p, @)

2) Calculer I'énergie cinétique Ec et I’énergie potentielle Ep de M. On prend Ep (o) = 0.

P )2 . L , . c? k
En déduire que I’énergie mécanique de M est donnée par: Em = %mp2 + le3 =4
) ) d

3) On pose: p =% , retrouve I'expression de Em en fonction de (u, ﬁ

4) En utilisant le théoréme de I'énergie mécanique, montrer que I'équation du
mouvement en u(g) est: du fu=—2

u u(e e u=—s.
5) Résoudre I'’équation du mouvement en u(¢). En déduire que I’équation du mouvement
P
en p(¢p) est de la forme: p = FEv—
Quelle est la nature de la trajectoire en précisant les expressions de P et de e ?
e ) . . GMgm 2

6) En utilisant I'expression de Em en fonction de u(¢), montrer que: Em = T (ec-1).
Discuter la nature de la trajectoire en fonction de e et en déduire le sighe de Em pour
chaque type de trajectoire.

7) En utilisant la conservation de I'énergie mécanique, déduire que I'excentricité dans ce

. PV¢ 2P . =
cas est donnée par:e= [1 4+ —-——oU p(t=0) = p, et ||V(M/R)|| =V,.
GMs  po t=0
Solution :
1) Théoreme du moment cinétique :
do, —_— -> —_— > =
O = 0M ~5F =0M A F =0
= d,(M/R) = cte (Moment cinétique est conservé)

G,(M/R) = OM » mV(M/R) = cte

=

=

OM et I7(M/R) se trouvent a chaque instant dans un méme plan 1 a la direction fixe de
OM " V(M/R)
Mouvement est plan.
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2) Ec= %sz
Ona OM =pe,

= V(M/R) = pe, +pgpe,

= VZ = p'2 + pZ(pZ

= Ec= zm(p* +p*p?)
F est conservative (rotF = 0)
Donc F = - grad Ep
-k—  9Ep_

k -k
?ep --a—pep => Ep-f;dp—7+cte

Or Ep(m)=0 => cte=0

D'olt Em= Ec+Ep= %m(p’2 +p2?) — %

. . . c?

Or C=p2<p = C2=p4<p2 = pz(pzzﬁ
1.2 mc? Kk
= Em—zmp +2p2 P

3) On pose: p=%

1 1
. _dp _d) _d() dp -1 du .
Tdt dt dedt u? de

1 ,du du
= '2=_._2"2=62_2
p? =Gy g = c2 (8
mc? du., mC?u
Donc: [Em = =) -ku
2 “do 2
dEm dEm
4) _= 0 > —0=
dt do
mc? _du d?u du ,du
2— C*u—-k—=0
2 de de? d do
2 d? 2
mC=. +mC“u-k=0
deo?
2y ~
de? " mc?

5) U=Ussy + Uy, avec U, =%

Ussm = Ugcos(g - ‘Po)

= U= Uycos(@ - @) + —

mc?
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CZCOS(cp - ¥o))

= U=
c? c?
On pose : P=mk et e= UM: =U,.P
S U= 14+ecos(@ — @g)
P
VT - p
D'ou: |p= 1+ecos(@ — @g)
e Sie=0 : trajectoire circulaire

e SiO<e<1:trajectoire elliptique
e Sie=1 :trajectoire parabolique
e Sie>1 :trajectoire hyperbolique

du _—esin(p — ¢o)

6) Ona i 5
2 5245 _ 2 2 _ —
Donc: Em = mcC (e sm((p2 ®o) )+ mcC (1+ecos((p <p0))2 ) k(1+ecos((p <p0))
2 P 2 P P
Em = 2Pz(e sin(@ — @)% + 1 + 2ecos(@ — @q) + e2cos(@p — @o)?) -
®o))
Em = 2-2ecos(@ — @y))
mc?, , GMS 2
Em=2P2(e —1)——(e -1)=——(e“-1)
o Sie=0 => Em= —GMsm 0 : trajectoire circulaire
e Si0<e<l1l=> Em<O0 : trajectoire elliptique
e Sie=1 = Em=0 : trajectoire parabolique
e Sie>1 = Em>0 : trajectoire hyperbolique

7) Em = cte = Em(t=0)

GM. GMsm
(et = 1) =smlg -
2P Po

GMgm
2p

(e? )
%(e —1+—)=V0

m VO

2P PVO
Po GMS
%3 2P

el=—+1-
GMg Po

PVZ 2P
_ J1+ ;2
GM; Po

el —1+=—

4 & 4 I

v
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