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Introduction

1.1 Comment peut-on produire un son particulier ?

Tout d’abord, on sait qu’un son est une onde sonore, plus ou moins périodique, qui se propage dans I’air. C’est

d’ailleurs ce qui le différencie de ce qu’on appelle communément un bruit.
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FIGURE 1.1 — Un son, caractérisé par une certaine répétition.

W‘MM 1\‘ w 1\’ nM h rM

_I

FIGURE 1.2 — Du bruit, rien n’est ordonné ou répétitif.

Ainsi, la réponse a notre question initiale se déduit aisément : il nous suffit de créer des déformations pério-
diques dans I’air. Cependant, la question s’avere &tre plus complexe car nous désirons obtenir un son spécifique.
Par exemple, le son la 440Hz correspond en réalité a 440 déformations par seconde. Pourtant, il existe des mil-

liers de la 440Hz différents, empreints de leur spécificité, et tout le monde peut, par exemple distinguer un



1.1. COMMENT PEUT-ON PRODUIRE UN SON PARTICULIER ?

son d’une fréquence de 440Hz issu d’un diapason de celui provenant d’un piano. Cette différence sonore que
I’on pergoit découle de la dissimilitude du timbre des deux notes. L’illustration graphique de ces deux sons
(amplitude-fréquence), t€émoigne de la dissemblance des deux notes en questions. Voici la méme note jouée sur

des instruments différents. Remarquez la forte corrélation entre les deux instruments jouant la méme note. Ainsi
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FIGURE 1.3 — Une note jouée sur un Piano.
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FIGURE 1.4 — Méme note jouée sur une guitare.

émerge une nouvelle question, de loin plus intéressante : comment peut-on produire un timbre particulier ?

La réponse est en fait relativement simple, et facilement imaginable. Pour commencer, on peut se pencher
sur les instruments de musique. Nous savons que lorsqu’on joue une note sur un instrument, on produit non
seulement la note jouée, mais également ce qu’on appelle les harmoniques de la note. On dira que la note a
une fréquence fondamentale f et que ses harmoniques posseédent des fréquences multiples de celle-ci, n f avec
n € Z. 1l va de soi que I’amplitude des harmoniques peut étre nulle, ou non-nulle. On peut représenter la note

sous un graphique (amplitude-fréquence). Comme ceux utilisés pour représenter les deux sons ci-dessus.

Nous pouvons facilement déduire que dans ce cas, les notes que 1’on peut entendre correspondent bien
a la superposition de I’onde fondamentale et ses harmoniques. La forme de I’onde, donc son timbre, concorde
avec la somme des amplitudes de toutes les harmoniques de 1’onde. Aussi la fréquence de deux sons peut-elle

tres bien étre similaire, chacun possédant ses harmoniques spécifiques, la forme de 1’onde differera clairement.

Dans la figure[1.5]ci-dessus, le graphe de quatre sinusoides sin(z), 0.8 sin(2z), 0.4 sin(3z) et 0.2 sin(7z).

En bas (figure [.6), la somme de ces quatre courbes.

La figure [I.7/montre I’approximation de la fonction qui représente un signal triangulaire périodique avec
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1.1. COMMENT PEUT-ON PRODUIRE UN SON PARTICULIER ?

S 05 05 1
F(x) = sin(x)
g(x) = 0.8 sin(2 x)

f -1 hix) = 0.4 sin{3 x)
pl(x) = 0.2 sin(7 x)

FIGURE 1.5 -

q(x) = sin(x) + 0.8 sin(2 x) + 0.4 sin(3 x) + 0.2 sin(7 x)

FIGURE 1.6 —

un nombre croissant des termes (de la série de Fourier).

Nous arrivons donc a la conclusion que nous pouvons créer toute une série de son a I’aide d’une addition
d’onde fondamentale et des ses harmoniques. Mais inversement, peut-on décrire tout son comme la somme

d’harmoniques ? Afin d’apporter une réponse, nous devons nous pencher sur les séries de Fourier.
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1.2. VERS LES SERIES DE FOURIER

1 1 terme > 2 termes
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FIGURE 1.7 —

Joseph FOURIER : n¢ a Auxerre, le 21 mars 1768. Grand géometre et physicien, il
fut professeur a I’Ecole polytechnique, secrétaire de I'Institut d’Egypte, préfet en 1802, baron
de ’Empire;; il avait été admis 2 I’Ecole normale a sa fondation. Elu membre de I’Académie
des Sciences en 1817, son élection fut annulée par Louis XVIII et confirmée par un nouveau
vote en 1818 : il en devint secrétaire perpétuel. Il écrivit des ouvrages scientifiques dont
le plus important est la Théorie analytique de la chaleur en 1822. 1l est connu pour avoir
déterminé, par le calcul, la diffusion de la chaleur en utilisant la décomposition d’une fonction
quelconque en une série trigonométrique convergente. De telles fonctions sont appelées séries de
Fourier. La méthode de calcul permettant de fagon réversible de passer d’une fonction a la série
trigonométrique correspondante est la transformation de Fourier. Cette méthode trés féconde est
devenue incontournable en théorie du signal, imagerie numérique, compression de données, dans

I’exploitation des systemes 3G, 4G.

FIGURE 1.8 — Fourier(1768-
1830).

11 fut nommé a I’ Académie frangaise le 14 décembre 1826 en remplacement de Pierre-
Edouard Lémontey, et recu le 17 avril 1827 par Abel-Frangois Villemain. Mort le 16 Mai 1830 a
Paris.

1.2 Vers les séries de Fourier

Joseph Fourier, qui travaillait sur la propagation de la chaleur sur des corps solides, a remarqué que la

propagation de la chaleur sur un anneau ressemble a un mouvement harmonique.

En physique, nous donnons une expression plus générale a ce phénomene.

. 2mx 2wt
y(z,t) = ASln(T -t ®)

ou y est le déplacement périodique de la vibration de I’objet , A la période dans I’espace, T la période dans le

temps et ¢ la phase, qui est constante.

En fait, lors d’une expérience simple, il a remarqué que la source de chaleur passe cycliquement, mais
brusquement, d’une valeur extréme a une autre. Il a été ainsi amené & soupconner le role trés important des fonc-

tions trigonométriques et admettre qu’elles pouvaient étre les constituants élémentaires de tout si nous fixons la
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1.2. VERS LES SERIES DE FOURIER
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FIGURE 1.9 -

variable x. Nous avons ici une fonction f(¢) périodique de période T'. L’idée de Fourier fut alors d’approximer

le phénomene observé par une somme finie, constituée des harmoniques de la période fondamentale 7.

L’ approximation est

° 27k
Z Ay sin(%t + ¢k)

k=1

ol n est un entier naturel, Ay et ¢y, sont deux constantes qui varient en fonction de k. En développant le sinus,

on trouve que

. 27k 27k . 27k
Ak Sln(Tt + d)k) = Qg COS(Tt) —+ bk Sln(Tt)

ol ap, = Ay sin(¢y) et by = Ay cos(¢y). Si on ajoute un terme constant ag, on obtient

" 2rk . 27wk
ap + kzz:l (akcos(Tt) + by, &n(Tt)).

Hamid EZZAHRAOUI 5
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Série de Fourier

2.1 Séries trigonométriques

Définition 2.1.1. On appelle série trigonométrique, toute série de la forme :

o

Z (an cos(nwx) + by, sin(nwx)), (2.1)
k=0

avecr € R, w > 0, ap, b, € R pour tout n € N.

Remarque 2.1.2. (a) Le terme générale S, = a, cos(nwz) + by, sin(nwz) de la série trigonométrique est
périodique de période T' = Z—ZZ
(b) Sila série converge vers S(x), la fonction S(x) est périodique de période T = %”
Notons que pour tout z € R, on a la majoration
|ay, cos(nwx) + by, sin(nwz)| < |an| + |by|

et on déduit alors le résultat suivant.

[o¢] o0
Proposition 2.1.3. Si les séries numériques Y |ay| et Y |by| convergent, alors la série trigonomé-
n=0 n=

o0
trique " (an cos(nwx) + by, sin(nwx)) est absolument convergente pour tout x € R et la fonction

somme est continue sur R.

0 <
Exemple 2.1.4. On considere la série % Donc, a,, = # et b, = 0. On alors :
n=1

1
lan cos(nwz) + by sin(nwz)| < |an| + [bn| = —.
n

cos(nwz)
n2

[&.°] o0
Oor, > n% est une série de Riemann convergente car o = 2 > 1,donc, la série trigonométrique

n=1 n=1
est absolument convergente sur R.



2.2. CALCUL DES COEFFICIENTS DE LA SERIE TRIGONOMETRIQUE. CAS REEL

On admettra la proposition suivante.

Proposition 2.1.5. Si les suites numériques (ay,)y, et (by,)y, sont positives est décroissantes vers 0, alors la série

o0
trigonométrique Y, (ap, cos(nwz) + by, sin(nwx)) est convergente pour tout x # %Tﬂ (keZ).

2.2 Calcul des coefficients de la série trigonométrique. Cas réel

Mettons nous dans les conditions de convergence uniforme de la série trigonométrique (2.1)) vers S(x).

2.2.1 Calcul de g

Supposons que la série est intégrable terme a terme sur tout intervalle A = [«, « + T'], on aura :

a+T a+T 0 a+T
/ S(x)dx = / apdx + Z / <an cos(nwx) + by, sin(nwx))
[0 (e n=1 [e%
a+T s a+T a+T
= / apdx + Z an/ cos(nwzx)dx + bn/ sin(nwzdx)
o n—1 o o
Sachant que w = 27” pourtoutn =1,2,...ona:
a+T T 9 a+T
/a cos(nwzx)dxr = [27m sin(n%x) X
T 2 2
= 5 [sin(n;(a +T)) — sin(n;a)}
T 2 2
= 5 [sin(n;a) - sin(n;a)]
= 0

De la méme maniére, on montre que

a+T
/ sin(nwz)dx = 0, pour toutn = 1,2,....

[0}

Puisque | §‘+T apdx = Tag on en déduit que :

2.2.2 Calcul des autres coefficients.

On a

S(x) cos(nwx) = ag cos(nwz) Z [ak cos(kwz) cos(nwzx) + by sin(kwz) cos(nwx)}

Hamid EZZAHRAQOUI 7 Département de Mathématiques,
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2.2. CALCUL DES COEFFICIENTS DE LA SERIE TRIGONOMETRIQUE. CAS REEL

et
)

S(z)sin(nwzx) = ag sinwzx) + Z [ak cos(kwz) sin(nwx) + by, sin(kwz) sin(nwa:)} .
k=1

La convergence uniforme nous permet d’avoir :

a+T a+T 0 a+T
/ S(z) cos(nwx)dx = ao/ cos(nwz)dx + Z ak/ cos(kwx) cos(nwz)dz

« « k=1 «

a+T
+ Z bk/ sin(kwz) cos(nwx)dx

a+T a+T a+T
/ S(z) sin(nwx)dx = ao/ sin(nwx)dx + Z / cos(kwx) sin(nwz)dx

« «

a+T
+ Zbk/ sin(kwx) sin(nwz)dz.

Pour obtenir les autres coefficients de la série, on calcule d’abord les intégrales auxiliaires suivantes, dans

lesquelles n et k sont des entiers strictement positifs.

On a (A faire 2 titre d’exercice.)

a+T 0 sik
/ cos(kwz) cos(nwz)dr = ¢ . S% 7 n
o 3 sik=mn

a+T 0 ik
/ sin(kwz) sin(nwz)de = § S? 7n
o 5 Sik=mn

a+T
/ cos(kwz) sin(nwzx)dxr = 0.

Ja

On déduit alors les coefficients par les expressions suivantes :

2 a+T
S(z) cos(nwx)dx et b, = f/ S(z)sin(nwz)dz, n=1,2,....

«

2 a+T

Conclusion : Voo € R,on a :

1 a+T
ap = /{l S(z)dx

2 a+T

T/a x) cos(nwzx)dz, n=1,2....
2 a+

== : )sin(nwx)dr, n=1,2,....

En particulier pour « = —, on a le résultat suivant.
Hamid EZZAHRAQOUI 8 Département de Mathématiques,
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2.2. CALCUL DES COEFFICIENTS DE LA SERIE TRIGONOMETRIQUE. CAS REEL

Corollaire 2.2.1. Si la fonction S est de période I’ = 27 et donc w = 1, alors :

1 ™
ap = o » S(z)dx

1 ™
gy = —/ S(z)cos(nz)dr, n=1,2,....

/ S(z)sin(nz)dr, n=1,2,....

2.2.3 Développement d’une fonction en série de Fourier
Soit f une fonction périodique de période T, intégrable sur toute intervalle fermé de R.

Définition 2.2.2. On appelle série de Fourier associée a f, la série trigonométrique

ag + Z(an cos(nwx) + by, sin(nwz)),
k=1

ou les coefficients sont donnés par :

2 a+T

ap = = f(x)cos(nwz)dz, n=1,2,....
T Ja
2 a+T

bp = = f(x)sin(nwx)dz, n=1,2,....
T Ja

Définition 2.2.3. e Une fonction f de domaine de définition Dy est dite paire si pour tout x € Dy,

—x € Dyet f(—x) = f(x).
o f est dite impaire si pour tout x € Dy, ona —x € Dy et f(—x) = — f(x).
La parité de la fonction f requiert la symétrie du domaine de définition Dy par rapport a I’origine.

Département de Mathématiques,

Hamid EZZAHRAOUI
Faculté des Sciences de Rabat



2.2. CALCUL DES COEFFICIENTS DE LA SERIE TRIGONOMETRIQUE. CAS REEL

Remarque 2.2.4. o Si la fonction f est paire, on a :

T/2
ag = ;/0 f(x)dx

4 (T/2
ap = f/ f(z)cos(nwz)dx, n=1,2,....
0

e Si la fonction f estimpaire, on a :

an =0, n=1,2,....
4 T/2
bn:f/ f(z)sin(nwz)dz, n=1,2,....
0

En particulier, si la fonction f est 2w-périodique, alors :

ag = 1/07T f(x)dx

™

i. Si f estpaire, on a

2 ™
an = —/ f(z)cos(nz)dz, n=1,2,....
0

T
by=0, n=12....

ii. Si f estimpaire, alors :
apg = 0

n=12....

ap, =0,
2 (7 .
bn:f/ f(x)sin(nz)dz, n=1,2,....
T™Jo

Cette remarque est tres utile dont la mesure ou le nombre de coefficients a calculer est divisé par 2.

Exemple 2.2.5. Déterminer la série de Fourier associée a la fonction périodique (T = 2m) définie par :
f®)=2 pour —mw<x<m.

Solution -Tracons le graphe de f.

Cette fonction est monotone par morceaux et bornée.

Hamid EZZAHRAQOUI 10 Département de Mathématiques,
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2.3. THEOREME FONDAMENTAL

fix) &

-3m 2 3m

Soit ag + Y p= 1 (ay cos(nwz) + by, sin(nwx)) la série de Fourier associée a f. Comme f est impaire alors

an = 0 pour tout n et les coefficients by, sont donnés par

4 [(T/2 2 (7
by, = f/ f(x) sin(nwz)dr = —/ xsin(nz)dr, carT = 27 et donc w = 1.
0 7 Jo

Pour calculer by, on fait une intégration par parties en prenant u(x) = x et v'(x) = sin(nz) :

2 ™
b, = —/ xsin(nzx)dzx

™ Jo
2 1 o2 /7 1

= — [—:z: cos(n:n)} - —/ —— cos(nz)dx
™ n o mT™Jo m
2 1 2 (7

= = [—7r cos(nm) — 0} + 7/ cos(nx)dx
™ n nm Jo

2 2 1. "
= - cos(nm) + o [n sm(na:)} .
Comme cos(nm) = (—1)" et sin(nm) = 0, on obtient

ntl2
bn — (—1) +1ﬁ‘

D’oit la série de Fourier associée a f est donnée par :

n+1

St(x) = ao + Z (an cos(nwz) + by, sin(nwz ) Z sin(nz).
k=1 n=1

2.3 Théoreme fondamental

Soit (fy,) une suite de fonctions définies sur un intervalle /. Plusieurs types de convergence de ( f,,) vers

une fonction f peuvent étre considérés, par exemple :

e La convergence ponctuelle (ou simple), (Lejeune Dirichlet, 1824) :

lim (fp(z) — f(z)) =0, Vzel.

n—-+00

Hamid EZZAHRAQOUI 11 Département de Mathématiques,
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2.4. EXEMPLES

e La convergence uniforme :
lim_sup | fu(@) — f()] = 0.

n—-+o0o xel

Soient f une fonction périodique de période 1" et

St(x) = ao + Z(an cos(nwz) + by, sin(nwz))

n=1
sa série de Fourier associée. Il n’est pas évident que Sy converge, et méme si c’est le cas, il n’est pas évident
que la somme soit f. En effet, d’apres 1’exemple [2.2.5] on voit que S¢(z) # f(x) pour z = —mw etz = 7.
Probléme : Etant donné une fonction périodique f, on se demande pour quelles conditions imposées a
f onaura :
o

f(x) =ao+ Y _(an cos(nwz) + by, sin(nwz))?

n=1

La réponse a cette question est donnée par le théoreme de Dirichlet suivant.

Théoreme 2.3.1 (de Dirichlet). Soit f une fonction périodique de période T' = 2(7” vérifiant :
i) f est continue sur tout intervalle A = [a, a + T sauf éventuellement en un nombre fini de points

en lesquels elle posséde une limite a droite f(x + 0) et une limite a gauche f(x —0);
ii) f est dérivable sur tout intervalle A =)a, a + T'| sauf éventuellement en un nombre fini de points

en lesquels elle possede une dérivée a droite et une dérivée a gauche.

Alors, la série de Fourier associée a f est telle que :

ap + Z (an cos(nwz) + by, sin(nwa:)) = f(x) en tout point de continuité def;
n=1
. f(z+0)+ f(z - 0)

ap + Z (an cos(nwz) + by, Sin(nwx)> = 5 en tout point de discontinuité def.

n=1

Remarque 2.3.2. Si f est continue en tout point et satisfait les conditions du théoréeme de Dirichlet,

alors
(e.9]
f(z) = aﬁ—z (@, cos(nwx)+by, sin(nwx))  pour tout x € Dy.(Dy est le domaine de définition def).
n=1

2.4 Exemples

Exemple 2.4.1. On reprend I’exemple précédent soit f la fonction périodique (T = 27) définie par :

fx)=xz pour —m<x<m.

Hamid EZZAHRAQOUI 12 Département de Mathématiques,
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2.4. EXEMPLES

La série de Fourier associée a f converge t-elle vers f ?

Solution. D’apres I’exemple [2.2.5] précédent, la série associée a f est

00 > n+1
ap + Z an cos(nwz) + by, sin(nwz) Z sin(nz).
n=1 —

Vérification des condition de Dirichlet :

-La fonction f est continue sur | — 7, 7| et elle n’est pas continue en —7 et en 7 avec lim f(z) = 7 et
T——T
lim f(z) = —x (nombre fini de points de discontinuité);
z——7t

-La fonction f est dérivable sur | — 7, 7r[ et elle n’est pas dérivable en —7 et en 7, car f n’est pas continue en
ces points (nombre fini de points de non dérivabilité).

Ainsi, les conditions de Dirichlet sont vérifiées et donc

0 n+1
Z sin(nz) pourtout z €] — 7,

Cette égalité a lieu partout sauf aux points de discontinuité. En de tels points, la somme de la série est égale a

la moyenne arithmétique des limites de la fonction a gauche et a droite, c’est-a-dire 0.

Exemple 2.4.2. On se donne une fonction périodique de période 27 définie comme suit

—x, Si T<x <0
f(x) = , S (2.2)
x, si O<zxz<m
(La fonction f est définie par f(x) = |x| dans [—m,7)).
Cette fonction est monotone par morceaux et bornée (Figure[2.)).
o 4
I ] I |
I | ] I
1 1 1 1
| 1 1 I
| ] | |
I 1 | 1 -
-3n -2m - 0 by 2 3n
X
FIGURE 2.1 —
Elle admet donc un développement en série de Fourier.
f est périodique de période T’ = 2, alors w = 1. Déterminons ses coefficients de Fourier.
Hamid EZZAHRAQOUI 13 Département de Mathématiques,
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2.4. EXEMPLES

Puisque la fonction f est paire, donc b, = 0 pour toutn = 1,2, ...

2 [T/2 1 7 1[22]" =«
ao_f/o f(x)dx—;/o xdm—ﬂ[Q]O—z.

De plus, on a

Pourn=1,2,...0ona

f(x) cos(nwzx)dz

an =

O\
S
~
v

x cos(nz)dx

[;CL sin(nx)d:r} Tl /07T sin(nac)dx}

0 n

{O + [1 cos(mc)] :}

[(=1)" =1],

A0 I[N

3 ‘
3| N
[N}

soit

0 si n  estpair
n = . . .
—4/7n? sin  estimpair.

Le développement en série de Fourier est :

B cos 2p—|—1))
CREDw = s

L’égalité [2.3)) est exacte partout.

Remarque. En posant dans I’égalité (2.3) obtenue x = 0, on obtient
i _~
=0 2p +1)2 8

D’autre part, comme

n=1 p=0 =1 n=1
ona
i 1 4 72 w2
—~n2 38 6
n=1

f(m):{_l’ —rT<z<0

1, 0<z <.

f est une fonction cre’neaulﬂ Cette fonction est monotone par morceaux et bornée (figure . C’est une fonc-

tion impaire, donc, ag = 0 et a,, = 0 pour toutn =1,2,...

1. Une fonction créneau est une fonction nulle partout sauf sur un intervalle sur lequel elle est constante.
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2.4. EXEMPLES

De plus,
4 rT/2
b, = —/ f(z) sin(nwx)dx
T Jo
2 s
= —/ f(x)sin(nz)dzx
™ Jo
2 ™ )
= [/ 1><s1n(m:)da;]
™ LJO
2 ™
= —%[cos(n:c)}o
2
- - — cos(0
mT(cos(mr) cos(0))
2
= (1) —1
2 ()
B 0, n pair
4 . .
——, n impair.
f(x) T
1
P o C
| | : | :
: : : : .
3 -2} : 0 7! 2m ! 3w
: 1 I | 1 X
1 1 | |
: I 1 . 1 1
-1
FIGURE 2.2 —

1l est facile de vérifier les conditions de Dirichlet. D’ o1

-si x # 0, alors la série de Fourier de la fonction considérée s’écrit donc :

fl@) = % [sinl(x) n sin(33x) n sinéf)m) . sin(;ip—:—ll)x) 2.4)
A Ssin((2p + 1))

Sizx=0,0na
flx+0)+ f(x—0) 1-1
2 2

L’égalité (2.4)) est exacte partout sauf aux points de discontinuité x = 0. En ces points, la somme de la série est

s(0) =

égale a la moyenne arithmétique des limites de la fonction a gauche et a droite, c’est-a-dire a 0.
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2.5. INTERPRETATION PHYSIQUE

Remarque. Le développement précédent permet d’obtenir quelques formules de sommation. Ainsi, pour x =

™

5, on obtient :

2.5 Interprétation physique

Le théoreme de Dirichlet montre que f est telle que

[e.9]

f(z) =ap+ Z(an cos(nwx) + by, sin(nwz))

n=1
en tout point de continuité de f et donc f est décomposée en somme :
-d’un terme constant égale a la valeur moyenne de f sur une période,
- d’une infinité de termes sinusoidaux de périodes T, 7'/2,...,T/n, ...
Le terme uq(x) = a1 cos(wz) + by sin(wx) est de période T', on I’appelle fondamental.
Le terme uy,(z) = a, cos(nwz) + by, sin(nwz) de période T'/n est appelé I’harmonique de rang n.

Posons w,, = nw. On a

Uy = a2 + b2

n
————— cos(wpx) +
ap + b3 ntbn

= /a2 + b2 [cos(pn) cos(wpx) + sin ¢y, sin(wpx).]

Donc I’harmonique de rang n peut s’écrire sous la forme :

Up = Ay coS(wnx — ©p)

A, = /a2 + b2 et tan(p,) = b—n
Gnp

Définitions 2.5.1. 1. On dit que :
i. A, estlalamplitude de I’harmonique u,.
ii. wy, est la pulsation[|de w,,.
iii. @, estla phase de u,,

2. Le spectre d’amplitude de f est le diagramme en bdtons obtenu en représentant A,, en fonction
de wy, = wn. De la méme facon, on définit parfois le spectre de phase représentant p,, en fonction

de w, = nw.

a. En physique et en ingénierie, la pulsation w est une caractéristique d’un phénomene périodique. Elle s’exprime en
rad/s. Son utilisation, & la place de la fréquence, permet de simplifier les expressions mathématiques, notamment en analyse

spectrale.
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2.6. SERIES DE FOURIER COMPLEXES

Remarque 2.5.2. Le spectre d’amplitude et le spectre de phase caractérisent sans ambiguité la fonction.

Exemple 2.5.3. Dans I’exemple[2.4.3) (w = 1), pour chaque n =1,2,...0ona

0, n pair
Ap = \/a%+b%:‘bn|:{ 4

—, n impair.
D l’ltt'tn12345678910”]213
onc on a les résultats suivants :
4 4 4 4 4 4 4
An | 7 30 |05 [0 7 [0 or [ 0 |11z | O | 3
Le spectre d’amplitude obtenu est comme ci-dessous :
2 E ATL
1.8-
1.6
1.4
1.2
14
0.8
0.6-
0.4
2] | ]
1 T T T ‘ T | T I T | T l T | 1 C{)n
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
2.6 Séries de Fourier complexes
Soit f une fonction périodique (1" = %’T) que I’on peut développer en série de Fourier :
oo
f(x) =ao+ Y (ancos(nwz) + by sin(nwz)).
n=1
En tenant compte les formules d’Euler, on a
einwx + e—inwm einwx . e—inwm einwa: o e—inwm
cos(nwx) = , sin(hwe) = —m—m—-=—1t—m7F7—,
(nw) 5 (nwz) 5 5
on obtient,
oo einwz + efinw:p ' einw:p _ efinwx o0 an — an i an + an Cinwr
f(w):a(]"i'Z:(Gn 9 —an 5 ):a0+2(42 e + 5 e )
n=1 n=1
Posons
ay — iby, an + iby,
co = ag, Cp = 5 et c_p = 5
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2.6. SERIES DE FOURIER COMPLEXES

On obtient
f(SC) = a9+ Z (Cne’tnwx + C_ne—lnwx) _ Z Cneznwx’
n=1 Ne——00

qui est la forme complexe de la série de Fourier.

Notons qu’on peut exprimer les coefficients ¢, et c_,, par des intégrales. En effet, pour n # 0, on a

e = %(an — iby,)
= % X % {/a+T f(x) [cos(nwzx) — isin(nwz)] dm}
1 a+T .
= 7 f(z)e """ dx

Q

De la méme maniére on a

1 a+T .
Cop = —/ f(x)e™*dx.
T Ja

On peut grouper les deux formules et I’expression de cq ci-dessus dans une méme formule.

Cp =

a+T .
/ f(x)e "™*dx pour n =0,+1,4+2,+3, ...

(e

N~

En particulier, si f est 2w-périodique, alors w = 1 et donc I’expressions des coefficients dans ce cas est

la suivante :

1 .
Cn = 2_/ f(z)e~ ™ dg pour n =0, +1,4+2,43,... (avec a = —).
T J—m
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2.7. EGALITE DE PARSEVAL

2.7 Egalité de Parseval
2.7.1 Egalité de Parseval -Théoréme

Théoreme 2.7.1. Si f est une fonction réelle périodique de période T telle que

f(z) =ao+ Z(an cos(nwz) + by, sin(nwz)),
n=1
alors
1 a+T . ) 1 o] ) )

dite égalité de Parseval.

En utilisant la forme complexe des séries de Fourier, on montre que 1’égalité de Parseval s’écrit aussi :

a+T
T/ ’ fA(z)dz = ; SR (2.7)

Pour une fonction a valeurs complexes, les formules (2.6) et (2.7) doivent étre remplacées par :

1 a+T 1 [e’e}

g [ @ =laol 45 5l + ). )
1 a+T o
f/ f@)Pde= Y |eal® (2.9)

2.7.2 Egalité de Parseval-Interprétation physique

Si f représente un signal périodique du temps,

représente le carré de la valeur efficace ou encore 1’énergie du signal. La formule de Perseval peut donc s’inter-

préter en terme d’énergie :
oo
E(f) = fTZnoy + Z E(un)
n=1

En particulier, si = 0, I’énergie du signal est la somme des énergies des harmoniques.
moy
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2.8. PROPRIETE DES COEFFICIENTS DE FOURIER

2.8 Propriété des coefficients de Fourier

On considere les fonctions continues par morceaux sur le segment o, o + T'[, ¢’est-a-dire les fonctions
dont les points de discontinuité de premiere espece (c’est-a-dire avec une limite a droite et une limite a gauche)

sont en nombre fini sur ce segment (ou qui y sont partout continues).

Théoreme 2.8.1. Si la fonction f est continue par morceaux sur le segment |, « + T, ses coefficients

de Fourier tendent vers zéro lorsque n — +00 :

lim a, =0, lim b, = 0.
n—o0 n—o0

En effet, si la fonction f est continue par morceaux sur le segment Ja, o + 7], il en est de méme pour f2.

Donc, I'intégrale | ;HT f?(x)dx existe et est un nombre fini. L’ égalité de Parseval implique que la série

o0

| (a2 +b2) converge, donc le terme général tend vers zéro : lim a2 + b2 = 0. Cette propriété s’étend a la
n—oo

forme complexe de la série de Fourier. On a

lim ¢, =0. I
n——+o00
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Exercices

Exercice 1. Calculer les coefficients de Fourier réels de la fonction f définie sur R par f(x) = cos®(x).

Solution . On a

eiw + 6—7jx 3
cos(z) = [ ————
2
_ 1 Jix T —ix —3iz
= g(e +3e £ 3¢ 4 e )
1
= §(2 cos(3x) + 6 cos(x))
3 1
=1 cos(z) + 1 cos(3z)
Donc,
1
a; = 1 etas = Z’
et tous les autres coefficients de Fourier sont nuls.
Exercice 2. 1. Calculer les coefficients de Fourier réels de la fonctionf périodique de période 21 qui
vaut 1 sur )0, 7| et —1 sur | — m,0].
2. En déduire les sommes suivantes :
> 2( )1 D GryiE
= 2n+ = (2n+1)

Solution . 1. La fonctionf est périodique de période T = 27. De plus, comme elle est impaire, tous les
coefficients a,,, n = 0,1, ... sont nuls.

D’autre part, on a

2

by, = ;{/OT/2 f(x) sin(nwx)dz = - /07r sin(nzx)dx = o {Cos(nx)} _ 2z {1 - (—1)”}.



Donc les by, = 0, pour k =1,2,... et

4
b = — k=20,2,....
2k+1 (2k5+ 1)71" pour 07 y

D’ou la série de Fourier associée a f est

4 Xsin(2k + 1)z
Sre) =22 ot

La fonction f satisfait les hypotheses du théoréme de Dirichlet, et la série Sy converge en tout = vers

F(z+0)+ f(z — 0) :{ flz) siz ¢ nZ
2

0 six € nZ

( Les points de discontinuité de f sont de la forme km, k € Z.)

2.Enm/2,0na,

d’ou

D’autre part, d’apres 1’égalité de Parseval, on a

116 1 1/7r ,
- — _— = — €T dx = 17
27 = (2k+ 1) wJo /(@)

d’ou

Exercice 3. Soit f la fonction 2m-périodique sur R telle que f(x) = 2% si |z| < 7

1. Déterminer la série de Fourier de f.

1
2. Calculer/ 2*dx. En déduire la valeur de Z A

—T

p= 1
" cos(nx) 1 )”
3. M — - —
ontrer que x> —|— 4 Z . En déduire Z et Z 3
p=1 p=1
Solution .
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1. La fonction f est 2w-périodique (w = 1), en plus, il est facile de voir qu’elle est paire, de sorte que les

coefficients b,, sont tous nuls, et que

2 [T/2 L, Lrzdqm 7
ao_f/o f(x)d:c—;/o;vdx—;[?}o—g.

D’autre part, pour n > 1, on a

T/2
f(z) cos(nz)dz

S
3
Il

S—

2

x* cos(nx)dz

ENICEE RN RN N

\%,—JHC\
3
N—

—
8
[}
2
=}
3=
8
~—
e T e——
B
|
h
[N}
8
2
=}
3=
8
~—
o
—

Il

|
—
| — |

8
/T\
Q
2
3[0 -
oS
N———

K N /07r cosT(L;l:L“)dx}.
|: .

3

I
|
|=1‘ A
—_ —
T
: —
N~—
S
=
|

Il
o

Donc la série de Fourier associée a f est

2. Ona

/7r ztdr = [lxﬂﬂ = E
- 5 l-n 5

La fonction f est périodique de période 1" = 2m. D’apres 1’égalité de Parseval, on a

1 ot 2 2 I & 2 2
7 P@de=d+ 5 Y+ 1)

c’est-a-dire : . -
r/m 4 T 1 16
— dr = — + = —.
o /,,,w D D

Comme % [T atde = ? on en déduit que

2. Puisque la fonction f est continue sur R, le théoréme de Dirichlet montre que la série Sy converge vers f en

tout point R, donc f(x) = S¢(x) pour tout z € R. D’olt

w2 > (=1)" cos(nzx)
= ? Z )
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D’apres la question précédente, on a

2 o] 2 0 n
5 . 1 B oo (-1)
™= f(m) =3 +4n§::1ﬁ et ()_JC(O)_§+4n§::1 —

On en déduit que

Exercice 4. Soit f une fonction 2mw-périodique et continue par morceaux a valeurs réelles. Calculer en

fonction des coefficients de Fourier réels de f, ceux des fonctions g et h définies par

g(x) = f(z)cos(x) et h(z) = f(x)sin(z).

Solution . Sin = 0, alors on a

1 21 1 27
ap(g) = — f(x)cosxdxr = a1(f) et ap(h)=— f(x)sinxdr = by (f).
21 Jo 27 Jo
Sin =1, on obtient
1 2 . 1 2 . 1
ai(h) =b1(g) = — f(x)cosxsinxdr = — f(x)sin(2x)dz = =ba(f).
7 Jo 21 Jo 2
Sin > 1, on a successivement
1 27
an(g) = f(z) cos x cos(nx)dx
™ Jo
1 2
= f(z)(cos(n + 1)z + cos(n — 1)z)dx
2w Jo
1
= 5 (@n1(f) + an-1(f)),
et
1 27
bn(h) = f(z) sin z sin(nx)dx
m™Jo
1 27
= f(z)(cos(n — 1)x — cos(n + 1)x)dx
27 Jo
1
= 3 (an—1(f) — ans1(f)) .
pourn > 2,0na
1 27
bn(g) = / f(z) cos xsin(nz)dx
m™Jo
1 27
= f(z)(sin(n + 1)z + sin(n — 1)z)dx
27 Jo
1
=3 (bng1(f) +ba1(f)),
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et

1 2
an(h) == f(x)sin x cos(nz)dx
™Jo
1 2

= — f(x)(sin(n + 1)z — sin(n — 1)z)dx
21 Jo
1

= 5 (bnt1(f) = bn-1(f))-

Exercice 5. 1. Trouver les coefficients de Fourier réels des fonctions 2m-périodiques définies par

f(x) = |sinz| et g(x) = sup(sinz,0).

2. En déduire les sommes suivantes :

SIEE SR
2 J 2 J
— 4dn+ — 1 o 4dn — 1 n:1 4n2 — 1

Solution . 1. Puisque f est paire, alors, b, = 0 pour toutn = 1,2, ...

ap = ;/OT/Q f(z)dz = i/oﬂ sin(x)dx = ! [cos(az:)rr = g

D’autre part, on a

Sin > 1, alors

2 ™
ap, = —/ sin x cos(nx)dx

™ Jo
1 ™

= —/ (sin(n + 1)x — sin(n — 1)x)dx (2 sin(b) cos(a) = sin(a + b) — sin(a — b))
™ Jo

1 [_ cos(n+ 1)z  cos(n — 1)x]7r

T n+1 n—1 0

214 (-n

or n2-1

On remarque que, ag,4+1 = 0 pour tout k = 0,1,... et que

4 1

TR

D’ou
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Donc la série de Fourier S, associée a g est

1 1 2 & 1
Sg(x) = ;—Fi sm(:c)—; Z T cos(2kx).
k=1

2. La série converge S¢(x) pour tout x vers f(x) car la fonction f est continue. En particulier,

2 4 & 1
0)=0=2-°-%" -~
1(0) T W];4k2—1’

donc,

D’autre part, on a

d’ou

Par I’égalité de Parseval, on a

c’est-a-dire :

4 1& 16 2 (™, 1 /71— cos(2x) 1
7_1_52—:—/0 Sll’l(ﬂ?)dl‘:;/o 5 d$:§a

d’ou

Exercice 6. Soit P un polynéme pair de degré 4 vérifiant les conditions :
™
P'(m) =0, P"(r) = 1, / P(x)dz = 0.
0

1. Déterminer les coefficients de Fourier de la fonction 2w-périodique f, continue par morceaux qui

coincide avec P sur lintervalle [—m, 7].

2. En déduire les sommes suivantes :

oo 1 (e.e]
S =] _— =] = e
1 Z nt S2 Z A ;53 Z ns
n=1 n=1 n=1
Hamid EZZAHRAQOUI 26 Département de Mathématiques,

Faculté des Sciences de Rabat



Solution . 1. Puisque f est paire, on a b, = 0 pour toutn = 1,2, ...

De plus, la troisieme condition sur P implique que ag = 0. Pourn > 1, 0on a

T/2 9 T
an / f(z) cos(nz)d / f(x) cos(nz)dr = —/ P(x) cos(nz)dx.
T T Jo
En effectuant une intégration par parties plusieurs fois, et puisque P(®) = 0, on obtient pour n = 1,2, ...
2 sin(nx) ,, cos(nz) y. sin(nz) . cos(nx) 5, sin(nx)]”
an:W{P(a:)—kP(x)nz—P (@)= - P 2+ PO =
Comme P est pair, les nombres P’(0) et P"”’(0) sont nuls. Compte tenu des conditions posées sur P, on en
déduit que
2 (=1 n+1
e 2CV
T n

2. Comme f est continue sur [—m, 7| et posséde des dérivées a gauche et a droite en tout point, elle est somme

en tout point de sa série de Fourier, et donc, si = appartient a [—, 7| , on a

E an cos(nx)

2 o0 n+1
Y

Z cos(nx).

En particulier, on a

IR i E. 0]
n=1 n=1

Il reste a déterminer le polyndme P.

Puisque P’(r), P'(—m), P'(0) sont nuls et que P’ est de degré 3, on a nécessairement
P'(z )—/\m(x —7r2)

Donc,
P'(z) =3Xz®> = M\r? et P"(z) =6z

Comme P"'(7) = 1, on déduit que

1
A= —.
6m
Donc,
1 (2% 722
P = — | — - )
(@) =57 ( 42 ) +C
On a alors : . ) . .
& 1 [z Tx 1 i
0= Plx)de = |— | — — C = — | —— C.
/0 (z)dz [6w<20 6 )+ x]O 677( 60)—!—71’
D’ou
T3
360
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et donc

On trouve donc

d’ou

On obtient donc,

T [T 1 x4t w22 Tt 2
szf/A—fgff i I
579 )y 36n2 (4 5 T60 ) ™

1 7 (2% w228  37xtat 7TaSx? 4978
/ + — + dx
0 .

T Tom 16 4 120 60 3600
/11 317 49
_m@J%m_m+mQ
7.‘.8
~9450°
7.‘.8
83 = gm0

Exercice 7. Soit f : R — R une fonction 2w-périodique continiiment différentiable, et soit « un réel non

nul. On considere I’équation différentielle
2 (t) + an(t) = f(2).

1. Trouver une solution 27-périodique de cette équation en écrivant x(t) et f(t) sous la forme de séries

de Fourier trigonométrique.

2. Appliquer ce résultat au cas on et o« = 1 et

) (t— )2 sit € [0, 7]
f(t)—{ _(t_377r>2+%2 sit € [m,2n]

Solution. 1. On écrit :

f(t) =ap+ Z (an cosnt + by sinnt) et z(t) = Ao + Z (A, cosnt + By sinnt),

n=1 n=1
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puis en dérivant terme a terme,

= Z (nBy, cosnt — nA,sinnt).
n=1
On a alors -
2/ (t) + ax(t) = Ag+ Y _ [(nBn + ady) cosnt + (B, — nAy) sinnt] .

n=1

En identifiant les coefficients, on obtient :

ag = OéA()
a, = nB, + a4, ,
b, = aB, — nA,

c’est-a-dire

ag
Ay = —

o

aa, — nby,
Ap=—5 2

n + o

na, + aby,
By=—%—5"

n° + «

2. Lafonction f proposée est continfiment dérivable sur R. Calculons ses coefficients de Fourier. On a :

2 21 2
T 1 3 ™
= — =) dt+ — —(t—= — | d¢
277/0( 2) +27r/7T l ( 2) +2
1 1<t 71')3 1 1<t 3w)3+7r2t o
21 (3 2 or | 3 2 2
0 T
1 1 73
_2—0+2W 0+2
_
4

Pourn > 1,0ona

2 2 2 2
/ (t _ 3;) cos(nt)dt = / (t -7 — g) cos(nt)dt

w T\ 2 ]
= (—1)”/ (t - 2> cos(nt)dt, ( changement de variable u =t — 7r>
0

donc ) )
1 ™
an(f) = ;/0 (t — 72r) cos(nt)dt —|— ( ;) % cos(nt)dt
1— (=1 f~ 2
—()/ (t—ﬂ) cos(nt)dt + E/ cos(nt)d
T 0 2 2 Jr
1—(=1)"
s
m 2
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0
B cos(nt)y~ ™ cos(nt)
= [t -m=] -2 [ 2
4 n
= ﬁ((—l) +1)
Donc,
1— (—1)"
CU
s
D’autre part, on a
2 : ¢ 2m
I =/ cos(nt)dt = [Sm(n )} =0.
™ n ™

D’ou
an(f) = 0 pour tout n > 1.
Remarque. Puisque f est 2m-périodique, la fonction g définie sur [0, 27| par
2

™

o(t) = () = a0 = 1) = -,

est impaire, donc a,(g) = 0 pour tout n > 1. D’oit a,,(f) = 0 pour tout n > 1.

Par 1a méme méthode de calcul des a,, , on démontre que

—4(1-(=1)")
bu(f) = — 3
Donc, pour tout k£ € N*, on a
b2k = 05
-8
bop_1 = .
LT 2k —1)3
On obtient
2
™
AO = Za

et pour tout k € N*, ona

alors que
Agg—1 = 5 3
m(2k —1)2((2k —1)2+1)
_ -8
o2k —1)3((2k —1)2 4+ 1)
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Finalement, il est facile de voir que la série
oo
Z (nBy, cosnt — nA, sinnt)
n=1
est uniformément convergente, et que par conséquent la série

o0
Ay + Z (A, cosnt + B,, sinnt)

n=1
qui est aussi uniformément convergente, a pour somme une fonction z(¢) continiiment dérivable sur R, qui est

solution de I’équation différentielle donnée.

Exercice 8. 1. Vérifier que pour tout a,x € Rona:
e 2cos(z) — 2a = (1 — ae™®)e® + (1 — ae'®)e™ @,
e 1 —2acos(z) +a? = (1 — ae®)(1 — ae™@).
2. Déduire la décomposition en éléments simples suivante :

2cosx — 2a e e

1—2acosx+a?2 1-— ae u 1—aqe— @’

pour tout a € R tel que |a| # 1.

3. Soit f la fonction définie sur D = {a € R: |a| # 1} x R par
f(a,z) =In(1 — 2acos z + a?).

i. Pour x fixé, trouver le développement en série entiere de la dérivée partielle de f par rapport a

Q.

ii. En déduire la série de Fourier de la fonction qui a x associe f(a,x) pour a fixé distinct de 1 et
-1

Solution . 1. e D’apres la relation
ei:): + efix
COST = ————,
on a,
2cos(x) —2a =€ —a+e " —q
= (1 — ae™™)e® 4 (1 — ae'®)e @,
e 11 suffit de développer (1 — ae™®)(1 — ae~%).

2. D’apres ce qui précede, on a

2cosz —2a (1 —ae ™)e" + (1 — ae™)e™™
1 —2acosz +a? (1 — ae®)(1 — ae~'*)
- (1 _ ae—im)eix N (1 _ aeix)e—i:v
(1 —ae®)(1—ae ™) (1 —ae®)(1l —ae®)
1r —1r

e N e
1 —aeir 1 —qgeit’
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3. 4. Pour z fixé, on remarque que f est bien définie sur D et si on dérive par rapport a a, on obtient

of —2cosx + 2a 2cosT — 2a
ai(ajx) = =
a

1—2acosx+a2  1—2acosz+a?’

D’apres la question (2), on a la décomposition en éléments simples suivante :

3f eix 6—1‘:1:
8a(a 7)== (1 — ae® + 1 —aeix> '

On rappelle que la somme de termes successifs d’une suite géométrique de terme initial 1 et de raison ¢ # 1

est donnée par la formule

1_qn+1
n Z 1—¢q

Dong, si |a] < 1,ona
af [5a = n ’Ln.’ﬂ —ix n 7@”33
%(a T)=— ( Z a +e Z a )
(i a’e i(n+1)x + Z ae —i(n+1)z >
— Z a® (ei(nJrl)x + efi(nJrl)x)
n=0
=-2 Z a" cos((n+1)x)

n=0

[e.e]
= -2 Z a" ! cos(nx).

n=1

i1. En intégrant la série précédente, et puisque f(0,x) = 0, on obtient
a9f(t,x
f(a,x) = f(a,x) - f(O,ZL’) :/ g)dt
0 t
s a
= -2 Z/ "t cos(nz)dt
n=1 0

(e.9] an
=-2)% —cos(nx).

Mais comme
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et la convergence de cette série est normal si |a| < 1, on obtient dans ce cas la série de Fourier de la fonction
qui a x associe f(x,a) pour a fixé.
1

Si maintenant |a| > 1, alors Ta] < 1.Enplus,on a

f(a,z) =1n(1 — 2a cos(z) + a?)
- ln(az(% - Zécos(x) +1))
— 2Inlal + m% _ 22005(96) +1)
— 21na| + f(1/a,)

© ,-n
=2Inja| —2 Z — cos(nz).
n

n=1

Exercice 9. Soit a un nombre réel non nul. Calculer les coefficients de Fourier réels des fonctions 2m-

périodiques et continues par morceaux définies ci-dessous.
fa(x) = €** sur [0, 27|,

ga(z) = e sur [0, [ et paire ,

ha(x) = € sur]0, 7| et impaire .

Solution. On a
1 T 2 6271'(1 —1
ap = T/o fa(z)dx = 2—/ edr = ——

1
7 Jo 2ra
Pour n > 1, il est plus facile de calculer les intégrales en passant par les nombres complexes.

27
an(fa) + ibn(fa) = 717/0 e (cos(nx) + isin(nx))dz

1 27 .
_ - / 0% INT 1.
m™Jo

2

Alors,
_a62a7r_1 neQaﬂ_l
an (fa) = T a2 +n2 T2 02

D’ou la série de Fourier associée f, est

2am [e%e) .
e —-1/(1 acos(nx) — nsin(nx
4 3 acos(ne) — nsin(nz) )
s 2a — a‘+n
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De méme, puisque g, est paire, on a

2 (T/2 1 /™ am _ 1
ap = —/ ga(x)dx = —/ ey = ,
T Jo 0

™ Ta

etpourn> 1, on a

2 s
an(ga) + ibn(gq) = ;/ e (cos(nx) + isin(nz))dx
0
— g /ﬂ— eaxeinxdx
™ Jo
9 €(a+in)x 4
x| a+in 0
_ 2Dt -1
T a+in
2 (~1)meo™ — 1,
o D)

~ “(a—in). (3.1)

Par conséquent,

Puisque h,, est impaire, on a a,, (h,) = 0 pour tout n = 0, 1, ... et d’apres 1’égalité (3.1), on a
2n (—=1)"e™ —

P tha) = =

pourtoutn =1,2,....

71)716@71' . 1)
a? 4+ n?

sin(nx).

Sh() =y "
n=1

Exercice 10. Soient a un réel tel que a € R\ N et f une fonction 2m-périodique continue par morceaux a

valeurs réelles définie sur [—m, |, par
f(z) = cos(ax).
1. Déterminer les coefficients de Fourier réels de f.
2. En déduire que si t n’est pas multiple de m, on a

2t

1 o
cotant = — + _.

Hamid EZZAHRAQOUI 34 Département de Mathématiques,
Faculté des Sciences de Rabat



Solution . 1 : La fonction f est continue et admet en tout point une dérivée a gauche et a droite. Elle sera donc
la somme de sa série de Fourier.
[e.e]
flx)=ao+ Z (an cos(nx) + by, sin(nm)).
n=1

Les coefficients b,, sont nuls car la fonction f est paire. D’autre part, on a

T/2 ™ ;
ap = 3/ f(x)dx = l/ cos(ax)dr = s1n(a7r)7
T Jo 0

™ aTm

etsin >0,ona

atn “_n ]0((a+n)(a—n)7ﬁ00ara€R\N)
1) sm(a7r)< 1 N 1 >

a+n a—n

2 ™
an = — / cos(ax) cos(nzx)dx
T™Jo
1 ™
=— / (cos(a + n)x + cos(a — n)z)dz
T™Jo
_ 1 sin n(a+n)x sm(a—n)x T
™
_ =

_ 2a(—1)"sin(am)
- w(a?—n?)

Alors, pour tout réel z, on a

sin(am >, 2a(—1)"sin(am
- a(7r)+ Er(al—ng) )

cos(nx).

2. Pourz =m,ona

sin(an) N i 2a sin(am) (3.2)

am 7 (a2 —n2)’

f(m) = cos(am) =

n=1
Supposons ¢ n’est pas un multiple de 7, donc a = % € R\ N. Puisque ¢ = a, en divisant les deux cotés de

I’égalité (3.2)) par sin(an), on obtient

Exercice 11. Soit f une fonction 27-périodique continue par morceaux. Pour tout entier p, on pose

folz) = f(pz).

1. Déterminer les coefficients de Fourier complexes c,(f,) de f, en fonction de ceux de f lorsque p

divise n.
2. Lorsque p ne divise pas n, montrer que cy( fp) est nul,
(i) en utilisant ’égalité de Parseval ;

(ii) par un calcul direct.
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Solution . 1. Par un changement de variable u = pz

2w 1 2pm

f(pa:) —InT . f( ) —mu/pdu‘

cn (fp) =

o 2]07

Si p divise n, alors la fonction n — f (u)e‘i"“/ P est 27 périodique, et donc

(k+1)m . 2r .
/ f(u)e™™/Pdy = / f(u)e™™/Pdy pour tout k = 0,1, ...
2

km 0
D’otu
_ 1 2pm —znu/pd
onh) =g [ He
1 |22 r2k+1)r ,
= — Z/ Fu)e Py
1 2 —inu/p
= Som [p/o f(u)e du}
1 —inu
= [ fwemiray
= Cn/p(f)
2. (i) D’apres la formule de Parseval
- o 1 7" 2
X el = g [ ISP

Par le changement de variable © = px, on a

o) 1 p )
Y lea Ul =g [ 17 P
n=—oo
La périodicité de f implique que
oo
> len ) =5 [ 15w
n=-—00

et enfin, de nouveau d’apres la formule de Parseval appliquée a f, on a

Do lea )= D0 lea (NI
Mais,
Do len ()l =D lea (F)*+ D lea (B = D0 lenlHIF+ D lea (£
n=-—00 n=kp n#kp n=—oo n#kp

Il en résulte que

Z cn (fp)‘g =0.

n#kp
Donc, ¢, ( fp) est nul lorsque p ne divise pas n.
(74) En effectuant le changement de variable u = t + 27, on obtient

1 2pm ) e—2inT/p  r2(p—1)7 4 .
—inu/p — —int/p gy _ ,—2in7m/p
n(f) =g [ Flem i = S [T gy = e, ()
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car la fonction qui a ¢ associe f (t)e_mt/ P est 2pm-périodique. Si p ne divise pas n, alors % ¢ Netdonc e~ 2inm/p

est différent de 1. Dol ¢,, (fp) est nul.

Exercice 12. Soit S(z) = >, an2" une série entiere de rayon de convergence R non nul et a coefficients

réels. Soit r tel que 0 < r < R.

1. Trouver les coefficients de Fourier complexes de la fonction f, définie par
fr(z) = S(re®).

2. Trouver les coefficients réels de Re f, et Im f,.

3. Application : Soit r dans [0, 1]. Trouver les coefficients de Fourier réels de la fonction g, définie par

@)=l
%) = .
9r 1—2rcosz + r2
Solution. 1. Ona .
fr(l') — Z anrnemx’
n=0

et cette série converge uniformément en x puisque la série entiere converge uniformément sur le disque de

centre 0 et de rayon 7. Donc, on peut permuter intégrale et série, ce qui donne

= 1

1 2 . . 0 2 )
Cn (fr) = %/0 Z Oékrkezkxe_mxdx = % Z/O akrkez(’“_")xdm_
k=0 k=0

Puisque
/27T ei(k—n) _ 27T Si k =N
0 0 sik#n
ona
a,r™ sin >0
C =
n () 0 sin <0

2. De méme, pour

oo
Re fr(z) = Z anr’ cosnw,
n=0

on obtient
apr™ sin>0

an (Re f;) = N G0 et b, (Ref,)=0.
0 p—

D’autre part, pour

oo
Im f,(z) = Z apr" sinnz,
n=1
on obtient
by (Im f.) = apr™ et a,(Imf.)=0.
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3. Application : Pour r € [0,1[, on a

14re™ 1+ rcos(x)+ irsin(z

_ ) )
1—rei® 1 —rcos(x)—irsin(z)

— rcos(x) + irsin(z))

(14 rcos(z) + irsin(x)
(1 — rcos(x) — irsin(x)

[E—Y p—

)(
)
_ (1 + irsin(z))? — 2 cos?(x)
(1 —rcos(x))? + r2sin?(z)
_ 1—1r?+i2rsin(x)
~1—2rcos(x) +1r2’

Donc

gr(z) = Re i;ZZ = Re (S (rem»

1 2 >
S(z) = +Z:1—1— Zgzl—l—QZz”

1—=z2 1-—

est une série entiere de rayon 1. Donc ag (g,) = letsin > 0,on a

ap (gr) =2r" et by(g,) =0,

(carag = leta, = 2pourn > 0.)

—rcos(x) + irsin(x))
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Le phénomeéne de Gibbs

4.1 Rappels

4.1.1 Séries alternées

Définition

On appelle série alternée une série de la forme ) (—1)"u,, avec u, > 0.

Théoreme des séries alternées

Soit (uy,) une suite réelle décroissante, positive et qui tend vers 0. Si

Sn = Z(—l)kuk,
k=0

alors la série 37 (—1)*uy converge. De plus,

i. Les suites extraites paires et impaires (S2,,) et (S2,41) sont adjacentes de méme limite

+00
S = Z(—l)kuk.
k=0

o0

ii. Le reste R, = . (—1)Fuy est du signe de son premier terme et lui est inférieur en valeur
k=n+1
absolue, soit
+00
. 1 k
signe (Rp) = (=1)"*" et |Ruy|l=1| Y (—1)*us| < upsa.
k=n+1

L’étude de séries alternées est fréquente dans les sujets de concours. Pour étudier une série alternée

> (—1)"uy, le premier réflexe a avoir est de tester si la série converge absolument.
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4.1. RAPPELS

Proposition

Si Y u, converge, alors la série Y (—1)"u,, est absolument convergente, donc convergente.

4.1.2 La transformation d’Abel

La transformation d’Abel est une transformation que 1’on effectue sur certaines séries, en particulier
trigonométriques, en vue de prouver leur convergence. C’est I’analogue de l’intégration par parties pour les

Sm(t) € par exemple. Elle

intégrales impropres, et elle s’emploie pour les séries de terme général du type
consiste en la procédure suivante. Si uy = agby, on pose A, = > ;_ ax, ce qui donne aussi ap, = A — Ap_1.

La transformation d’ Abel consiste alors a écrire :

n—1
Zakbk —aobo—i-z (Ag — Ag—1) by, = apbp — Aob1 + Anby, + ZAk (b — br41) -
k=0 k=1 =
Théoreme

Soient (ay,) et (b,) deux suites de nombres complexes vérifiant les propriétés suivantes :
i. La suite (A,,) définie par A,, = >";'_ aj est bornée.
ii. La série 3125 by, — by1] est convergente.

iii. La suite (b,) tend vers 0.

Alors la suite io% anby, est convergente.
4.1.3 Théoreme de la convergence dominée pour les fonctions Riemann-intégrables

Théoréme
Soit a < b et soit (f,,) une suite de fonctions intégrables au sens de Riemann ( R-intégrables) sur [a, b],

convergeant simplement vers une fonction f :
Vx €la,b[ lim fp(z) = f(x).
On suppose que la convergence est dominée (ou plutdt, «bornée») :

AC Vn > 1 Vzx €la,b[ |fu(z)] <C

Alors, lim | ; fn(x)dx existe et, si f est intégrable au sens de Riemann sur [a, b], alors

lim /ab frn(x)dx = /abf(a:)dx
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4.1. RAPPELS

Corollaire (Convergence dominée)

Siles f, et f sont R-intégrables sur tous les [a + n,b], n > 0, et si
Vz €la,b[, lim f,(z) = f(z) et Vn>1Vx€la,b[, |fulz) <g(x)

avec g est R—intégrable sur tous les [a + 1), b] et telle que I’intégrale généralisée |, f g(x)dzx existe, alors

les intégrales (de Riemann) généralisées | ; fu(z)dz et [ f f(x)dx existent et

lim /ab frn(x)dx = /abf(:n)dx.

Méme énoncé avec des intégrales du type

/aoo f(x)dx = lim /aAf(:L")d$

A——+o00

4.1.4 Séries entiéres

Définition

e On appelle série entiere une série du type

E anz",

ol (ay)nen est une suite de réels ou complexes, et z désigne une variable complexe.

e La somme est la fonction qui a tout complexe z tel que > a,2", converge, associe

+o00
f(z) = Z anz".
n=0

Les deux exemples de base de séries entieres sont la série géométrique et la série exponentielle.

Série géométrique :

1 =
Vz,lz| <1, —— = n_1 R T
z, |z] T nz_%z +z4+- 42"+

Série exponentielle :
+oo _n 2 n
z z z
Vz € C, = I S 2.
z exp(z) E py +z+ 5 +oo 4+ —+

|
neo v n:

Si r est un réel positif, on note D, le disque ouvert de centre 0 et de rayon 7.

D, ={z€C,|z| <r}.
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4.2. PROBLEME

Théoreme

Soit r un réel strictement positif. S’il existe M tel que pour tout n, on a |a,|r™ < M, alors pour tout

z € D, la série entiere Y a, 2" est absolument convergente.

Définitions (Rayon et disque de convergence d’une série entiere.)

e On appelle rayon de convergence de la série entiere > a,,2" le réel R défini par :
R =sup{r >0, (|a,| ") estbornée }.

e Le disque Dp, est appelé disque de convergence de la série entiere > a,2".

Exemple : Pour tout réel «, la série
S
a pour rayon de convergence R = 1. En effet, n®r" tend vers 0 pour r < 1, et vers +o00 pour r > 1. La série
entiere > n“z" converge pour |z| < 1, diverge pour |z| > 1.

Considérons maintenant un nombre complexe z de module 1 : z = ¢%.
e Sia >1,lasérie ) n®en? diverge.

e Sia < —1,lasérie . n®e™ est absolument convergente.

4.2 Probleme

p
Extrait du concours commun polytechnique, session 2010, Filiere MP ]
\
1.
(a) Montrer que la fonction ¢ — SIHTU) est intégrable sur I’intervalle |0, 7].
(b) On pose

I /0” sir;(t)'

Rappeler le développement en série entiere en 0 de la fonction sinus et déterminer, une suite

(ug) k>0 vérifiant
(o]

=) (-1)fu.

k=0

2. (a) Démontrer que la suite (2—7:)

. n 2, .
converge et que la suite ( - ,) est décroissante.

n>=0

(b) Si R, = 302, 1(—1)*uy, majorer | R, |, en utilisant la question (a).

(c) En déduire, en précisant la valeur de n utilisée, une valeur approchée du réel %I 21072 pres.
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4.2. PROBLEME

3. Soit f la fonction impaire et 27-périodique définie sur R vérifiant :

f(t) =1pourt €]0,m[et f(0) = f(m) =0.
On pose pour tout entier naturel 7 non nul et ¢ réel,

4 A sin[(2k + 1))
S =2 2 ket

(a) Démontrer, a I’aide d’une série de Fourier, que la suite de fonctions (.S, ),,>1 converge simplement

vers la fonction f sur R. La convergence est-elle uniforme sur R ?

(b) Ci-dessous, dans chaque graphique, on trace sur I'intervalle [—7, 7] la courbe de la fonction f et

I’allure de la fonction S,,, avec n = 10 puis n = 20.

1 1+ 2L \/\ T e AJ'\
-3 -2 -1 T2 3 -3 =2 -1 1T 2 3
—= Yoo

Que constate-t-on sur les courbes des fonctions S, lorsque ¢ se rapproche de 0 par valeurs supé-
rieures ou par valeurs inférieures ?

Cette particularité est appelée phénomeéne de Gibbs.
4. Pour un entier naturel non nul n et un réel ¢ , on pose

n—1

To(t) =) sin[(2k + 1)t].

k=0
(a) Démontrer que Vn € N* et V¢t € R \ 7Z,

sin?(n
() - 2200

Dans la suite de cette question, on considére deux nombres a et b tels que a < b et [a, b] CJ0, 5.

(b) Justifier qu’il existe une constante M telle que pour tout entier naturel non nul n et tout ¢ € [a, b],
onaT,(t) < M.

(c) Démontrer que I’on peut trouver une suite réelle (w;,) convergeant vers 0 et telle que pour tout
entier naturel n non nul et tout ¢ € [a, b], | f(t) — Sn(t)|| < wh.
En commengant par observer que sin[(2k+1)t] = Ty.1(t) — Tk (), on pourra chercher a majorer,
pour tout couple (n, p) d’entiers naturels non nuls et tout ¢ € [a, b], I’expression |\Sy,4,(t) — Sy (t)].

Que peut-on en déduire concernant la série de Fourier de la fonction ?

5. (a) Calculer S}, (t) pour tout ¢ €]0, F] et déterminer la plus petite valeur o, qui annule S;,(t) sur
10, 31.
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4.2. PROBLEME

(b) Démontrer que, pour tout z € [0, 5] et n entier naturel non nul,

2 (% sin(2nt 1 /™ si
Sn(x):—/() Sln(n)dtpuisqueSn(an):/O el

sint sin 2i
n

(c) Démontrer que la suite (Sn(an)) converge et préciser sa limite.
>1

=

On pourra utiliser sans démonstration : pour 6 € [0, 5], sin > 29.

6. Démontrer que la suite < sup |Sn(t) — f (t)|> ne converge pas vers 0.
jus n

2]

sint
t

Solution. 1 : (a) La fonction ¢ — 2L est continue sur |0, 7] et lim+
t—0

prolongeable par continuité en 0. Par conséquent, cette fonction est intégrable sur |0, 7]. On note g la fonction

e -
définie sur R par g(0) = 1 et pour t # 0, g(t) = =3

= 1. Donc, la fonction f est

(b) On sait que pour tout réel ¢, on a

+00 £2k+1
sin(t) = -
(t) k;( ) k1)
donc, pour tout réel £ # 0, on a
sint X, 2
)= ——= -1 T
9(t) = == =2 (-1) 2k + 1)! +Z 2k:+1)!’

ce qui reste vrai pour ¢ = 0. Donc, la fonction g est développable en série entiere sur R. On sait alors que pour
tout réel r > 0, la série entiere de somme g converge uniformément vers la fonction g sur le segment [—r, r]. En
particulier, la série de fonctions de terme général ¢ — (—1)F -1 R +1)' , k € N, converge uniformément vers g sur
[0, 7] et d’autre part chacune de ces fonctions est continue sur ce segment. D’apres le théoréeme d’intégration

terme a terme sur un segment, on peut écrire
T +0o & s t2k
I = t)dt = -1 ——dt
/0 9(0) Z( ) / (2k +1)!

k=0 0
7T2k+1

- kg(_l)k k+1) x (2k+ 1)

2. (a) On peut démontrer que lim,,_, 4 ’;—T = 0 par plusieurs méthodes. Par exemple, vu que
no_k
7r
Z — €™, quand n — +00
k=0 !

n

ona,limy, . 77 = 0.

On peut aussi suivre la méthode suivante : Pour n > 4, on voit facilement que

sl "
0<—=
nl 4Ix5x6x...xn
7.[.71
S 4! x 4n—4
w44
=(3) 2
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4.2. PROBLEME

n

Puisque 7 < 4, alors ngrfoo (%)" = 0 et donc limy, 4 Ty = 0.
(b) Pour n € N*, posons v, = -2 > 0. Pour n € N*, ona
n—+1
Untl 4 _ (n+175><(n+1)! R . S —n? 4 (r—2)n—1 - —n?+2n—1 :_(n—1)2 <0
Un e (n+1)2 (n+1)2 (n+1)2 (n+1)2 =
Donc, vp41 < vy, et la suite (n’::l,) est décroissante.
. '/ neN*
(b) Soit
2k+1
U = k € N.

(2k+1) x (2k+ 1)1V
D’apres la question précédente, (uy)xen est une suite décroissante de limite nulle ou encore la suite
((—1)*ug ) pen est alternée en signe et la valeur absolue du son terme général tend vers 0 en décroissant.

D’apres le théoreme des séries alternées, pour n € N, on a

+o0 . 1 7T2n+3
Ry| = —1 <|(=1)" = .
=] 5 o <[t = g

(c) Soit n € N*. Alors

9p2n+2
(2n+3) x (2n + 3)!

2
= —|Ry| <
s

2. 2
123 (-1)k
m 7Tk:0( )Uk

Pourn =4,o0na
27T2n+2 0—2

1
3 x @ntay 00t <=
( ) < ( )

-2
et donc une valeur approchée a % pres de % Zﬁzo(—l)kuk est une valeur approchée a4 1072 prés de %I .

La machine fournit

2 & k 1 k n2k 72 ml w0 m®
SN ()R =25 (-1 —2(1- - =1,179...
2D =20 Ve < @k D) ( 3x3l 55l 7><7!+9><9!> ’

k=0 k=0
2 S 1=2 o
—I~1,8a10“ pres.
7T

3. (a) Cette fonction est celle définie en 0 et 7 est étudiée dans 1’exercice

La fonction f est 27-périodique, de classe C' par morceaux sur R et vérifie f(x) = w, en tout

réel x. D apres le théoréme de Dirichlet, la série de Fourier associée a f converge simplement vers f sur R.

T
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4.2. PROBLEME

De plus, puisque f est impaire, alors a,,(f) = 0 pour tout n € N, puis pour n € N*,

2 [_cos(nt)K _2 (1-— (—1)”).

™ n nm

b(f) = 2 /0 " sin(nt)dt =

s

Par suite, pour £ € N*, on a by, = 0 et pour tout & € N,

4

bok+1(f) = @kt

Donc, la suite de fonctions (.S, ),en+ converge simplement vers la fonction f sur R.

La suite de fonctions (.S, ),en+ ne converge pas uniformément vers f sur R car chaque fonction S, est
continue sur R mais la fonction f ne I’est pas.

(b) On constate que les courbes représentatives des fonctions S,,, pour n grand, sont presque verticales au

voisinage de ¢ = 0 ce qui indique un saut pour la fonction limite.

4. (a)Pourn € N*ett €e R\ 7Z,ona
n—1
sint x T, (t) = Z(sin t)(sin((2k + 1)t))
k=0
n—1

— % Z(cos(2k:t) — cos((2k + 2)t))
k=0

n—1
_ % " (cos(2kt) — cos(2(k + 1)t)
k=0

1
= 5(608(0) — cos(2nt))( somme télescopique)

- %(1 ~ cos(2nt))
= sin?(nt).

Puisque sin(t) # 0, T,(t) = Sigi((?)t). D’ol

sin?(nt)
sin(t)

Vn e N*, Vt e R\ nZ, T,(t) =

(b) Il est clair que la fonction ¢ — sin(¢) est croissante sur [a, b] C]0, 7/2[, donc pour tout ¢ € [a, b], on a
0 < sin(a) < sin(t). D’ou, Vn € N* et V¢t € [a, b],
sin?(nt) 1 1
. < = < = :
sin(t) sin(t) ~ sin(a)

Vn € N* Vt € [a,b], T,(t) <

(On prend M = #)

sin(a)

Remarque : On peut démontrer, pour ¢ fixé, que la suite (S, (t)),, converge en utilisant la transformation

d’Abel, avec A, = Ty, 41(t), ap = sin((2 + 1)t) et b, = 2n1+1'
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(c) Soientn > 1,p > 2ett € [a,b]. Vu que Ty1(t) — T(t) = sin((2k + 1)t), une transformation d’ Abel

fournit :

4 n+p—1 1
|Sntp(t) — Sn(t)] - kZ:;L 2k+1( k1(t) — Ti())
4 n+p—1 1 +p—
B kz:% or g1l z::
4 n+p 1 n+p—1 1
=— Z Ty(t) — Z T(1)
7| o 2k -1 = 2kt 1
4 1 g 1 1
=—|—FT, T.(t) — T, (t
m|2(n+p)—1 (8] + Z <2k:—1 2k+1) k() 2n + 1 (>|

S (R r+§( L)+ 5 m)
ST\ 2n+p) — Tt —1 2%k+1)"" 1"
4 1 Tt 1 1
< — + > ( )+
msin(a) \ 2(n+p) -1 | 4= \2k—1 S 2k +1 2n+1
4 ( 1 +< 1 1 )+ 1 >( télescopique)
= — somme teiescopique
wsin(a) \2(n+p) —1 2n+1 2(n+p)—1 2n+1 Pl
8

msin(a)(2n+ 1)

Ainsi, Vn > 1,Vp > 2 et Vt € [a,b], | Sn4p(t) — Sn(t)] < m. Quand p tend vers +oo an fixéett

fixé, on obtient

8
msin(a)(2n + 1)

Vn € N*,Vt € [a,b], | f(t) = Sn(t)] <

Donc la suite (wy,)nen+ cherchée est de terme général

8

“n = msin(a)(2n + 1)

On en déduit que Vn € N*, Supte[mb] ’f(t) — Sn(t)’ < m D’ou

lim sup Sn(t)] = 0.
Jm sup 17(0) = $u0)

Donc,

la série de Fourier associée a f converge uniformément vers f sur tout segment [a, b]

contenu dans |0, /2].

5. (a) Pour tout n € N* et tout ¢ €]0, /2], on a

n—1

S (t 42(:05 ((2k+1)t).
k=0
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Par suite, pour tout réel ¢ €]0, 7/2],

n—1
sin(t) x S (£) = % S sin(t) cos((2k + 1)t)
k=0

n—1
= % Z(sin(2/~c +2)t) — sin(2kt))
k=

)

s

et donc

2sin(2
Vi e N*,Vt € [a,b], S, (1) = m

Pour t €]0, 7/2],

T 2w (n—1)m 71'}.

' (1) = n2nt) =0t enlote ~Zeated L L TN
S,(t) =0 < sin(2nt) =0 & 2nt € 1Z < €o lete g g 5 g

(b) Soit n € N*. La fonction S), est continue sur |0, 7/2] et pour tout ¢ €]0,7/2], on a

, 2sin(2nt)
t) = ———~=.
Sult) 7 sin(t)
Soit x € [0, 7/2], alors
N _g/x sin(2nt)
S, () = /0 O
u du

Par le changement de variable v = 2nt, puisque ¢t = 5~ etdt = 5, on a

2 (2. sin(2nt)
n\Qn) = — ——=dt
S (@n) 71'/0 sin(t)
2/7r sin(u) du
7 Jo sin (%) 2n

1 /7 sin(u)
= — —du.
nm Jo sin(55)

Vn € N*, S, (an) = 1/ sinw) 4,

nm Jo sin (%)

sin(u)
nmsin(5-) "

(c) Soient n € N* et u €]0, 7]. Posons f,(u) = 11 est clair que pour tout n € N* la fonction f,, est
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continue sur |0, . En plus, on a

) L sin(u)
ngr—lr—loo fu(u) = ngr-&r-loo nsin(4-) '
_2 lim Sm w)

_ 2sin(u) .

U

2 sin(u)

qui est continue sur |0, 7]. Maintenant,
U

Donc, la suite ( f,,) converge simplement vers la fonction u +—

pour tout n € N* et u €]0, 7], puisque 5 €]0,7/2], en utilisant I’inégalité

U 2L U
n (L) > 2
2n T nmw

on en déduit que
sin(u) sin(u)  sin(u)

| fo(u)| = < = = g(u).

"~ nrsin (%) nmw L u

D’apres la question (1), la fonction g est continue et intégrable sur |0, 7], donc d’apres le théoréme de

convergence dominée, la suite (S, (cv,)) définie par Sy, (ow,) = [y fn(t)dt converge et

lim S,

™
— [ =
n—+oo (an) /0 S ( U

sin(u) [T 2sin(w) , 2]
ﬁdu _/0 du

U
2n

lim S, (ap) = g
T

n—-+o0o

(6. ) Pour n € N*, on a

sup [Sp(x) = f(z)| = [Snlan) = flan)| = [Sn(an) = 1].
z€]0, 5
D’autre part,ona lim |S,(ay,) — 1| = ‘ﬂ - 1’ # 0 d’apres la question 2. ¢), donc
n—-+00 ™

SUD, )0, 7 |Sp(x) — f(x)| ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo.

4.3 Description du phénomene de Gibbs

Le phénomene de Gibbs est, en quelque sorte, un « défaut d’approximation » pour une fonction continue de
classe C! par morceaux. Pour une telle fonction £, le théoréme de Dirichlet assure que la série de Fourier de f
converge simplement vers la fonction f sur I’intervalle ou f est de C! par morceaux. En tout point = de
continuité, la somme de la série de Fourier est f(x).

L’énonce du théoreme de Dirichlet ne doit pas faire penser que le comportement de la série de Fourier dans un
voisinage d’une discontinuité d’une fonction soit réguliere. En fait, a chaque fois qu’on approche la

discontinuité d’une fonction, des oscillationsﬂ dite de Gibbs, apparaissent. Méme en augmentant la quantité

1. Une oscillation est un mouvement ou une fluctuation périodique autour d’une position d’équilibre stable.
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de coefficients de Fourier les oscillations persistent. Si une fonction f est de Dirichlet, alors les oscillations a

f(z0+0)+f(z0—0)
2

gauche et a droite de la discontinuité en xg se compensent et leur moyenne coincide avec la

valeur de f dans la discontinuité. L’écart entre la valeur de la fonction f et la valeur du polyndme

trigonométrique S, dans un voisinage proche comme 1’on veut d’une discontinuité reste proche du 18% méme

S I

FIGURE 4.1 — Approximation du créneau aux ordres n = 10; n = 50 puis n = 250.

quand n — +o00.
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