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I- Espace vectoriel et champ de vecteurs

1- Espace vectoriel
1-1 Définition
On appelle espace vectoriel E sur un corps K, un ensemble d’éléments, appelés
vecteurs, qui satisfait aux propriétés suivantes :
1- E est muni d’une structure de groupe commutatif pour une loi de composition interne,
I’addition vectorielle notée +
2- Sidetpue K,onaV UetV e E:

MUHV) = AU+AV (A U=AU+uU
AMuO)y=(Ap)U L.U=U
1-2 Espace vectoriel Euclidien

Un espace vectoriel E est euclidien s’il est muni d’un produit scalaire ' qui a deux vecteurs U
et V' de E fait correspondre le nombre réel AU, V) :

AUV =AV,U) AUAV) = ARU,Y)
AUVAW) =fUV) + AU W)
AU,U)>0siU#0et AU,U)=0s1U=0
AU,U) est le carré de la norme de U noté //Ul//.

1-3 base d’un espace vectoriel
On appelle base d’un espace vectoriel un ensemble de n vecteurs {e;}de E, indépendants qui
permettent de décomposer linéairement tout vecteur de E :

n
U:le el'
i=1
Les coefficients x; sont les composantes de U dans la base considérée. La base est dite

orthonormée si Vi, j ¢ .ej:é}-.

2- Espace affine
2-1 Définition
On appelle espace affine & un ensemble d’éléments, appelés points tel qu’a tout couple

%
ordonné (A,B) de deux points A et B, on puisse associer un vecteur 4B d’un espace vectoriel
E. Si A, B et C désignent trois points de & on doit avoir :

- -
AB=—-BA AC=AB+ BC

- - .
Si O estun pointde &et Ve E, 3 un point unique A de & défini par OA =V



2-2 Espace métrique
Un espace métrique est un espace affine & auquel on a associé un espace vectoriel euclidien

%
E. La distance entre deux points A et A' de & n’est autre que la norme du vecteur AA4' :
e ~
AA'=04'- 04 =) (x;—x; )é;
i=1

- n
/1 AAY% =) (xi—x; )?
i=1

Dans I’espace affine physique a 3 dimensions, si les points sont infiniment voisins la norme
%

est donnée par : /1 AAY/? = ds? = dx? + dy? + dz?

3- Opérations sur les vecteurs

3-1 Produit scalaire

_ n ~ n
Le produit scalaire entre deux vecteurs U = Z“i e et V= Z"i e; est défini par :
i=1 i=1

o . n
U.V:Zu v, =//UJ] IV cosU , V)
i=1

3-2 Produit vectoriel
Le produit vectoriel entre deux vecteurs U et V est un vecteur W perpendiculaire au plan

— — — — — — — — —»Aa
formé par UetV noté: W=UAV etde norme //W//=//U//IVIIsinU,V). Ces

composantes dans la base {¢; } sont données par: w;, Zgyk Ujvy avec

J>

Eijk =0 si au moins deux indices sont égaux et Eijk =€ =1 dans une permutation

ikj ~ jlk
circulaire directe. Dans le cas d’un espace vectoriel a 3 dimensions ils s’écrivent :

W SUpVz —UzVy
Wy =3V — Uy V3

W est un vecteur axial qui dépend de Iorientation de la base.

3-3 Produit mixte

Il est invariant dans une rotation directe.

3-4 Double produit vectoriel
UNV AW)=(UW).V—- (UV).W



C’est un vecteur contenu dans le plan formé par V et .

3-5 Division vectoriel

Soient deux vecteurs U et ¥ non nuls. On se propose de déterminer I’ensemble des vecteurs
X solution de I’équation : UA X =V

X est le résultat de la division vectorielle.

La solution de la division vectorielle n’est possible que si U est perpendiculaire 2 ¥ puisque
UV=U.(UrX)=X(UAU)=0. En conséquence les vecteurs U et X sont contenus dans le

plan 77 perpendiculaire a V.

Soit X, o une solution particuliére : UX, 0=0
UA(U/\)?O):U/\ 1%

o o oo
(UX)U -U2X =U AV <

UnX=V L. _o. .
Ona . = UAnX-X))=0 = X-X,=4U (1eR)

La solution générale s’écrit alors :

_._\_'/v ﬁ —
X=Yela0 (e

4- Champ de vecteurs
4-1 Vecteur lié et systeme de vecteurs liés : Glisseurs

— —
Soit (P,N) un bipoint de ’espace affine &. La relation d’équipollence PN =P'N"' est une
relation d’équivalence qui défini un vecteur 7
de I’espace vectoriel E associ¢ a &.

Considérons la relation d’équivalence ‘R
définie sur I’ensemble des bipoints par :

IR (D)
(P,N)R(P',N')< PN=P'N'et P,N, P’, N’ sont alignés.

4-1-1 Définition
On appelle vecteur lié (glisseur) toute classe d’équivalence selon la relation R. Le glisseur

%
dont PN est un représentant est donc défini par :

- unvecteur V de E.
- un point quelconque P de son support D.

Le glisseur est noté (P, V).

4-1-2 Moment en un point d’un vecteur li¢



Le moment en un point 4 d’un vecteur 1ié (P, V) est un vecteur défini par :

- — —> .
M (V)= AP AV

Propriétés
- Le moment au point 4 d’un vecteur 1ié (P, V) est indépendant du point choisi, P, sur son
support (D). En effet : soit Q un point appartenant au support (D) on a :
B e e e -
M (N)=AP AV =(AQ+ QP)AV = AQ AV (vue que QP // V)

Il en résulte que le nouveau systéme de vecteurs liés est obtenu en faisant glisser le vecteur
sur son support d’ou la notion de glisseur.
- Relation entre les moments de deux points différents
Soient 4 et B deux points de I’espace affine &,

- — 4 — - _ —> -
M (V)=APAV =ABAV + BPAV
d’ou la relation

M ,(V)=M,(V)+ AB AV

4-1-3 Moment d’un vecteur li¢ par rapport a un axe
Le moment d’un vecteur 1ié (P, V) par rapport a un axe A passant par A de vecteur unitaire

e, est le produit scalaire

M, est indépendant du point choisi sur A. Soient 4 et B deux points de A, le moment par
rapport a A est :

M =8, M () =\ M g(P) + ,.(AB A 1)=&, 5()

4-2 Systeme de vecteurs liés : ensemble de glisseurs
4-2-1 Ensemble fini de vecteurs liés

Soit un ensemble fini de glisseurs (P ,171- )(i=1,2,...n). On appelle
— n —
- résultante de I’ensemble fini de glisseurs la quantité : R =Z V:

i=1

— u - —
- moment résultant au point A de I’ensemble des glisseurs : M , = Z APi AV,
i=l1

Propriété :
M, =Y APi AV, =Y ABAV, +Y BPi AV,
i=l i=l i=1

-~ -~ - -
M, = Mpy+ABAR



4-2-2 Ensemble infini de glisseurs
Soit ]”(P) un vecteur défini en tout point P d’un domaine E (champ de vecteurs), relativement

a la mesure du.. On associe a ’ensemble infini de glisseurs ( P, f(P))
- larésultante R = jf(P) du

PeE R ]7( P)
- le moment au point 4 ; MA = IAP A ]”(P) du Q)
PeE
En pratique f(P) peut désigner une densité de force linéique,
surfacique ou volumique. Elle peut aussi représenter un champ de vecteurs de vitesse ou

d’accélération. du est une mesure soit de longueur, de surface ou de volume ou bien une
mesure de masse.

Propriété
M= [APAJ(Pydu= [ABAF(PYdu+ [BPAJ(Pydu=ABA [ F(P)du+ [BP A J(P)du
PeE PeE PeE PeE PeE

- - - .
4-3 Champ de vecteurs antisymétrique

4-3-1 Champ de vecteurs
On appelle champ de vecteurs ou champ vectoriel toute application qui fait correspondre a

tout point A de I’espace affine &, un vecteur I_/> d’un espace vectoriel E de méme dimension
que & .

Exemple : Champ de vitesse, champ d’accélération, champ de force, champ électrique, champ
magnétique,...etc.

4-3-2 Champ antisymétrique

Définitions :

- -
1) Un champ vectoriel V' (A4) est antisymétrique s’il existe un vecteur R tel que: V A4 et B de

I’espace affine &on a :
_)

- - —
V(4)=V(B)+ ABA R

_)
On appele R le vecteur du champ antisymétrique.

%
ii) Un champ vectoriel V'(4)est antisymétrique s’il existe une application linéaire £
antisymétrique définie de E sur E :

- - —>
V(A)-V(B)=% (BA).

On rappele qu’une application linéaire est antisymétrique si #.£(V)=-v.£(u). Ses éléments

%
sont donnés par L, =u.£(V). L opérateur £ peut étre représenté par £=Rn.
Etant une application linéaire, £ peut étre représentée par une matrice antisymétrique qui
s’écrit dans la base {¢, }



- le 0 L23
- L13 - L23 0

%
En posant L, =-R,, L;=R,, L,; =—R,, on montre que £(¢,)= R ne,. En effet, nous
avons
—8l.ijk = Lij = —gl.jkek. R= —gl.jk (¢, ne;).R= gl.jkei.(R ne;)= gl.jkel. £(e;).
. % . . .
On dit que £est dual au 3-vecteur R . La connaisance de £ permet sa détermination

explicite :

3 - - - -
> El. /\£(El.) = Zél. A(R /\él.) = Z[(El..éi)R —(R.El.)él.] =2R
i=1 i i

Ce qui donne

= 1. -
R ZE?ei /\£(el.)

4-3-3 Equiprojectivité
%
Un champ vectoriel V' est équiprojectif si et seulement si V A4 et B de I’espace affine Gon a:

-> - > o
AB.V(4)= AB.V(B)
AC=BD

Proposition
Tout champ antisymétrique est équiprojectif et réciproquement tout champ équiprojectif est
antisymétrique.
) ) ) - - - > -
Considérons un champ antisymétrique V' : V(4)=V(B)+ ABA R
> - > o e
Ona AB.V(A)=AB.(V(B)+ ABA R)= AB.V(B).
. . % . . . _) _) _) %
Réciproquement si V' est un champ équiprojectif : AB.V(4)= AB.V(B)
-> > -
Ona: AB.(V(A)-V(B))=0
> o> o e
(OB-0A).V (4) =(OB-0A).V(B)
e - > o5 o -
(OB-0A).(V (A)-V(0))=(OB-0A).(V (B)-V (0))
%

- - - - - -
V' étant équiprojectif, alors OA.(V(A)-V(0))=0 et OB.(V(B)-V(0))=0

- > - - — - -
ce qui donne OB.W(A4)=—0A.W(B) avec W(A)=V(4)-V(0).

10



) - > - > - - - - -
En déduit que OAW(A)=—OAW(4)=0 = OA_LW(A) et on peut écrire W(A)= R A OA

- - - - -
Ou R est vecteur fixé. Il en résulte que : V(4)=V(0O)+ R AOA

II- Torseurs

Le torseur est un outil mathématique privilégié de la mécanique. Il lui permet une
représentation condensée et simplifiée. I sert & représenter le mouvement d’un solide, a
caractériser une action mécanique(force) a formuler le principe fondamental de la
dynamique(PDF) et a écrire la puissance d’une force extérieure appliquée a un solide.

1- Définition

— —
On appelle un torseur T, I’ensemble d’un champ antisymétrique M et de son vecteur R . On

-> > - -
lenote T=[R,M]. M et R sont les ¢léments de réduction du torseur T, le premier est son

moment alors que le deuxiéme est sa résultante(son vecteur). I s’écrit en un point P de
-> >
I’espace affine & : T=[R, M(P)].

— —
En général la connaissance de R et de M en un point particulier 4 de I’espace affine &
détermine complétement le torseur en tout point P de ’espace & :

- - - >
M(P)=M(A)+ R A AP

Remarque
Cette définition dépasse le cadre initial fixé par les théorémes généraux, puisque, méme en

I’absence de systétme de vecteurs liés, on peut associer un torseur T a un champ

antisymétrique. Par exemple le torseur cinématique T, n'est pas construit a partir d'un
ensemble de vecteurs li€s, mais a partir d'un champ antisymétrique de vitesse :

- - -> -
V(A)=V(B)+ AB A @
pour lequel le vecteur rotation @ n’est pas un vecteur lié.

Exemples de torseurs
1) Torseur cinématique : c’est le torseur vitesse d’un solide S en mouvement dans &
%

T (SIA) =[S/ A), V(S A)].

- - -
i1) Torseur cinétique de S dans &: 7,.(S/A)=[P(S/A4), o(S/A4)]. o est appelé moment

cinétique du systéme S.
1i1) Torseur force : torseur des actions agissantes sur S dans &

— — - -
TF(S/A) =[F(S/A),M(S/A)]. M est le moment de la force F au point A.

2- Propriétés des torseurs

2-1 Egalité de deux torseurs
Deux torseurs sont égaux si et seulement si leurs ¢léments de réduction sont égaux en tout
point P de I’espace affine &.

11



- - - -
=T < ! 2 <~ ! 2
- - - -
V Pe d; Mi(P)=M(P) 30 e 4: M1(Q)= M2(0)

2-2 Somme de deux torseurs

La somme de deux torseurs T; et T, est un torseur T :

-> o -> > e e
T=Ti+To=[R1,M1]+[R2,M2]=[R1+R2,M1+M?2]

2-3 Multiplication par un scalaire

- -
Si T estun torseur T =AT =[AR , AM] est aussi un torseur.

2-4 Torseur nul
Un torseur nul est un torseur dont les éléments de réduction sont nuls :

- -
T=0 < R=0 et M=0 en tout point P de I’espace & .

En conclusion I’ensemble des torseurs est un espace vectoriel de dimension 6(3

— —
composantes de R et 3 composante de M ).

2-5 Deérivée d’un torseur

Soit une famille de torseurs T, dépendants du temps t. les éléments de réduction de T, au

- -
point P s’écrivent : 7, =[R; , M(P)]. La dérivée de T, est définie par :

- —

th dR; th(P)]
de “dt ’ dt

2-6 Invariants d’un torseur

D’apres la définition d’un torseur on peut lui associer deux invariants scalaires et un

invariant vectoriel :

1) Invariants scalaires : V P et O de1’espace &on a:

R.M(P)=R.M(Q)= u=cst

PO.M(P)=PQ.M(Q)=cst
i) Invariant vectoriel

Il est défini par: I(P)= fl ~ R=cst
7|
2-7 Axe d’un torseur
2-7-1 Définition
- -

_)
L’axe centrale A d’un torseur T =[R,M]est I’ensemble des points P tel que M(P)est

—> - -
colinéairea R : A={P/ R AM(P)=0}
2-7-2 Equation de I’axe

12



- - —
Considérons un torseur T défini en un point A : T =[R,M(A)] avec R #0. On décompose

- ) - - - A7I//Al§:0
M(A) suivant: M(A)=M; +M 1 telque s =
Si P est un point qui appartienta Aon a:

R.M(A)=R.M(P) = M(P)=M,

A
H
On a alors \
— - - — —> - - - —> P }_é
: T S M(P)
On obtient I’équation M | = AP AR
. . . . > RAM .
qui par division vectorielle donne la solution : AP = "L AR
//RI/?
_)
o Rn M(A)

/IR//?

. > RAMA) 2, 2 =
Si on pose AH :W , AP=AH + A R . H étant un point qui appartient a I’axe A tel

- - -
que : AH | au plan formé par R et M(A). Donc I’axe central A est une droite de méme

%
direction que R et qui passe par le point H.
Remarques :

1) Si PeA, M(P)= R=1 c’est invariant vectoriel du torseur.

/IR //2

EA(EAM(A)):A}(A)+ A%(A))R_ R.R

Eneffet:]\}P:]\j[A+ =
®) ) //R//? // R//? /IR

M(A)

D’ou le résultat.

i1) Le moment du torseur est le méme en tout point de I’axe du torseur A :
Lo L — - -
R.M(H)=R.M(P),or M(H), M(P) et R sont colinéaires donc M(H)= M(P).

i) La norme du moment d’un torseur en tout point de I’axe A est minimale. En effet,
soient PeA et A¢ A

R.M(A)=R . M(P)
JIRI] 11M(A)/] cosO =//RII I/ M(P)/] = I/M(P)/] =//M(A)// cosO < /| M(A)//

2-8 Comoment de deux torseurs

Soient T; et T, deux torseurs dont les éléments de réduction au point P de & :
- -
Tl :[Rl :MI(P)] ) TZ :[R2 :Mz(P)]

Le comoment de T; et T, noté (T;,T,) est défini par le scalaire:
@ (P)=R,. M,(P)+ R, . M (P)

13



Ce produit est indépendant du point P, ¢’est un invariant scalaire.
En effet : soient P et QO deux points de I’espace affine &.

0 (P)=R . My(P)+ Ry . M, (P)=R (M (Q) + By A OP)+ Ry, (0) + B, A OP)
or B.(Ry AOP)=— Ry.(R, A OP) d'oti ¢ (P)=(0).
Exemples

1- Energie cinétique 7(S/ &) : 2T(S/A)=(T,,T;)=v.p+ 0.
2- Puissance des forces P(S/ &) : P(S/A)=(T,,Tp)=v.F +

3- Glisseurs et couples
3-1 Glisseur

3-1-1 Définition
Un glisseur est un torseur associ¢é a un vecteur lié (4,R)de champ antisymétrique

- > -
M ,(P)=PAAR. Le champ ainsi défini est le moment du torseur de vecteur R . On note le

- -
glisseur par : To =[R , M 4(P)]= 8.

Exemple :

Le moment cinétique d’un point matériel en mouvement de rotation dans un repére R est un
glisseur dont le torseur associé au vecteur impulsion (O, p) est

To=[p=mv,c,(P)=0P Amv ]
3-1-2 Propriétés
1) Support de Sa.

- - - .

Soit un glisseur 8a de vecteur R# 0 et de moment M ,(P)=PAA R, on appelle support de Sa
- =

I’ensemble des points P € & de moment nul : Supp §a = { P: M ((P)=PAAR=0}. C’est la

_)
droite passant par le point A et engendrée par R .
i1) Condition nécessaire et suffisante(CNS) pour qu’un torseur soit un glisseur

- si 3P € 6 : le moment M(P) du torseur est nul; i.e M(P)=0, ce torseur est un
glisseur.

%
- Siun torseur de vecteur R a un moment nul en A4, ce torseur est le glisseur associé au
vecteur lié¢ (4,R) .

- -
- Etant donné un point P € &, R et M(P) deux vecteurs perpendiculaires, il existe un
- -
glisseur et un seul ayant R pour vecteur et M(P) pour moment au point P:
> -
8=[R,M(P)]
Remarques

1) L’invariant scalaire d’un glisseur x=R.M(P)=0

14



i1) Le sous ensemble de glisseurs non nuls dont le support passe par un point A
donné, et du glisseur nul est un sous espace vectoriel a 3-dimensions de 1’espace

%
vectoriel des torseurs. Seule la donnée de R=(Ry,R),R;) permet de déterminer le

torseur glisseur.

3-2 Couples
Un torseur est un couple si et seulement si il posséde 1’'une ou I’autre des propriétés
équivalentes suivantes :

%

1- R=0

I

2- M=cst
Remarque

L’ensemble des couples est un sous espace vectoriel de dimension 3 de 1’espace vectoriel

des torseurs. Seule la donnée de M=(M .M y,Mz) permet de déterminer le torseur

glisseur.
4- Décomposition d’un torseur

4-1 Décomposition d’un torseur en un couple et un glisseur
Tout torseur d’éléments de réduction (4,R) et M(P)définis en un point P de I’espace

affine & peut s’écrire sous la forme :

> > — —
T=[R,M(P)]=[R,0]+ [0,M(P)]

= 8 + €
. . %
ou 84 est un glisseur dont le support A passe par A et il est paralléle a R et € un couple

ayant pour moment M(4).

Cette décomposition qui est unique montre que I’espace vectoriel des torseurs est la
somme directe du sous espace vectoriel des couples et des glisseurs non nuls de support

(4,R) augmenté du glisseur nul.

- .
Si 8a // € (R //M(P)), alors I’ensemble des points P n’est autre que 1’axe central A du

torseur T.

4-2 Décomposition d’un torseur en deux glisseurs

- -
Tout torseur T = [R,M(A)] peut étre décomposé en deux glisseurs définis en deux
points différents. En effet :

- - - N
Supposons qu’il existe un vecteur V' : M(4)=AP AV W)
Le moment au point P peut s’écrire: \

- - —> .
M(P)=M(A)+ PAAV=0
> >

T = [R.MA)]=[R.0]+ [0, M(A)]

- - - >
=[R-V,0],+ [V, M(4)] 4
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T=[R-V,0], +[V,0],
[R-V, 0] 4 est associé au glisseur (4,R-V) tandis que le torseur [V, 0] » est associé au
glisseur @.,7).

5- Classification des torseurs
La classification des torseurs se fait en fonction de I’invariant scalaire z(P)=R . M(P)

5-1 t(P)=0

Pour ce cas ou I’invariant scalaire est nul 4 cas se présentent :
o o

1) R= M =0 < T =torseur nul

L —

i) R=0et M#0 < T = ¢=torseur couple

Vue que tout torseur peut étre décomposé en deux glisseurs, le couple ¢ peut étre
décomposé en deux glisseurs paralléles, de méme norme et de sens opposés :

€= 10.M(4)|= [V 0]p+ [V, 0],
avec M(4) = A_;) AV
1i1) 73) #0 ; M(A)=0 < T =84 ;i.ctorseur glisseur avec A € A, axe du glisseur.
iv) R#0 s M(A)#0
Vue que y=R. M(P) =0, alors T est un glisseur.
Si B € A alors M(B)=0 et par conséquent M(4)=M(B)+ A_E? AR= A_E? AR =
M(A)LR.
52 u(P)+0

Le torseur T n’est ni un couple ni un glisseur. Cependant il peut étre décomposé en une
somme d’un couple et d’un glisseur tous deux différents du torseur nul :

T=8A+¢€ V Aeé.

6- Torseurs a structure
Un torseur a structure est un torseur défini en tout point P d’un domaine 2 relativement a une

mesure du. Ses éléments de réduction sont définis par :

- - -
Tr= jF(P) du ; j AP A F(P)du
PeD PeD
Propriété

- o
Soit T un torseur quelconque défini au point 4 : T = [R,M(A4)], son comoment avec le
torseur a structure est :

(Tr, T)= R. [APAF(P)du + M(4). [F(P)du
PeD PeD
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- - - -> o> .
= R. jAP/\F(P)der I(M(P)+PA/\R).F(P)du
PeD PeD

= [M(P). F(P) du
PeD

7- Equiprojectivité
Le champ des moments d’un torseur est équiprojectif. En effet on a :

M(A)=M(B)+ ABAR = AB.M(A)= AB.M(B)
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Cinématique du solide
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La cinématique est I’étude des mouvements des corps indépendamment des causes qui les
produisent. Elle s’appuie uniquement sur les notions d’espace et du temps.

I- Propriétés cinématiques du solide

1- Définitions
Un solide indéformable S est un ensemble de points matériels dont les distances mutuelles ne
varient pas au cours du temps. Mathématiquement on peut le définir comme un domaine (S)

de I’espace affine euclidien & tel que : V P,QeS  // P_>Q// =cst

L’ensemble d’un repére d’espace muni d’un repére de temps constituent un référentiel.

Dans le cadre de la cinématique classique on suppose que les référentiels sont munis de la
méme horloge (synchronisation) donc un temps universel absolu.

Dans 1’¢tude de la cinématique d’un solide (S) en mouvement dans & on utilise en général 3
types de reperes :

i- Repére absolu

C’est le repére du laboratoire qui sera noté R g: (O,f,]’,l;)

1i- Repére 1ié au solide S :

C’est un repére noté R : (O, iy, ]’S , l;s) dont la base orthonormée directe de I’espace vectoriel

E, (is, Js, ks), engendre les orientations de (S) lors de son mouvement dans R.
iii- Repéres intermédiaires
Il sont des reperes trés utiles dans I’étude des mouvements complexes (composés) des solides

dans R . IIs seront notés par R ;: (O, Z , ]l , lgl )

2- Champ de vitesse d’un solide
Soit (S) un solide en mouvement dans 1’espace & et soit P(¢) un point quelconque de (S)

- -

%
OP(t)= 00s + O5 P(t)

2-1 Définition
On appelle 17, (S/R), le champ des vitesses de S/R a I’instant # le champ qui pour tout point
P(t) € (S), on associe le vecteur vitesse de ce point matériel :
V. (S/R): Pe(S)—>V(PeS/R)= %
t

R
2-2 Propriétés du champ de vitesse

2-2-1 Champ de vitesse antisymétrique

Soient P(t) et O(¢) deux points de (§) en mouvement / R
/IP(H)O(1)//* = cste
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2PO(0).[ F(0eS/R)— (PeS/R)] =0
vue que V(P<(S)/R)#0 et V(Qe(S)/R)#0, on obtient

PO(E). F(Q<S/R) = PO(E). V(PS/R)

Le champ de vitesse I7t (S/R) d’un solide est un champ équiprojectif donc antisymétrique.

2-2-2 Torseur cinématique(torseur de vitesse)

I7t (S/R) étant un champ antisymétrique, alors V P,Qe(S)3 a tout instant ¢ un
vecteur @ (S/R):

— - —>
V(QeS/R)-V(PeS/R)=PO A @, (S/R)
On note alors le torseur cinématique par :

T, =[@(S/R) , /(S/R)]
dont les éléments de réduction sont :
@(S/R): la résultante de 7,. C’est la vitesse instantanée de rotation du solide S/R
V(S/R): le moment de 7,
La loi de transformation des moments d’un torseur permet d’obtenir la vitesse en tout point

P € (S) en fonction des éléments de réduction du torseur 7, en un point particulier :

V(PeS/R)=V(QeS/R)+ I?Q A @XS/R)

2-3 Axe du torseur cinématique T,

Si le vecteur @(S/R)#0, I’axe du torseur 7, est ’ensemble des points P e A, axe centrale
du torseur, appelé aussi axe de viration ou axe instantané de rotation et de glissement dans le
mouvement de R /R tel que &(S/R)/V(S/R) ona

VPeA &S/R)=a V(P/R)

V(0 € S/R)=V(PR)+ a V(P/R) A PO

On constate que a tout instant ¢ le mouvement du solide peut étre décomposé en un
mouvement de translation, le long de ’axe instantané de rotation, de vitesse V(P e A) et d’une
rotation instantanée, autour de 1’axe instantané de rotation A, de vitesse angulaire @(S/*R).

L’axe du torseur 7, n’est autre que 1’axe de rotation instantanée de S/R . Alors la vitesse des
points P € A est minimale.

- > % S
L’axe central est défini par: A=\ P/ OsP = a)(S/S}E) A V(05 /R) + AaXS/R)
@%(S/R)
~ ~ -
V(P)=W(Og)+ a(S/R) A Og P
— V(Os)-l- . V(Os /SR)C_[) X I}'(OS)

@*(S/R) @*(S/R)
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F(PeA)= % HS/R)

avec 1(Oy)=a(S/R). V(O5 /R)
Si 1= 0 on a axe de rotation.
Si ¢ # 0 on a axe de viration

3- Champ des accélérations
Par dérivation de la relation d’antisymétrie du champ de vitesse

_ _ —>
V(M) =V(A)+ aXS/R) A AM
on obtient le champ d’accélération dans un solide :

5 — —
AMeS/R) = HAe S/R) + @@1 A AM + @&S/R) A (HS/R) A AM)
Le champ d’accélération y, (S/R) n’est pas un champ antisymétrique.
II- Mouvements d’un solide

1- Définition
On distingue en général différents types de mouvements d’un solide (S) /R :

i- Mouvement de translation
1i- Mouvement de rotation autour d’un axe ou d’un point
iii-  Une composée d’un mouvement de translation et d’un mouvement de rotation.

Considérons deux points A et B d’un solide (S) en mouvement par raport a un repére R dans
I’espace affine &. Ces deux points effectuent deux trajectoires différentes

S(t1) S(1)

u est le vecteur unitaire qui engendre les orientations de la droite AB au cours du temps.

dAB ) Doy dii — Gimn Toan -
4B _ 33/ i - 7(B) Vi) = S/ R) » 4B

Différentes situations sont possibles :

i- si u(t)= c_s>t, alors V(4eS/R) =V (BeS/R) on dit que (S) effectue un mouvement
de translation. Dans ce cas @(S/R)=0et 7, est un couple de moment
V(M /R) ((P<S)=0)

1i- st u(t) # c_s>t et u(P)=0

a- si  @(S/M)=0, alors &(S/R).V(P)=0 vue que (P)=0. T, est donc un
torseur glisseur dont les points situés sur 1’axe centrale du torseur ont une
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vitesse nulle (VPeA V(P)=0). On a un mouvement de rotation de (S)
autour de A. Deux cas se présentent :

a) @(S/R)//e, (€, estun vecteur unitaire port€ par I’axe A). Si 3 O :

V(05 )=0 alors V(PeA)=W0Os)+@&S/R) A o?P =0. Donc

VYPeA V(P)=0.

b)si @S/R) LV(M/R), alors (S) est animé d’un mouvement "plan sur plan".

b- Si3 05 € (S): V¢ V(O;)=0, alors (S) effectue un mouvement de rotation
_)

autour du point Os : V(P eS)=&S/R) A Os P

%
iii- si i(f) # cst et A aucun point de (S) fixe dans R, alors le mouvement de (S) est la
composée d’une translation et d’une rotation.

2- Rotation autour d’un axe fixe
2-1 Définition

Le mouvement d’un solide dans I’espace affine & est un mouvement de rotation autour d’un
axe fixe si et seulement si 3 deux points matériels distincts de (S) qui soient fixes dans &.

Si A et B sont deux points de (S) fixes dans &,
il en résulte que tous les points sur la droite AB
restent fixes. C’est 1’axe de rotation de (S)/R noté A. fot

si on prend A/é;, VPeA V(P)=0

z

et VMe(S) V(M)=dd&S/R) A OM car V(0)=0

- . —> . —>
VIMeS)=pe: N\OM =pe; NIIHM//é, Q

_ . —> X
V(M eS)=p//HM// &,

Les points matériels M effectuent un mouvement de rotation circulaire autour de I’axe Oz et

_)
de rayon /HM//=p.
2-2 Propriétés

i- Le torseur 7, est un glisseur d’axe Oz : 7, = o= [gb e, ,0]
i AM eSIRy=ppéy—pp2Ep=7, +7n
iii- si @ =cste, le mouvement de rotation est uniforme.

2-3 Mouvement hélicoidal simple

2-3-1 Définition

Un mouvement hélicoidal simple est une combinaison d’un mouvement de translation
rectiligne et d’'un mouvement de rotation autour d’un axe parallele a la direction de
translation.

Considérons une translation paralléle a ’axe oz = A (axe de rotation de (S)/R). Soit A un
point €(S) sur oz

. —> —
Si on pose OA=h(t) k
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z
- . - -
VMeS WVIMeS)=ht)k +a(S/R)A AM
- . - [, —> Vs
VIMeS)=ht)k +pk n AM Zs
2-3-2 Propriétés A
i- L’invariant scalaire et vectoriel de T, ¥
1 =@(SIR).V(MeS) = 1) h(?) . e) 10
R/ h+ =~ - - Xg :'_.-‘
I="—@k=hk=V(4eR;/R) 0 ;
. 2 x ::-'
@

L’invariant vectoriel n’est autre que la vitesse de translation du solide le long de 1’axe
oz. On I’appelle vitesse de glissement.
1i- Classification des mouvements

a- st u(M)=0

Soit (p =0, on a un mouvement de translation rectiligne parallele a oz. T, est un
couple.

Soit £=0, on a un mouvement de rotation autour de oz. T, est un glisseur d’axe
0z.

b- w(M)+0
Le mouvement est une combinaison d’un mouvement de translation paralléle a oz

et d’un mouvement de rotation autour de oz. T, peut étre décomposé en un couple

- . - -~ >
¢=10,1]etun glisseur § = [p k ,0] paralleles a I’axe du torseur £ =0z qui est

aussi I’axe de rotation.

On note finalement que si (p =cste , le mouvement hélicoidal est uniforme.

3- Rotation d’un solide autour d’un point : angles d’Euler

Un solide (S) est en rotation autour d’un point fixe O de fR si il existe un point Os de Rs,
repere i€ au solide (S), qui coincide a tout instant avec le point O.

Angles d’Euler

Les angles d’Euler, qui sont en nombre de 3 (y, 6, @), constituent un paramétrage de la
rotation d’un solide (S) autour d’un point O. Leurs variations au cours du temps engendrent la
rotation du solide (S) autour de O.
Considérons un solide (S) en rotation autour d’un point fixe O, origine du repere R fixe.
Supposant qu’ar=0R=R;.
Soient R(O, X, y, Z) le repere fixe et R (O, Xs, Vs, Zg) le repere 1ié au solide. Supposant que
Oz et Oz ne soient pas colinéaires (si non ce serait une rotation autour d’un axe fixe). Alors
les plans (O, x ,y) et (O, xs, ys) se coupent suivant une droite sur laquelle on choisira I’axe Ou.
Cet axe est appel¢ ligne des nceuds.

Soient les reperes orthonormés directs intermédiaires R,(O0,u,v,z) et R (O,u, w,Zs). Le

passage de R(O,X,y,Z) a RO, Xs, ys,Zs) se fait par ’intermédiaire de R; et R, en
effectuant 3 rotations :
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A

1- une rotation d’angle y autour de 1’axe Oz : précession

AR, IR) =wk y
R0, X, y,Z2) —> R,(0,u,v,2)
U =Ccosly X +siny y v % i

v =-siny X +cosy y
qu’on peut écrire matriciellement 7

0 2
(L_Z)_ cosy siny (g) X
v/ -siny cosy )\
u(t) est appelé angle de précession.
2- une rotation d'angle @ autour de 1'axe Ou : nutation
AR, /IN,) = i z
RO,u,v,2)  —> Ry (O,u,w,Z)
w=cosdV +sinb z Z 0 w
Zy =-sin@ v + cosf Z a f
qu’on peut écrire matriciellement
0 -
v

w _( cosd sin@)(\;)
Zg ) \-sinf cosf
At) est appelé angle de nutation.

3- une rotation d’angle ¢ autour de 1’axe Oz : rotation propre

AR /R,) = @,
SRZ(Oa ﬁa 17{/, ES) _) SRS(Ozv -i’:Sa ;S: ES)
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=

Xg =cos@u +sing w -

\e

Vs =-SInQ@ i + cosQ w
qu’on peut écrire matriciellement

(is]:( cosp sin(p) (ﬁ ]
T -sing cosgp )|

¢(t) est appelé angle propre.

<)

Le mouvement de rotation de Ry/R est composé de 3 mouvements successifs et chacun
des mouvements est une rotation autour d’un axe fixe. D’apres la loi de composition des
vitesses de rotation on a :

A Rs/R)= (R, /R) + AR, /R + ARs/R,)
Ce résultat peut étre déduit d’une autre manicre :

— —>

VIMeR, /R)=a(R,/R) A OM

- —>

— —>

VIMeRs/R,) = Rs/Ry) A OM

_ -

V(IMeRs/R)=a(Rg/R) A OM
Ce qui conduit a

_ —> _ —> _ —> _ —>
A Rs/N) A OM= (R /R) A OM + (R, /R)) A OM + XRs/R,) AOM
d’ou le résultat
O Rg/R) =y Z +0ii + ¢ Z
III Changement de référentiel

La cinématique des mouvements complexes dits composés nécessite I’introduction de repéres

intermédiaires R; . Le passage d’un référentiel a un autre se fait par I’intermédiaire des
relations générales.

1- Dérivation composée

Soit un vecteur U de I’espace vectoriel E a 3 d variable dans le temps par rapport aux deux
repéres R(O, 1, J, lg) et R(O,7" ], 1?)

U=x(2)i +y(t) j+2(8) k =x @) '+ y'() J+ 2O K

‘il—[t]/m:kf+jz]+él€
A ey 2R

J AT Ty, \ i ,d_:' , I
or a;,—[t]/m:xl+y]+zk+x%/m+y$/m+z%/m
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d’ou ii—ltf/m = Ciz’_[t]/m' + ARYR) A xi '+ ARIR) A '+ HRYR) Az

62—1{/% - 62—?/%. +ARIR)AT
Remarque

On peut utiliser la relation des vitesses du solide pour déterminer la loi des accélérations a
partir de la dérivation composée.

. - —>
V(AS/R) = V(BESIR) + AB A H(S/R)

-~ - -
d(4eSIR), _ dV(BESIR),  gaB, . - > d@(SIRN)
gy = g+ 4B A (SR + AB AT

- AS/S —
HAS/R) = HBS/R) + AB A %tm)/m + (&(S/R) A AB) A HS/R)
2- Composition des vitesses

2-1 Loi de composition
Soit un solide (S) en mouvement par rapport a R et a R’ et soit M e (S).

— —
A(MeS/R) = dg—tM/m . AMeS/R)= dg—tM/%.

- - —
Or OM =00'+O'M

- - = -
Pves/ i) = 4G 1y = 4G 15 + 4G 1

. — —>
=V(O'/R)+V(M/R")+ &(R'/R) A O'M
- - -
VIM/R)Y=V(O'/R)+ & R/R) AO'M +V(M/R")
V(M IR =V, (M) + V(M /IR
La vitesse de M e (S) est décomposée en deux termes :

— — —
- Ve (M)=V(O'/R)+ d(R/R)AO'M , c’est la vitesse d’entrainement ou la vitesse du point

coincidant M* & I’instant t supposé fixe dans R mais a les mémes coordonnées que M a cet
instant.

- V(M eS/R'), c’est la vitesse relative de M/R'.
D’apres le théoréme du point coincidant la vitesse du point M € (S) peut s’écrire :
V(M /R") = V(M*eR'/R) + V(M /R")

2-2 Torseur vitesse dans un mouvement composé

Soient R, un repére lié au solide (S) en mouvement /Ry, R; un repére intermédiaire en
mouvement /Ry et M € (S) fixe dans R,. Les éléments de réduction du torseur vitesse du
point M de S/R, sont :

THMEeR,/Ry) =[ARy/Ry) , V(M eR,/R)].

De méme les coordonnées des torseurs vitesse du point M € R,/R; et celui du point
coincident M € R,/R, sont respectivement :

T M ER/R)) =[AR,/R)), (MR, /R))]
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TIOM R, /R =[AR,/Ry), V(MR /R)]
D’apres la loi de composition
MMeR, /Ry =V(MeR,/R)) + V(MR /R,)
il en résulte la propriété d’addition des torseurs :
2-20 =72l 4 2'10
Cette relation peut étre généralisée a plusieurs reperes intermédiaires :
pl
T PO _ Zz.z+l )
i=0
Conséquences
i- TV 47/=7ii=0 = 7V =-7/", C’est le torseur vitesse inverse de 77 .
ii- La loi de décomposition des vitesses d’un solide (S) dans un repére est valable aussi au

niveau des torseurs.

3- Composition des accélérations
Par dérivation de 1’équation

— . —> .
AMIR)=V(OVR) + AHRIR) A OM + V(MR

on obtient
% —
~ e da(R'/R) s L et dO'M dV(M/R")
R — S YAV Y RS
AMEeS/R)=AO'/R)+ 7 /mAOM+a)(R/R)/\ 7 /SR“' 7 /SR
or

dOM JOM "4
7 /g = 7 /g + ARYR) A O'M

% ' (M /R -
d V% P =2 V(Adlt PR o+ GARUR) A M IR
Il vient
AMESIR) = 7, (MIR)+ 70 (MIR) + 7 (MIR)
avece
_ n dV(M /R
7ot vy = LU,

(R — —
e(M/R) = KO'/R) + w% AOM + BRIR) A (ARIR) A O'M)

Fo (M/R) =2 AR/R) A V(M /R

I'V- Cinématique des solides en contact
1- Définition
Deux solides (S)) et (S;) en mouvement dans R
sont dits en contact si a tout instant ¢, il existe au moins
un point [} € (S;) et I, € (S;) qui soient en contact.
Soient :
ns1(I) : le plan tangent a (S) au point I;
ns2(1) @ le plan tangent a (S,) au point I,
'
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n(I) : le plan tangent a (S;) et (S;) au point |
Le plan 1t est normal a 7.
On distingue au contact de (S;) et (S;) 3 points :

i- Le point géométrique de contact I. C’est un point fictif qui varie avec les
mouvements de (Sy) et (S2). Ona V(I/R)ex , VI/(S,))#0 et VI/(S;))#0.
1i- Le point I; € (S)) ; il coincide avec I a I’instant considérée.

Iy e(S))/R) e mg ) et VI €S, /S,)#0
iii- Le point I, € (S,) ; il coincide avec I au méme instant. 17(126 (SH)/R) e mg(1,) et

V(I,€8,/5,)#0
2- Vitesse de glissement

2-1 Définition
On appelle vitesse de glissement de (S;) sur (S;), notée I7g ({;), la vitesse de I, par rapport
a (S,) et elle est donnée par : I7g(1l )= 17(11 €S, /$,).
D’apres la loi de composition des mouvements de I; entre les référentiels R et Rso ona:
VI, 1R) =V, 1S,) + (1, /R) 5 vue que Ve =V(I,/R).
D’ou
VeI,) =V, €8, 1Sy) =V, IR) - V1,/R)
2-2 Propriétés

1- La vitesse de glissement ne dépend que des solides en contact. Elle ne dépend pas
du référentiel R par rapport auquel (S;) et (S,) sont en mouvement.

ii- VI, €8, /5))=-V1,eS,/S|)

1ii- I7g e r. En effet, d’aprés la loi de composition des vitesses pour (S;) et (S;) ona :

VIR =W(1/S,) + V(L /R)=V(1/S, )+ V(I IR)
ot V() =W1 €S, /S,)=VUIS,)-VIIS)).
Puisque V(I/Sl) et V(I/Sz) € 7 alors Vg ET.

1v- Si A est un point fixe eRg; , alors par la propriété d’antisymétrie on a :
%
2-3 Exemples
A- Disque vertical en contact avec un plan

(S)) est le disque de rayon r Y
(S,) est le plan horizontal fixe.

La vitesse de glissement est :

Vg =V, IR) —V(1,/R) RN

_ - _ - -
VI, I'R) =V(CIR) + axS; /'R) ACIH ]

=xi+r0jnk -

~.
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V(I,/R)=0

Veg=(x+r0)i

La condition du roulement sans glissement se traduit par :
Vg=0 = x+r0=0= Ax=—rA@

Cette relation traduit 1’égalité des longueurs parcourues par le point géométrique I sur le
disque et sur la droite (Ox). Le signe (-) traduit la diminution de 8 quand x augmente.

B- Disque en contact ponctuel avec un guide circulaire en mouvement

(Sy) est le disque de rayon r

(S,) est le cerceau de rayon R. ,
(S2) effectue un mouvement de rotation
autour de I’axe Oz. Les angles fet ¢ fixent
la position d’un point du disque (S;) tandis
que I’angle « fixe celle du guide (S,)/ R 0

Vg =V, €8, /R) — V(I S,/R) S, ;

S>

VI, €8; /R) = V(CIR) + @S, /R) A ch
—R=) O F+ @+ Ok Ari" a
=RO+r )] .
Al/R)=Ra

Ve=(RO+rp-Ra)

Le roulement sans glissement est: R@+r @-Ra =0

Sile guide est fixe ; =0 = RO=-r¢p
3- Roulement et pivotement

3-1 Définition

Soient (S)) et (S2) deux solides en contact ponctuel

Au point /. Les plans tangents /k; et /& en [ et I

Se confondent et ont pour normale 7.

Le vecteur rotation @S, /S,) = a(S; /R) — (S, /R) S
2

peut étre décomposé suivant la normale 7 et la tangente au plan 7)) :

xSy 1S) = n(S) /Sy) + @y (S, /S,)

(S, /S,) est appelé vitesse angulaire de pivotement.

@y (S| /S,) est appel€ vitesse angulaire de roulement.
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V- Mouvement plan d’un solide

1- Définition
On appelle mouvement plan d’un solide (S)/ R, un mouvement tel qu’ il existe un plan

[T € (S) qui se déplace dans un plan parall¢le a un plan IT fixe dans R .

La section du solide liée par le plan IT est donc une figure qui évolue dans R sans se
deéformer.

Exemple : Cylindre en mouvement dans le plan xOy qui coincide avec un plan de section
droite.

C étant le centre de la section droite .
IT=(xOpy) est le plan fixe dans R .

ITs =(x'0'"y") est le plan qui coincide

ave le plan IT a tout instant mais V(I1;/IT)#0.

La position de I'T/IT est en général donnée par 3 paramétres.
Dans le cas de cet exemple elle est déterminée

—> A
a partir du vecteur OC et de I’angle €= (x,x).

2- Centre instantané de rotation(CIR)

Considérons un mouvement plan de (S)/R et soit Il e(S) le plan qui se déplace

parallelement a un plan IT fixe dans R. I est constamment li¢ a la section de (S) par I1.
Si o(S/R)#0, I'axe instantané de rotation et de glissement A existe et il est

perpendiculaire au plan IT et Il. Il coupe ces plans en un point / dont la vitesse est

colinéaire a @(S/N), V(IEA):%@, et en méme temps contenue dans Il;. Donc
@
VI/R)=0.

2-1- Définition
Le centre instantané de rotation (CIR) du plan IT;, a la date ¢, est le point 7 €(S) dont la

vitesse par rapport a est nulle , V(Z/ell;/R)=0.

_)
VIl /TT) =05 el /TT) + @1 /R) A Og
- - . -
vue que @ L OgI on obtient Os1 = A(ITs/R) A V(O elly/T)
@*(ITg/R)

Donc le point / (CIR) existe et il est unique. Ainsi la connaissance du mouvement de ITy/T1

fournit analytiquement le CIR et en conséquence on a pour tout point M eIl
- —>
V(M ellg)=a(S/R) A IM
La vitesse de tous les points liés au plan I est la mémes que dans une rotation @ autour

— - -
du point /. IM 1 plan (@, V(M /R)). Vue que IM L V(M/R)), le CIR est situé, a un instant
donné, sur les normales aux trajectoires dans le plan fixe des points liés au plan mobile.
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2-2- Exemples
2-2-1 Mouvement plan d’un cylindre qui roule sans glisser sur le sol

Le mouvement se ramene a celui d’un disque y
en contact ponctuel avec la droite Ox d’un Y /\

repere fixe R(0,x,),z). la vitesse de glissement est :
Vg =V(Ielly/R) - V(1Ox/R). o I,
Or M(I € Ox/R) =0, ce qui conduit dans le

cas de roulement sans glissement a VI eTly/R)=0. O \
Donc le point / est le CIR. x’
On peut déterminer la position du CIR analytiquement :
> AIlg/R) AV(O/R)
ol = —
@

L - - o o _

Or Vg =V elly/R) =VO/R)+ xS/R)AOT=(x+rb)i .

La condition de roulement sans glissement implique : ;c: -r 5, d’ou on obtient
- -

Ol=-rj.

2-2-2 Barre contre un mur B

Considérons une barre AB de longueur /¢ et de centre C

en contact par ces extrémités A et B avec deux plans
perpendiculaires Ox et Oy.

Les points A et B décrivent respectivement les axes Ox et Oy :

- - ~ -
V(A/R) = aX(AB)/R) A 14 V(B/'R) = a((AB)/*R) A IB
Puisque 7(4) et V(B) sont portées respectivement par les axes Ox et Oy, il en résulte que

le CIR, /, se trouve sur la normale en A a Ox et la normale en B a Oy. 1l est I’intersection
des demi-droites Ay et Bx.

VI- Paramétrage d’un solide- Liaisons

1- Parametres primitifs d’un solide

La position d’un solide en mouvement dans 1’espace se défini généralement au moyen de
6 paramétres : 3 paramétres de translation qui sont les coordonnées (x,y,z) d’un point
quelconque du solide qui est généralement son centre d’inertie et 3 parametres de rotation
qui sont les angles d’Euler (y,6,¢). Ce sont les paramétres primitifs du solide.

Cependant certains de ces parameétres peuvent étre liés ou plus qui dérivent de certaines
conditions particuliéres tel que le roulement sans glissement et les liaisons. On appele
degré de liberté, le nombre de paramétres primitifs indépendants.

2- Liaisons
2-1 Définitions
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Les solides ne sont généralement pas libres dans 1’espace. Leurs mouvements sont
nécessairement limités par les propriétés de la matiére : impénétrabilité, obstacles
extérieurs, état des surfaces de contact,...etc.

Les liaisons sont les relations existantes entre les paramétres primitifs, leurs dérivées et le

temps, pour traduire ces limitations. Ce sont des équations du genre f({g; },{g;},)=0, ou

les g; sont les paramétres primitifs du solide.

Pour classer les liaisons, on distingue :

i- Liaisons bilatérales et liaisons unilatérales

Une liaison bilatérale se traduit par des équations alors qu’une liaison unilatérale introduit
au moins une inéquation.

ii- Liaisons holonomes et liaisons non holonomes

Une liaison holonome est une liaison qui se traduit par des relations entre les parameétres,

et éventuellement le temps, mais a I’exclusion de leurs dérivées : f{{g; },1)=0.

Une liaison dite nonholonome dans le cas contraire. Une liaison est semi holonome si les
dérivées des paramétres interviennent linéairement.

1ii- Liaison dépendante du temps et liaison indépendante du temps

Une liaison est dite indépendante du temps lorsque celui ci n’intervient pas explicitement
et dépendante du temps dans le cas contraire.

2-2 Exemple
i- Pendule simple

Le systéme posséde 3 paramétres OM(x,y,z) qui sont liés par OM2 = (2 0

La liaison est holonome. Elle est bilatérale si le support est inextensible

et indépendante du temps si le point O est fixe. M
ii- Solide en rotation autour d’un axe

Les mouvements du solides sont limités a la seule rotation autour de I’axe. En fixant deux
points de I’axe on obtient 5 équations entre les parametres primitifs. Il reste un paramétre
libre. Le systeme possede donc un degré de liberté, 1’angle y par exemple.

iii- Solide en rotation autour d’un point

Dans ce cas, seul un point est fixé (3 relations). Il reste 3 degrés de libertés y, 6, ¢ angles
d’Euler.
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ChapllIl
Cinétique du solide
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La cinétique du solide est 1’étude de la dynamique des masses pesantes. Afin d’exprimer les
concepts cinétiques qui apparaissent dans les lois de la dynamique et qui relient d’une part les
¢léments cinétiques, quantité de mouvement, moment cinétique et moment dynamique et
d’autre part, les forces et les moments qui s’exercent sur les systémes la cinétique introduit
certaines grandeurs d’inertie : Masse d’inertie, centre d’inertie et moment d’inertie.

I- Eléments d’inertie

1- Masse
Dans I’étude dynamique d’un systéme matériel, on lui associe un nombre positif re¢l qu’on
appele sa masse inerte, possédant les propriétés suivantes :

i- La masse est une grandeur extensive (additive) ; M :Zml-
i

1i- En mécanique classique la masse est indépendante du temps.
La masse d’un systéme S fini de points matériel est la somme des masses m; de chaque point

B eS:M=>m.
i

Pour un systéme continue, si dm est la masse associé a un élément du systéme matériel dE

alors la masse est définie par m :J-p dE .
E
e Si E est un volume (distribution volumique) :
p est la densité volumique du systeme et dE = dV est I’élément de volume.
e Si E est une surface (distribution surfacique) :
p = oest la densité surfacique du systéme dE = dS est I’élément de surface.
e Si E est une courbe ( distribution linéaire) :
p= A estladensité linéaire du systeme et dE = d ¢ est I’élément de longueur.

2- Centre d’inertie

2-1 Définition

On appele centre de masse d’un systéme matériel S, le barycentre des différents points de S
affectés de leurs masses respectives. Ainsi, pour un systéme de N points matériel le centre de

masse est le point G défini par :
%

> N - N
OG:ﬁZ;mi OP. ou Z;ml- GP. =0
1= =

ou le point O est une origine quelconque et M est la masse totale du systéme, M :Zml- .
i

Si la distribution de masse est continue on a :

- - -
oG = dm OP ou dmGP=0

ﬁj‘ PeS J‘ PeS

Il y a 3 types de distribution de masse :

i- Distribution volumique : dm = pdV
1i- Distribution surfacique : dm = o dS
iii- Distribution linéique : dm =4 dl.
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2-2 Propriétés
2-2-1- Associativité
Soit une partition d’un systéme S en n ensembles disjoints Sy de masse my et de centre
d’inertie Gy. Si G est le centre d’inertie de Son a :

— - —
[ pog dmGP=0 ot mGG=| pes, 4 GP
N - -
Or [,  dmGP =; | pes, i GG+ ; | pes, i GieP
-
=2 m GG,
k

%

dou D m, GG, =0.
k

Donc G est le centre d’inertie des points Gy affectés des masses respectives my :
%

- & Il
MOG =) m, 0G, ; M=>"m,
k=1 k=1

Si un systéme matériel est une somme de systémes matériels simples, cette propriété
permet de concentrer la masse de ces parties en leurs propres centres de masse puis de
déterminer le centre de masse de I’ensemble.

2-2-2- Symétries matérielles

1- Définition
On dit qu’un systéme (S) posséde un élément de symétrie matérielle (point, droite, plan)
si la distribution de masse en tout point P est gale a celle en P’ point symétrique de P par

rapport a cet élément de symétrie : p(P) = p(P’).

Exemples :
i- La boule B(O,R) admet O comme point de symétrie matériel
1i- La % boule d’axe Oz et le cone d’axe Oz admettent tous deux 1’axe Oz comme axe

de symétrie matérielle. C’est un axe de symétrie de révolution.

2- Propriétés

i- Si Un systéme admet un point 4 comme point
de symétrie matérielle, alors le centre d’inertie
G coincide avec 4. Exemple la boule B(O,R),
une tige homogene,...etc

ii- Si un systéme admet un axe de symétrie
matérielle A, alors le centre d’inertie G eA.
Exemple %2 boule, cone,..etc

P1 P2 P1 Pl'

P,

N}v

P3 %

-
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ili- Si un systéme admet un plan de symétrie matérielle IT alors le centre d’inertie

Gell.
Exemple (%2 boule U cone).

En résumé, si un systéme posséde un élément de symétrie matérielle ce dernier

contient le centre d’inertie.

2-2-3- Détermination pratique du centre de masse
1- Regles a suivre

i- Rechercher les ¢léments de symétrie car ils contiennent le centre de masse.

ii- Décomposer le systéme si c’est possible en parties disjoints simples et d’en
chercher la masse et le centre d’inertie partiel.

iii- Utiliser les formules générales tout en employant les axes de projection les plus
commodes.

iv- Utiliser si c’est possible les méthodes auxiliaires (théoréme de Guldin ,

coordonnées polaires, projections,...)

2- Exemple de calcul d’un centre de masse

Considérons un systéme constitué d’un cone plein G(C,R) de hauteur 4, de rayon a la base

R et d’une Y5 sphére pleine B(C,R) de centre C et de rayon R.

Le systéme posséde 1’axe Oz comme axe de symétrie

de révolution. Alors le centre d’inertie se trouve sur
%

laxe Oz: OG=z;z

On décompose le systéme en deux parties simples

§=8, US, avec §1= B(C,R) et 5 =G(C,R)

e C(Calcule de centre de masse de S;.
L’équation de la %2 boule B(C,R) est :

x2+ 2 +(z—h)? < R?
z>h

%

_>
m OG, = p jSl OP dv,

Or ,o:ﬂ ™

=—1 et dVy =27 r2sinf dr d6
V1 2/3 7R3 1

En posant z” = z-h = rcos 6, on obtient

3
= '+ dV,
ZG1 R -[51 (z'+h) 1
R /2 R3
-3 J-rz dr jsin900s9d¢9+h—
R3 3
0 0
_3
ZGl —8R+h

e (alcul du centre de masse du cone G(C,R)
L’équation du cone est
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{xz +y2 <r?

avec tanga =& =L
z<h h z

- -
S,
avec de =rrldz.

R2

h
: —_ 2 T 2
On obtient V2 —ﬂ'h2j0 z dz—3hR
R 1 3
z =——\|z°dz = z. ==2h
Gz V2h20 G2 4

Le centre de masse du systéme total S est obtenu a partir de I’équation
—> —> —
(my +m,) OG =my OG1 +m,0G2
—m (3 3h
(ml +m2) Zg =M (§R+h) + sz
+
vue que p:ﬂzﬂzw
no v N+
V. V.
on obtient (1+-2)z; =R+ h+-2-3
v, 8 y 4
1 1
3/4(R? + h2) + 2Rh
G~ 2R+h

3- Moments d’inertie
3-1 Moment d’inertie par rapport a un axe

On appele moment d’inertie d’un systéme S par rapport a un axe A, la quantité positive :

Systéme discret Systéme continu

=2 m; (H; 4;)? IA:J-SHAZ dm
g z S
ou (H; 4; )2 est le carré de la distance du point 4; Ai(m;)
%

de masse m; a I’axe A. di

n n \
Si S=\US;, [y=) 1,(S;). % T

i=1 i=1 O

Exemple : Moment d’inertie d’une tige homogeéne, de masse m et de longueur L, par rapport a
un axe A perpendiculaire passant par son centre.
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L ml?

L/2 A
— 2 — 2 — -

IA_ijA dm—/lj_L/zﬁ dl=2— =

3-2- Opérateur d’inertie et matrice d’inertie -L/2 C L2

Le moment d’inertie d’un systeme S par rapport a un axe A de vecteur unitaire €, passant

par le point O origine du repére R(O,x,y,z) est :
2
N g g
I\= j HA dm= j (042 — OH?2) dm
S S

- -
= *A.J-OA2 e\ dm— j-(OA .eA)2 dm
S S
- - -
= EA{ [042 6, dm - [(©04.6,) 04 dm
S S

_ 4 _ 4
=&y OAN (&, AOA)dm
S
que I’on peut écrire sous la forme :
ol 3(0,S) est ’opérateur (tenseur ) d’inertie en O du solide S qui agit sur le vecteur é, .
3-2-1 Définition

Soit C un point de I’espace affine & et u un vecteur de 1’espace vectoriel associé a &.
L’opérateur d’inertie en C du solide S est ’opérateur I(C,S) défini par :

_ —> _ —>
3I(C,S)ii = jCPA(u A CP) dm
PeS
3-2-2- Propriétés

n n
i- Si =S ,alors I(C,8)=> I(C.S;)
i=1 i=1
ii- L’application u# — I(C,S)u est une application linéaire
J(CS)au+ pv)=a I(CSu+ p I(C,S)v
iii- 3(C,S) est un opérateur symétrique

- —
3(C,8)ii =[¥.(CP A (ii A CP)dm
S
— -
=[(FACP). (i A CP)dm
S

— —
=[ii.(CP A (5 A CP) dm
S

= iiS(C,S)V
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3-3 Matrice d’inertie

Etant symétrique et linéaire, I’opérateur d’inertie 3(O0,S) peut étre représenté par une matrice
d’ordre 3 symétrique, /(O,S) dans une base orthonormée {e; | .

Dans la base cartésienne (éy, €y, €;) associée au repére R(O,x,v,z), les éléments de la matrice
Xs &Y Vs Vs )

1(0,S) sont donnés par :
1;/(0,8)=¢;.3(0,5)¢;
que nous pouvons expliciter sous la forme :

— —
1;=¢, [OP A (é; A OP) dm
S

- — —
I= j (OP2¢,.¢;-(OP.¢, )(OP.€,)) dm
S

Les ¢léments diagonaux sont appelés moments d’inertie par rapport aux axes Ox, Oy et Oz, ils
sont donnée respectivement par :

- - —>
L=[(OP2- (OP.2,)OP.,)) dm=[(y? +z2) dm =A
< S

Iyy =J‘(x2 + 22) dm=B , I, :J‘(XZ + y2) dm =C
S S

Les produits d’inertie sont les éléments non diagonaux :

—> — N
Iy=[(OP(@+.&,) - (OP.&:)OP.éy)) dm =[xy dm=~F
§ S

S S
Le moment d’inertie par rapport a un axe A de vecteur unitaire # est obtenu a partir de la

matrice d’inertie /(O,S) par: 1, =u I(O,S)u
Elle s’écrit explicitement

L=(apyp| F5-D|%

=40, - »

A NZEZD C "
Ih=Aa’*+BB*+Cy*-28yD -2ayE -2paF

Remarques :
i- Les moments d’inerties 4, B et C sont positifs ou nuls et les produits d’inerties D,
E et F peuvent étre positifs, négatifs ou nuls.
1i- On défini les moments d’inertie planaires ,cad par rapport a un plan par :

—|+2 =2 —|-2
IyOZ—J-x dm, ]sz__[y dm, IyOX_IZ dm
S S S
et par suite on peut écrire

1xx=1x02+1x0y’ Iyy=1y02+1x0y’ IZZ=1x02+IzOy
iii- Le moment d’inertie par rapport a un point O est défini par :

S
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i-

ii-

On remarque que 2/y=Ixy + Iy + 1z =Tr I[(O,S) est un invariant de la matrice
d’inertie.
3-4 Axes principaux d’inertie
La matrice d’inertie /(O,S) étant réelle et symétrique ; donc elle est diagonalisable. Soit la
base orthonormée ou {u;} D'opérateur d’inertie I(O,S)prend une forme diagonale

J(0,8) =P 1(0,5)P

400
JO,8)=| 04,0
0 04

ou les A; sont les valeurs propres associé¢es aux vecteurs propres u; et P la matrice de

passage de la base {¢; } a lanouvelle base {u; } dite aussi base principale d’inertie.

J(0,S) est appelée matrice principale d’inertie. Les axes Ou; sont le axes principaux alors
que les valeurs propres 4; sont les moments d’inertie correspondants.

Remarques :
200
Si deux des valeurs propres sont égaux , 4;=4, , I’opérateur J(O,S)=| 04 0 | estde

004

révolution ou cylindrique. Tout axe Ou avec u=ayu; +a,l, est aussi un axe

principal d’inertie de moment d’inertie A.
Si les trois moments d’inerties sont égaux, A=A, =43, alors I’opérateur d’inertie

J(O,S) est dit sphérique et tout axe Ou avec u =a i + iy +0xliy €st aussi axe

principal d’inertie de moment d’inertie A.

3-5- Détermination des axes principaux d’inertie

La détermination direct de la matrice d’inertie /(O,S) nécessite le calcul de 6 ¢léments.
Cependant le choix d’une base principale d’inertie permet de ramener le calcul a 3 éléments
seulement.

3-5-1- Symétries matérielles et axes principaux

Considérons un solide S auquel est li€ un repere orthonormé direct R o(4,u,v,w).

i-

Si la droite (4,w) est un axe de symétrie matérielle de S alors est un vecteur propre de
I(C,S) V C € I’axe (4,w). En effet :

_ (-E
J(C,S)w{—é)],or E:—J‘S xzdm=0 et D:—jS yzdm=0.

Donc I(C,S) w= C w= 1, w et la matrice d’inertie devient :

A —FOj

1(C,S)= {—F B0

Vv C e I’axe (4,w).
0 0C). ..

(u,v,w)
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Si de plus I’axe (4,w) est de symétrie de révolution, alors A = B. Exemple le cone
de révolution par rapport a I’axe Oz.
Ainsi tout axe de symétrie matérielle est axe principal d’inertie.

1i- Si le plan IT=(4,u4,v) est un plan de symétrie matérielle pour S, alors tout vecteur

perpendiculaire a IT (w=u AV ) est un vecteur propre de I(C,S) V C e I1. Alors

D= E = 0. Ainsi tout axe perpendiculaire a un plan de symétrie matérielle est axe
principal d’inertie.

3-5-2 Conséquences

i- Tout triedre tri-rectangle dont deux de ses axes sont axes de symétrie matérielle
pour un systéme S, est un triedre principal d’inertie de ce systéme.
En effet : Soient (4,u) et (4,v) axes de symétrie matérielles alors u et v sont des
vecteurs propres de /(4,S). En conséquences E = F =0 et D = F = 0. Alors 1(4,5)
est diagonale et donc w est vecteur propre de /(4,S).

1i- Tout triedre tri-rectangle dont deux de ses plans sont de symétrie matérielle pour
un systeme S, est un triedre principal d’inertie de ce systéme.
En effet: Soient (4,,v) et (4,u,w)deux plans de symétrie matérielles pour S.
w1l (A4u,v) et v L (A4,u,v)sont des vecteurs propres de /(4,S), alors E=D=0et F
=D = 0. En conséquence u est aussi un vecteur propre de /(4,S).

II- Théoremes associés au calcul de la matrice d’inertie 1(0,S)

1- Théoreme I de Koenig
La matrice d’inertie d’un solide S en un point O est égal a la somme de la matrice d’inertie en
G du solide et la matrice d’inertie en O du centre de masse G affect¢ de la masse totale du
solide S.

1(0,S) = I(G,S)*+(0,G{m})
Soit G le centre de masse d’un systeéme S de masse m. L’opérateur d’inertie I(O,S) est tel
que :

- -
3(0.S)ii= [ OP A (ii AOP)dm
PeS

e )
En décomposant OP = OG + GP , on obtient

- - - - - -
3(0.8)ii = [OGA(ii AOG)dm+ [OGA(ii AGPydm+ [ GPA(ii AOG)dm
PeS PeS PeS

— —
+ jGPA(ﬁ A GP) dm
PeS

5
Vue que J- GP dm =0, les deux termes du milieu sont nuls. On obtient alors :
PeS

3(0,8) i =m OG A (ii A OG) + 3(G.S)ii
3(0,9) i =(0,G{m})ii + I(G,S)i

D’ou la démonstration du théoréme
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2- Théoréme de Hygens
Le moment d’inertie d’un solide S par rapport a une droite A est égale au moment d’inertie du

solide par rapport a la droite Ag passant par G et paralléle a A augmenté du moment d’inertie
qu’aurait toute la masse de S si elle était concentrée en G.

1,0.9=1, (GS)+md>

%
d2=//GH//? avec H la projection perpendiculaire de G sur A.

Soit u# est le vecteur unitaire associé a A.
1,(0,5)= u.3(0,5u

— —
=mii.[0G A (ii A OG)|+ii.3(G,S) i

=m[0?;2 —(0G.i)]+1 L (G.S)

- N - -
Or 0G2 - (0G.ii)2 =0G2 — OH? = d>2

D’ou la démonstration du théoréme.

3- Détermination pratique de la matrice d’inertie
1-3- Regles générales
e Mettre en évidence les symétries.
e Décomposer le systéme en des ¢léments simples et étudier séparément chaque partie.
e Choisir un point O commode et des axes susceptibles de simplifier les calculs (axes
principaux).
e Calculer les composantes de la matrice d’inertie.
e Le calcul du moment d’inertie par rapport & un axe A passant par O s ‘effectue selon

1,(0,9)=u.l(0,S)u
e Le calcul du moment d’inertie par rapport a un axe A' s’effectue a partir du théoréme
d’Hygens : 1,(0,8)=1, (G.S)+m d?
G

2-3- Exemples z

1-2-3- Tige rectiligne homogene

Soit T une tige homogene de longueur £ et de masse m. 0

Les axes Ox et Oz sont des axes de symétrie matérielle.

Donc R(O,x,y,z) est un triedre principal. / Y
X

1on=1990
“loocC

A=l = [ (@2 +y2)dm=A[(2+y?)dy
T T

=1 j y a’y:ﬂE:mE [(O’T):mﬁ(gg(l)j
/2
02
de méme on obtient C=/,; =m 0
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2-2-3 Disque plein homogeéne
Soit un disque D(O,R) dans le plan xOy. Ox et Oy sont
des axes de symétrie matérielle. Donc R(O,x,y,z) \

est principal. Oz étant un axe de symétrie de révolution, 0

alors A = Iy, =B =1,,. C=I..
A
1(O,D)=| A |,avec Ixx=0'j-y2 ds , 1yy=0'J-x2 ds . X
C D D

D

R 2z R4  R? mR? (100
lzzzajrzrdrdezajr3dr d0=" 27— =m—;  [O.D)=—7|010
? o0 7R 4 2 4 1002

Remarque : La matrice d’inertie d’un cerceau s’obtient de la méme fagon, sauf que dans ce

mR? (100
cas x2+y2 = R2, ot I;=[(2+y2dm=mR? . (0,C)=——|010
e 2 1002
3-2-3 Cylindre plein homogene
Soit un cylindre € plein homogene de de masse m , de rayon R et de hauteur 4.
R(O,x,y,z) est principal(deux plans de symétrie matérielle).

De plus I’axe Oz est un axe de symétrie de révolution.

A00 a
K0,C)=| 0A0 |, avec 4 = I,, =B =I,,. C=L. N
00C
0

J

L= p j 2422 dV=I,,=p j (x2+z2)dV
C C

I, = pJ‘(x2+y2) dv
C

X
R 2z h_2 R4 R? /&/
— 2 — 3 —_m — h=m—
Izz—pir rdrd@dz-p_([r drgde_il[/dzz_ﬂhRZZH 7] h=m 7

On remarque que 24 =1, +2 pJ‘ 22dV
C

R 27 h2 mh?
207/ —__ 3 20, —
Or pjz dV= ﬂthjr drjd@ j zedz = B
C 0 0 —h/2
m g2 2
SR M(243R2) 0 0
On obtient finalement A=——+—5-: [0.0)= 0 %(h2+3R2) 0
mR?
0 0 5

4-2-3 Sphere pleine(Boule)
Soit une sphere S(O,R) pleine homogeéne de masse m et de rayon R.*R(O,x,y,z) est principal.
En plus on a une symétrie sphérique, ce qui conduita 4 = B = C.
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10.9[ 048 |
0.5 9a0

A=p|(?+22) dV=p|(x2+22) dV:pj 2+y2) dv z
S S
34 =2pj (2+y2+22) dV = j 2;25in6 drd6d
/37r
R 0
_ 2m 74 — L R2
a=2m, £ drg sind do j do = mR
10,S)=2mR2 010 :
W) =2
5 001
Remarque : Dans le cas d’une sphére creuse on a :
100
x2+y24+22=R2 d’ou 34=2mR2, 1(0,8) = —mR2 (8(1)(1)]

5-2-3 Cone homogene plein
On considere un cone homogene plein de masse m, de hauteur / et de rayon a la base R
Les plan xOy et yOz sont des plans de symétrie matérielle.
R(O,x,y,z) est donc principal. L’axe Oz est un axe

de symétrie de révolution, alors 4A=B. z
A00
1(0,C)= OAO
0C
] x2+ y2<R?
L’équation du cone est h

z<h

A=Lo=p [ (2 +22)dV =1,y =p[(2+2D)dV , C=[(xP+y2)dV z
C C

Or 24=C + 2pj22dV

zR/h 27
V= jdV jdz jrdrjde —7th2
0

X
zR/h
C= pj 2 drd 6dz 27rpjdz [rdr=Z L phR
0
i 2
C—10 mR
zZR/h
j 2qy = 27zpj 2z [rdr=Z pR23 = 3mh?
s 5
J@h2RY) 0 0
_3meg32., p2 _ 3mgp2, p2
=R(4h?+R?), 1(0,0) 0 oG +R%) 0 )
3mR
0 0 —o
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III- Torseur cinétique

1- Définition
Soit S un systéme de points matériels en mouvement dans 1’espace affine & par rapport a un
repere fixe R(O,x,),2) .

Le torseur cinétique de S/R noté T.(S/R)est le torseur ayant pour résultante 1’impulsion

totale de S/R, P(S/R) et pour moment, le moment cinétique total de S/R, O(S/R). 1ls sont
définis par :
- N
P(SIR)=D"m; V(M; €SIR)

=l v Cas d’un systeme discret
- —> —
O(C,S/R) =D "m; CM i AV(M; €S/R)

i=1

P(S/R) = j V(M eS/R) dm

S
Cas d’un systéme continu

— —> —
O(C,S/R) = j CMA(MeS/R) dm
S

Remarques
i- O(C,S/R) dépend du point ot on le calcul alors que P(S/R) ne dépend que du repére ‘R.
ii- Souvent on prend C=0 (origine du repére R) ou C=G (origine du repere Rg)

2- Propriétés

N N
- Si S=JS5; ,alors T.(S/R)=)_7c(S; IR)
i=1 i=1

— -
2- PSIR)= [FMIRydm= | dg—tde + ] dg—thm = m(GIR).
MeS MeS MeS

P(S/R)=mV(G/R)

La quantité¢ de mouvement du systéme est égale a la quantité de mouvement du centre
d’inertie affecté de la masse totale du systéme. Dans le repére 1i€¢ au centre de masse

R P(S/R;)=0
3- 5‘(O,S/ R) est un champ antisymétrique.

- —> —~ —> — g .
GO.SIR)="[OM AVIMIR)dm= [OAAV(MIR)dm+ [AM AV(MIR) dm
MeS MeS MeS

— —> - —
G(0,5/R) = 04 A B(S/R) + O(4,S/R)
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4- Cas d’un solide
— — — —> _ — —
OC.S/R) = [CM AVM/R)ydm= [CM AV(A/R)dm+ [CM A((S/R) A AM) dm

MeS MeS MeS
- . — ~ - — - -
=mCG AVAIR)+ [CAN(KSIR) A AM)dm+ [AM A (&XSIR) A AM) dm
MeS MeS

- - - -
O(C,S/R) =m CG AV(AIR) + m CA A (ASIR) A AG) + I(A,S/R)BH(S/R)

Cas particuliers
i- C=4 € Rg
GUASIR) = m AG ATAIR) + I(A,SIR)HS/R)
1i- C=A4 € Rs un point fixe dans R (exemple 1’origine O de R)
O4,S/R) = I(4,5/R)&AS/R)
iii- Si C=G
- - —
O(G,S/R)=m AG A ( AG A A(S/R)) + I(4,S/R)(S/R)
iv- Si C=G=4
O(G,S/R) = 3(G,S/R)&AS/R)
On note que JI(4,G{m})ad(S/R)=m A_>G A (XS/R) A ZG) (Ce n’est autre que
I’image de @(S/R) par opérateur d’inertic I(4,G{m})) et par conséquent
O(G,S/R)=m A_E? A( ZG A (S/R)) + I(4,S/R)a(S/R) = (I(4,S/R) - 3(4,G{m}))ax(S/R)
D’aprés le théoréme I de Koenig on obtient E(G,S/‘.R) = 3(G,S/R)AS/R) . Alors

les cas iii et iv sont équivalents.
V- Théoréme II de Koenig

La propriété d’antisymétrie de o permet de déduire le 2éme théoréeme de Koenig :
- - -

O0(0,S/R)=0(G,S/R)+m OG AV(G/R)

On note que O(G,S/R) = O(G,S/R ;) =I(G,S/RG)HS/R)

IV- Torseur dynamique

1- Définition
Soit S un systéme de points matériels en mouvement dans 1’espace affine & par rapport a un
repere fixe R(O,x,),2) .

Le torseur dynamique de S/R noté Tp,(S/R)est le torseur associ€ au champ des accélérations
par rapport a ‘R, des points de S. Les ¢léments de réduction en un point C quelconque sont la

résultante dynamique §(S /R) et le moment dynamique 5(S /R) . Ils sont définis par :
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. N
S(SIR)=D"m; 7 (M; €SIR)

i=1 . .
Cas d’un systéme discret

- N N
O(C,SIR)=>"m; CM i~ ¥ (M; €S/R)
i=1

S(S/R) = j 7 (MeS/R) dm
S

Cas d’un systéme continu

= —>
NC,SIR)=[ CMAF (MeS/R) dm
S

2- Propriété
N N
1- Si S=[Js; , alors Z'D(S/iR):ZZ'D(Si /R)
=1

drMIR)
dt

dV(G/iR)

d j WM /R) dm 7

2- S(S/R)= |
MeS

S(S/R)=mAG/R)

La résultante dynamique d’un systéme S est la résultante de son centre de masse affecté
de la masse totale de S. Elle est aussi la dérivée dans R de la résultante cinétique

P(S/R).
3- Relation entre T.(S/R) et Tp(S/R)

- —> —~
O(C.S/R) =[CMAV(MESIR) dm
S

- ~ _ -
AOESI) _ _(CI90) ATGIR) + [CHA AMESIR) dm
S

= ol S - ~
OC,S/R) = %}S/R)] o1 + MACIR) AT(GIR)
4- O estun champ antisymétrique

— - — —>
NC.SIR)=[ CM A7 (MeSIR) dm=[ CA 7 (MeSIR) dm+[ AM A7 (MS/R) dm
S S S

NC.SIR) = NAS/R) + CAA mAG/R)

5- Théoréme III de Koenig
Si on pose C=G on obtient

SG,SIR) = @] 0

— - —> -
On sait que O(C,S/R) = O(G,S/R) +m CG AV(G/R)

dG(thS/SR) dG(fZS/RM CG A HGIR)—mP(CIR) A (GIR)
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d’ou le théoréme III de Koenig pour le moment dynamique qui s’énonce comme suit :
- = —

O(C,SIR)=G.SIR)+mCGAAG/IR) VCeb

Vue que 5(G,S /R) = 5(G,S/ERG) le théoreme s’écrit :

NC.SIR) = S(G,S/SRG) +mCG A AGIR)

6- Si C=0 est un point fixe dans R (exemple I’origine O de ‘R)

I ol g
5(0.5/3) =A%)
R
7, S
Dans ce cas V(O/R) =0 et par conséquent 7,(0,5/R) = —dTC(Z;S/’R)
R

V- Energie cinétique

1- Définition

L’¢énergie cinétique, a I’instant ¢, d’un systéme S de points matériels quelconque dans son
mouvement par rapport a R est le scalaire

N - -
T(S/R) =)D % m; V2(M, /R) T(S/R) = j %Vz(M/iR) dm
i=l MeS
Systéme discret systéme continu

2- Propriétés
N N
1- Si S=Js; , T(S/%) =D T(S; IN)
i=1 i=1
2- T(S/*R) est le comoment du torseur cinématique 7, et du torseur cinétique 7. .

2T(S/R) = j V2(M/R) dm
MeS

= [AMIR).V ARy dm+ [ V(M IR).(X(SIR) A AM) dim
MeS MeS

— _ g _
=mV(G/R).V(AIR) + &SIR). [ AM AV(MIR) dm
MeS
2T(S/R) = mA(G/R). V(A/R) + AS/R). O4,S/R)

Ce qui permet d’écrire 27(S/R)=(T,(S/R),T.(S/R)) .

3- Conséquences

1- Vue que I’énergie cinétique est le comoment du torseur 7, et du torseur 7, alors elle est
indépendante du point ou on la calcule.

2- Si A e S fixe dans R alors : 27(S/R) = 5)(5/‘)%).5(14,5/93).
Or O(4,5/R) = 3(4,5/R)@&S/R), d’ou :

T(S/R) = &(S/R) I(4,S/R)&(S/R)
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3- Théoréme VI de Koenig
Si on substitue 4 par G, le centre de masse du systéme, dans 1’expression de 7(S/R) on
obtient :

2T(S/R) = mV2AG/R) + A SIRN).3(G,S/R)AS/R)

Enoncé du théoréme :
L’énergie cinétique d’un systéme de points matériel S dans son mouvement par rapport a R et
¢gal a la somme de son énergie cinétique dans son mouvement autour de son centre de gravité
et de 1’énergie cinétique de son centre de masse affecté de la masse totale dans son
mouvement par rapport a ‘R.
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ChaplV
Principe fondamental de la dynamique
Théoremes généraux
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La dynamique des systémes matériels s’appuie sur le principe fondamental de la dynamique
qui est une généralisation de la loi fondamentale de la mécanique du point matériel et des
théorémes relatifs aux mouvements des systémes de N points aux systémes quelconques. Il
exprime donc la relation entre, d’une part, les €léments cinétiques quantité de mouvement et
moment cinétique, et d’autre part, les forces et les moments qui s’exercent sur eux. Ainsi a
partir de ce principe fondamental on peut prévoir les mouvements de tous les systémes
matériels sous I’action des forces qu’ils subissent.

I- Principe fondamental de la dynamique

1- Forces appliquées a un systéme : Torseur force.
1-1 Notion de force

On appelle force, toute effort exercé sur un point matériel M € S . Elle est représentée par un
3- vecteur F(M).

Soit un systéme S de points matériel en mouvement par rapport a un référentiel R. L’un des
points A; est soumis a la force exercée par I’ensemble des autres points de S et par des corps
extérieurs a S. Le systéeme de forces appliquées a S est donc représenté par 1’ensemble des

vecteurs liés {(4; , Fl )}.
Si S est un systéme discret, I’effort total F exercé sur S dans R est la somme des forces

¢lémentaires Fl : F =ZFI . Cependant pour un systéme continu on introduit le vecteur lié
i

générique (P, f(P)) représentant la densité massique de force qui s’exerce sur le point courant
P. Si on associe ’élément de masse dm au point P, I’effort total est la résultante F(S/R) :

F(SIR)= [fiPydm.
PeS

1-2 Classification des forces

a- Forces extérieures
Ce sont les forces exercées sur le systéme S par tout corps étranger a S du milieu
extérieur.

b- Forces intérieures
Ce sont les forces d’interaction entre les éléments du méme systéme. L’action de tous

les points matériels j d’un systéme sur un point i#j est la somme ZI:“ ki
J#i

-1

c- Forces de contact
Ce sont des forces qui résultent du contact entre deux solides. Ces forces ne sont pas
fondamentales simples dont on connait I’expression. Elles dépendent de la nature
exacte de D’interaction entre des ensembles de particules, de la position de ces
particules au voisinage des surfaces en contact et par conséquent de la structure
microscopique des surfaces. Ces forces augmentent le nombre d’inconnues du
probléme.
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1-3 Torseur force
Définition
On appelle torseur force, T;(S/R), s’exercant sur un syst¢tme S en mouvement dans R, le

torseur ayant pour ¢lément de réduction en O la résultante et le moment des forces :
Systéme discret

- - — - -
R=)Fi ., Mo=)>04; nFi
i i
Systéme continu
- - - -> >
R= [ f(P)dm : Mo= [OP A f(P)dm
PeS PeS

Exemple : Torseur poids 7 p(S/R)

Soit un solide de masse m de centre de masse G soumis a I’effet de la pesanteur de densité

%
massique de force g . Le torseur poids correspondant s’écrit en O :
- -
Tp(0,S/R) =[P(S/R); M o(S/R)] avec

> - - > o
P(SIR) = [ gdm(P) ot Mo= [OPA g dm(P)
PeS PeS

- - - - — - - -
Si g est constante alors P(S/R)=mg et Mo =|[ j OPdm(P)IAn g =0G Armg
PeS
2- Enoncé du principe fondamental
Considérons un systéme S fermé en mouvement par rapport a un référentiel galiléen R. Soit

Tp(S/R) le torseur dynamique associ€ a S et T 1 ,(S /M) le torseur des forces extérieures qui

exi

s’exercent sur S.
Par rapport a tout référentiel galiléen R et pour tout systeme matériel S fermé en mouvement
dans R, le torseur dynamique est égal au torseur des forces extérieures.

TH(SIR)=T,. (S/R)

Remarque : Le probléme qui se pose au principe fondamental de la dynamique (P.F.D.) est
celui de la détermination des reperes galiléens.

- - -
On dit que deux référentiels ‘R et R’ sont galiléens si V' (R/R')=cst et w(R/R')=0.

3- Théorémes généraux

Les théorémes généraux sont des conséquences immédiates du principe fondamental de la
dynamique.

3-1 Théoreme de la résultante dynamique

%
La résultante des forces exterieures, F ext(S/R), agissant sur un systeme matériel S en

%
mouvement dans un référentiel galiléen est égal a la résultante dynamique S du systeme S
dans R :

—> e d
Fext(S/iR) = S
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- -
En tenant compte du résultat établi en cinétique S(S/R)=my(G/R), on a un énoncé

équivalent :
La somme des forces extérieures appliquées a un systeme matériel S quelconque est égale a la
résultante dynamique de son centre d’inertie affecté de la masse totale de S.

- -
Fext(S/R)=my(G/R)

3-2 Théoreme du moment dynamique

En un point O quelconque d’un systeme S en mouvement par rapport a un référentiel galiléen

9, le moment dynamique de S est égale au moment des forces extérieures appliquées a S en

ce point.

- - 2
M O(F ext—>S) = 0(0,S/R)
Or on sait que :

- -
+m V(O/R) A V(G/IR)

2 d0(0,S/R)
O0(0,S/R) = —a

- - -
En conséquence si V(O/R)=a V(G/R), ou V(O/R)=0, ou O=G on obtient le théoréme du
moment cinétique :

%
Si O est un point fixe, ou si sa vitesse V(O/R) est parallele a la vitesse du centre d’inertie,

%
V(G/R), ou au point G lui méme, le moment des forces extérieures appliquées au systeme S
est égal a la dérivée du moment cinétique en ce point.

- - -
Si V(O/R) /1 V(GIR) ou V(O/R)=0,

= d0(0.5/%
1 Fg 9= 010
R
En particulier si O=G on a la relation tres utile
- dO(G,S/R
MG(Fext—)S) = ( d’t )
R

Elle exprime le théoréme du moment cinétique d’un systéme matériel S en mouvement autour
de son centre d’inertie :
Le moment en G, centre d’inertie d’un systeme matériel S quelconque, des forces extérieures

appliquées a S est égal a la dérivée du moment cinétique de S dans son mouvement autour de
G.

3-3 Théoreme du moment cinétique par rapport a un axe fixe

%
Soit u le vecteur unitaire associé a un axe A fixe. Si O € A, on a d’apres le théoréme du
moment cinétique :

- 7 > S o5
M.MO(Fext—)S):M.%;S/SR)

R
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%

> 2 (e OS5I
21 P sy = 01 TTOSI)

dt

R

Le moment par rapport a un axe fixe, lié a un repere galiléen, des forces extérieures
appliquées a un systeme matériel S quelconque est égal a la dérivée du moment cinétique de S
par rapport a cet axe.

3-4 Théoreme de [’action et de la réaction
S| et S, étant deux systemes matériels sans partie commune. Le torseur des forces exercées
par Sy sur S et le torseur des forces exercées par S, sur Sy sont opposés.

Soit un systéme matériel S=3S, US, avec S 1S, =0 et soient les torseurs forces suivants :

Tp(S; >8,/R)=T - torseur des forces exercées par S; sur 5.

12

Tp(S,—>S, /M) =T F : torseur des forces exercées par S, sur 5.

—1

T, (8] /R) : torseur des forces extérieures exercées sur S;.
1

T " (S,/R) : torseur des forces extérieures exercées sur Sp.
2

Le torseur des forces exercées sur S;(5,) est donc :

Tp(S IM)=T, +T, , TR M) =T, +T,,

21 1-2

En conséquence le torseur des forces appliquées sur S est :

Or d’aprés le P.F.D.on a:

Th(S,/R)=T_+T
D( 1 ) Ja

sz»l
Tp(S,/R)=T_+T = T =T
D( 2 ) F'2 FI_>2 FI—>2 F‘2—>l
Conséquences
i- Si S; et S, se réduisent a des points matériels, on obtient le résultat:
- -
Fil52+ F152=0
1i- En généralisant cette propriété pour tous les points matériels d’un systéme S, on

déduit que le torseur des forces intérieures est nul : Z'(Fim —8)=0.
3-4 Cas d’un référentiel non galiléen
Soit un systéme matériel S en mouvement par rapport a deux référentiels R, galiléen et R
d’origine O’ non galiléen.
- - - -
VPeS, y(PeS/R)=y(PeS/R)+ y (PeS/Ry+ y(PeS/R)

avece
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%
do(R/Ry)|

- - - - —
7 (PY=7(O/R) + O(RIR) A ((R/R) A OP) + —— AOP

R
- — -
7 (P)=2 o(RIRy) AV(PIR)
%
Or la résultante du torseur dynamique est m ¥ (G/R) :

- — — —

my(GIRy)=my(G/R)+ j ¥ (P)dm+ j y (P)dm
PeS PeS

Le moment dynamique étant donné par :

2 - -
0(0,8/%y) = j OPAy(PIRy ) dm
PeS

> o > o > >
= [OPAy(PIR)dm+ [ OPny (P)dm+ [ OPny (P)dm
PeS PeS PeS

> >
Si on note par T;, =[Fje; M e] le torseur d’inertie d’entrainement :

- — - - >
Fie== [y (Pydm .  Mi(O,S/R)== [OPny (P)dm
PeS PeS

- >
etpar 7;. =[Fic;Mic] le torseur d’inertie de coriolis :

- - - - >
Fie== [y (Pydm .  Mi(O,S/R)=— [OPry (P)dm
PeS PeS

le principe fondamental de la dynamique (7, (S/R,)=T £ (S/M,)) conduit a:

Tp(SIR) =T, (S/R0)+ T, (S/R) + T;o(S/R)

Théoréme

Le torseur dynamique d’un systeme materiel S quelconque en mouvement par rapport a un
repere R quelconque est égal a la somme du torseur des forces extérieures appliquées a S et

des torseurs des forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis de S.

Cas particuliers
Si R est animé d’un mouvement de translation par rapport a Rpon a :

- - -
VPeS yP)=0¢et y (P)=y(O/R,). Ainsi, le torseur d’inertie de Coriolis est nul et le

— -
torseur d’inertie d’entrainement est un glisseur de résultante Fie=-my(O'/R;) et de moment

- - o — -
MO, S/R)=— j OPAy(O'1Ry) dm=—0G Amy(O/R,).
PeS

%
Si en plus la translation est uniforme alors y(O'/R;)=0 et par conséquent 7;, =0 et 7;, =0.

R est alors galiléen.
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II- Lois de Coulomb sur le frottement solide

Dans le cas des solides en contact, en plus des forces a distance tel que la pesanteur de
nouvelles forces dites de contact s’ajoutent. La détermination de ces forces de contact est tres
complexe car elles dépendent de la structure microscopique des surfaces de contact et de la
nature exacte de ’interaction entre les particules au voisinage des surfaces. Bien que les
forces de contact diminuent le degré de liberté du systéme, I’étude du mouvement ezst tres
complexe du fait du nombre d’inconnu qui est augmenté a cause de ces forces. Cependant afin
d’étudier des systémes en contact un modele simplifi€¢ de ces actions est proposé.

1- Actions de contact

L’action de contact qu’exerce un solide S, sur

un solide S; est décrite par un ensemble de forces
qui agissent sur S} aux quelles on associe un torseur

) - - -
des actions de contact 7. =[R,M] ou R est

%
la résultante et M ; son moment dynamique au point /.

Si on introduit le plan tangent IT commun aux deux solides
en contact, on peut décomposer les éléments de réduction

— -
du torseur 7/, suivant la normale n et la tangentielle ¢ au planIT:

(S2)

> > - e -
R=R,+ R; " Mi=Min+Mi;

%
R, est la réaction normale au plan IT alors que R; est la force de frottement ou force de
résistance au glissement.

- -
My est le moment de résistance au pivotement et Mj; est le moment de résistance au
roulement au point /.

%
Si le contact est quasi ponctuel, M est négligeable car les forces de contact sont ponctuelles.

2- Lois sur le frottement solide : Lois de Coulomb
a- Réaction normale
Puisque la réaction s’oppose a la pénétration d’un solide dans 1’autre, alors la réaction
normale est une force répulsive dirigée de S,—S). Sa norme dépend des conditions du
mouvement ou de 1’équilibre et des autres actions qui s’exercent sur Sj.
b- Réaction tangentielle
Les lois aux quelles satisfait la réaction tangentielle dépendent de la valeur de la

vitesse de glissement I_}g du solide S sur S;.
.
1- Vg =0
%
Si on exerce une force F de traction sur un solide S; en contact sans glissement avec
le solide S, de tel sorte que cette force soit située dans le plan IT tangent en / aux

surfaces limitant S; et S,, ’expérience montre que le solide reste immobile tant que

- -
// F// n’atteint pas une valeur maximale // Ry ;// tel que :
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- -
/I Remll = g I Rnl/

M est une constante appelée facteur d’adhésion statique ou de frottement statique.
Expérimentalement on constate que :
1%° loi : le facteur de frottement 14 est indépendant de 1’aire de la surface en contact.

. —>
2°"¢ 1oi : le facteur 4 est indépendant de /R, // .
Donc dans le cas d’un non glissement "le solide reste immobile"

- -
IRl < g I/ Rull
Géomeétriquement cette inégalité exprime le fait

que la réaction 72) est située a I’intérieur d’un cone
de révolution d’axe la normale en / au plan I, de
sommet / et de demi angle ¢ ; 1= tangg;. Ce cone
est appelée cone de frottement.

(82)
.o _)
ii- Vg#0

. X d
19 loi : la force de frottement R; qu’exerce S; sur S| ale méme support que la

) ) - - -
vitesse de glissement Vg : Vg AR =0.

T R -> -

2™ loi: Rt aunsensoppos¢aceluide Vg : Vg.R:<0.

. - -
3" loi : Pour une vitesse de glissement fixée, //R¢// oc // Ryl -

- -
/IR¢ ! =g/l Rull
ou u est le coefficient de frottement dynamique. On définit aussi I’angle de frottement
dynamique par tang ¢ = .
4°™ Joi : y est indépendant de la vitesse de glissement et est inférieur au coefficient
de frottement statique : p < y.

— - -
En posant (S /S,)=wn(S;/S,)+ @:(S;/S,), ces lois de Coulomb peuvent se

généraliser au frottement de roulement et de pivotement comme suit :

%
c- Moment de résistance au roulement M 7

- - -
i- S’il n’y a pas de roulement, alors w;(S,/S,)=0 et //M://<h//Ru/l ou h est le

coefficient de frottement de roulement.

_>
- Si (S, /Sz) #0, S roule sur S, .
. % . .
- Le moment de résistance au roulement M s a le méme support que la vitesse angulaire
- - -
de roulement @¢(S;/8,)#0: M1 =2 @:(S;/S,).

- - - —
- My et @¢(S;/S,) sont de sens oppos€s : @¢(S;/S,). M ;<0 (A<0).
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— — —
- Pour une vitesse a)t(S1 /Sz) fixée: //IMt//=h/IRnll.

d- Moment de résistance au pivotement

- - -
i- S’il n’y a pas de pivotement, alors @n(S;/S,)=0 et //M n// <k//Rn// ou k est le

coefficient de frottement de pivotement.

_)
- Si a)n(Sl /Sz) #0, S| pivote autour de S, .
. . % .
- Le moment de résistance au pivotement M, a le méme support que la vitesse
. ) - - -
angulaire de pivotement @n(S; /S,)#0: M [n=A" wn(S;/S,).
- - - -
- M1n et wn(S;/S,) sont de sens opposes : @n(S;/S,). M1, <0 (17<0).
e . % % %
iii- Pour une vitesse @n(S, /Sz) fixée: //IM s/ =k//Rull.

I1I- Applications
1- Disque vertical en mouvement sur un axe horizontal
Soit un disque D de masse m, de rayon r et de centre d’inertie C posé verticalement sur

° -
I’axe horizontal Ox de R avec initialement une vitesse angulaire 6 =—-a), z et une vitesse

- -
de son centre de masse C', Vo= Vo x -

) > — > - -
Les forces extérieures sont : le poids P =—-mg y etlaréaction R=R, x +R, y .

D’aprées les théorémes généraux on a :
- - - 2 > o5 o
P+R=my(C/R), O(C,DIR)=CIAR+M] Y

%
dO(C,DIR)
——=— " ave
dt

- -
O(C,D/R) = 3(C,D)ax(DIR) .

_)
Or O(C,D/R)= c

o

mr200—>

5 0 z.

> mr? (100)| 0 2
G(C,D/SR)=T 8(1)8 0 | ; on obtient alors §(C,D/ER)=
0

Par projection sur les axes on obtient, en supposant que le contact est ponctuel

%
(/IM1l]<<):

[e]e) mrzoo
mx=R, ; R, =mg ; THZ”Rt

La 1% et la 3™ équation contiennent les trois inconnus x, 6, R,. Par conséquent la prise en
compte des lois de Coulomb sur le frottement est indispensable.

%
Cependant on se propose d’étudier le comportement de la vitesse du glissement V' g .
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—> —> — -
Vg=V({UIeD/R)-V({IcOx/R)=V(ID/R)
- - - -

Vg=V(C/R)+IC A o(D/R)

o

- o —
Vg=@+rd) x

%

dVg_oo oo B t_>_3_>

7—()(?4‘7"9))( —X—%Rt
Ve _dl 72

- > -
4reg_d|"g|_3

Vo= ~a| 2 |TmR Vel

- — -
Puisque R; et Vg sont opposés, //V g// ne peut que diminuer. Il en résulte que le

mouvement se terminera par une phase sans glissement.

2- Roue motrice
Considérons une roue se déplagant sur un plan incliné. Les actions qui s’exercent sur la

- — —
roue de centre de masse C, sont le poids P=mg, la réaction R exercée par le sol et le

— -
couple moteur M =-My,, z (M,, > 0). \/ -
En appliquant les théorémes généraux on obtient : Y @
- > -
mg+ R=my(C/R) X
T T
5(C/ER)—M Mi+CIAR+Me J

\X

%
ou M estle moment de I’action au point /.
On suppose que la roue roule sans glisser a la vitesse constante.

Les équations dynamiques deviennent, vue que @=cste (condition de roulement sans
glissement),

-mgsina+R, =0 -mgcosa+ R, =0 ; M, +rR, =My, =0
Pour que la condition de roulement sans glissement soit satisfaite, il faut que :
- - o IMpy=M; ] )
/IRt < g 1/ Rull soit f < ugmg cosa . Puisque le contact est ponctuel M;, <<M,,,

=M < uymg cosa .
r

Par conséquent, la montée n’est possible que si :

i- le coefficient de frottement statique ms est suffisamment grand.

Dans le contact caoutchou-bitume 4 = 0,6 alors que pour le contact acier-acier g = 0,2. Ce ci
explique la relative facilit¢ qu’ a un camion avec remorque de franchir une rampe inclinée
alors que pour un train le contact acier-acier est un handicape pour obtenir une grande force
de traction, alors qu’il est énergitiquement avantageux.

ii- La masse m des roues motrices est suffisamment grande.
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C’est ce qui est réalisé dans les trains de montagne qui sont équipés de deux locomotives, non
pas pour aller plus vite mais pour augmenter la masse des roues motrices.
iii- Le couple moteur n’est pas trop grand.
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ChapV
Travail, Puissance :
Théoreme de I’énergie cinétique
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L’étude énergétique des systemes matériels nécessite la connaissance du travail des forces
appliquées et leurs puissances. Ainsi on peut établir une relation entre 1’énergie cinétique du
systéme et I’ensemble des travaux des forces appliquées. Cette ¢tude nous conduit a partir des
expressions de 1’énergie potentielle et de 1’énergie mécanique dans de nombreux cas a une
équation dite intégrale premicre.

I- Travail et puissance des forces s’exercant sur un systéme matériel
1- Définition de la puissance et du travail
1-1 Cas d’un point matériel

- -
Soit une force F appliquée a un point matériel M de vitesse V' (M). La puissance, dans le

) ) - N =t
référentiel R, de F est la fonction ¥ = F.V (M) .
Cette définition n’a de sens que si on indique le point matériel auquel est appliquée la force

- -
F et le référentiel R par rapport auquel on défini la vitesse V(M) .
Le travail élémentaire dans R entre les instants ¢ et ¢ + dt est : W =P(¢) dt .

- - —->—
oW =FJV(M)dt=F //dOM]/ cos(F,V(M))

- -
Si F(f)=F, le travail entre les instants 7, et ¢, est donc

-
Wity ,t;)=F d cos(F,V(M))
ou d est la distance parcourue par le point M matériel entre les deux instants #; et ¢;.

. % . . . % %
Si F dérive d’une énergie potentielle E,: F'=-VE),

- - —> dE
oW =F.V(M)dt=-VE,.dOM =-dE,, et par conséquent P :% = _Ttp .
En général le travail accompli entre les instants 7, et ¢; est :
(4o -
W(to,tl)_jtoJ(t)dt F
2-1 Cas d’un systeme matériel R
Considérons un systéme de points matériels M;, chacun a
_)
une vitesse V' (M;) par rapport a un référentiel R, sur
0

%
lequel s’exercent les forces {M;, F'j}. La puissance des
. . . _) %
forces considérées relativement a R s’écrit : &P = ZF iV(M;)
i

Dans le cas d’un systéme de distribution continue tel que les forces sont réparties en densité

- - -
de force f(M) la puissance s’écrit : &P = I f(M).V (M) dm

MeS
La force appliquée en chaque point M; est la somme des forces appliquées par un élément
extérieur a S et des forces intérieures exercées par tut autre point M.; de S':
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- _)t -
Fi=F&+) Fj
J

o jxt - - >
dou P=DF¥ V(M )+ Fj.V(M,)
i ij
g) = g)ext + gjin

Donc la puissance totale est la somme de puissance des forces intérieures a S, et de la
puissance des forces extérieures a S. Le travail ¢lémentaire pendant I’interval de temps df est :
W =Py dt =98, (H) dt + D (£) dt = W,y + W,
avec

- - - -
Moy = 2 F¥.dOM i : Wiy =D Fij.dOM;
1 1,]
2- Travail des forces intérieures
Considérons un systéme en mouvement par rapport aux deux référentiels R et R’ qui sont en
mouvement quelconque 1’un par rapport a 1’autre.

La puissance totale des forces intérieures par rapport a ‘R et R’ est :

- - , > =
Pu=2FiV (M) o Dp=d Fiyl (M)
LJ i,j
, - - =3
gjint_ gjin'tzz:FiJ"(V(]\/Ii )-V (Mi ))

Lj
) o ) - - - - —
or d’apres la loi de composition des vitesses : V(M;)=V(O)+V'(M; )+ o(R/RYAO'M;

- > - — -
onobtient & -9 ' = V(O').ZFij + a)(iR/iR').Z(O'Mi A Fij).

int” Yint—

i,j i,j
] ) - - - - -
Comme le torseur des forces intérieures est nul : S =2F i=0 , M 51; =ZO‘M i NFij=0
ij ij
Alors
P =% . oW, =W,

int™ “int int int

La puissance et le travail des forces intérieures d’un systéme sont indépendants du référentiel
par rapport auquel on les calcule. En conséquence la puissance des forces intérieures doit étre
évaluée dans le référentiel ou elle est le plus simple a calculer.

Remarquons que le travail des forces intérieures n’est en général pas nul. Dans de nombreux

cas, le travail peut se mettre sous la forme de la différentielle d’une fonction :
e . - ), ) . .
W =—dEp (ri,r2,.,r N), ou EP' est DIénergie potentielle associée aux forces
intérieures.
Considérons le cas particulier de deux particules en interaction. v
2

- — - —
Wy =F21.d M , Wi, =F12.dM>

- — — - — - —
oW, =F21.(dM1-dM?2)=F21.dM21=F12.dM12

int
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- ) - 7
Comme F12 estportée par r=M; M, , W,  =F,dr.

.2 A2 L B .
Si F12 =5er (force gravitationnelle ou électrique)
r

A . _ g4 int _ A
5Wint—r—2dr——d(7) = Eg‘t—7+ cste .

Dans le cas d’un solide(systeme composé d’un ensemble de points rigides) le travail, et en
9

conséquent la puissance, des forces intérieures est nul car dM{ M, = 0.

3- Travail des forces extérieures : Energies potentielles associées
- -
Moy =) FELV (M) dt
i
Dans le cas d’un solide le champ de vitesse est un champ antisymétrique :
- - - -
VIM;)=V(A)+ o(S/R) A AM i

- > - - -
Wex = (V(A)-ZFieXt) dt + a)(S/‘R).Z(AMZ- A Fext d
J i

- - N N
W oy = FELV (A) dt + M Fe(4).x(S/R) dt
o - =4 - -
Jext = FELV(A)+ M Fe(A).co(S/R)
La puissance extérieure d’un solide S est le comoment du torseur force 7 et du torseur

cinétique 7,.
_)

Dt =Ty . Tl =[ASIR).V (ANFM pos(4)]

- > - -
P, = Ft YV (A)+ M Fer(4).x(S/R)

ext —

Exemples

1- Travail des forces de pesanteur : Energie potentielle
Le travail élémentaire des forces de pesanteur qui s’exercent sur un systéme matériel S

est:
e N 7
Wextzzmi g.dOM ;= g-zml‘ dOM Zs .
i i
%
e - NN &
Wextzzmi g.dOM = g.mdOG =~-d(mg.0G) l
I
Ep=mgZ; + cste
0 Y

Wext = _mg (ZG2 - ZGl )
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ou Z G ¢ Z . sont les positions du centre d’inertie
1 2

a des instants différents.

2- Travail des forces d’inertie d’entrainement
2-1 Cas de translation
Soit un référentiel R’ en mouvement de translation par rapport a un référentiel *R.

e.

e d —> e d —> e d T>
5Wxt=—2ml j/le'dO’Ml=_7/l€'zmld0'Ml:_m7/l€'d0 G

- =
Ep=my;,.0 G+cste
2-2 Cas de rotation uniforme

%
Considérons un systéme matériel en rotation uniforme @ autour d’un axe fixe par rapport

a un repere R. Chaque élément de masse m; est soumis
%

%
a une force centrifuge  Fie=m; a)zHl- M; .

- —
Moy =D m; @>H; M; .dOM;

- - -
2 N 2
(0] (0]
W, :Z m, 7d(Hl. M, )? :leoz

a)2
Ep = _TIOZ + cste

ou /,, est le moment d’inertie par rapport a I’axe Oz.
4- Travail total des actions de contact entre solides

1-4 Travail de [’action d’un solide fixe sur un solide en mouvement
Considérons un solide Sy fixe qui exerce une force via un contact ponctuel en / avec un
solide S; en mouvement.

.2 . . e e )
Soit V7, la vitesse du point /; de S| qui coincide avec /

T . . . g
et Tp =[R, M (R)] le torseur associe¢ a I’action appliquee Ro

au point /, qu’exerce Sy sur . o
Le travail élémentaire de cette force de contact est :

- - > >
Moy =RV 1, d + M1, (R).0(S; /S,) dt

X0

->— - > -
P=RV 1 + M (R).o(S,/S,).
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- > -
Comme le contact est ponctuel M (R)=0 et en conséquence P=RV I, -

¢ =0 dans deux cas :

- - -
* R LV . Sachant que V'; est contenue dans le plan tangent I, alors les forces de
frottement sont nulles.

%
* V5 =0.1In"y apas de glissement.

2-4 Puissance totale des actions en contact

Considérons deux solides S; et S, en mouvement par rapport a R et assujettis a rester en
contact pseudo-ponctuel, moment des actions de contacts n’est pas négligeable. Notons par /
I’un des points géométriques de contact /; et I, les points respectifs de S; et S, qui coincident
avec I a 'instant considéré.

— - -
Si Tp=[R2-1,M(R)] est le torseur associé aux actions de contact qu’exerce S, sur Sy, le

travail élémentaire est :

— - - - —
W,_1 =[R2-1.V 1, + M [ (R2-1).0(S) /R)] dt

- o - - -
W,_,» =[-R21.V 1, = M I,(R2-1).00(S, /R)] dt

d’ou I’expression du travail total

e -
W; =[R2-1.V g + M 1(R2-1).0(S; /S,)] dt

En conséquence

e s e -

- - - >
Dans le cas ou R2—1.V g 20 le terme M 1.a(S, /S,) peut €tre négligeable vue qu’on assimile

le contact a un contact ponctuel.

_)
Comme la vitesse de glissement V' ¢ est portée par le plan tangent en /, la puissance totale des
actions de contact se réduit a :

- -
B =Tors1Vg
D’autre part, en raison des lois de Coulomb sur le frottement : la composante tangentielle de

- > -
R,i.e T'1—2,estopposéea Vg, ?Pt <0.
. % . %
93 =0 si Vg =0( pas de glissement) ou 712 =0 (pas de frottement).

Rappelons que <, est indépendante du choix du référentiel par rapport auquel on la calcule

puisque le torseur force correspondant est nul. Il est donc judicieux de 1’évaluer dans le
référentiel ou les calculs sont les plus simples.
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Exemple y
Considérons le systéme constitué par une tige T et un disque 0
D articulé au centre C de D. L’autre extrémité O est fixe dans ‘R.

Les actions de contact interviennent au point O et au point C.
Au point O la puissance totale est :

o 22 - o5 > - o o
P =RV (OIR)+Mo(R).a(T/R)=Mo(R). Oe -

%
Au point C, le calcul est simple dans R' car V(C/R")=0 .

- -5 - - — o o
9 =Mc(R).o(DIRY=Mc(R).(@-0O)e:

3-3 Application aux liaisons : Liaisons parfaites

Une liaison est parfaite si la puissance totale des actions de contact est nulle. Comme cette
puissance est indépendante du référentiel considéré, le caractére parfait d’une liaison est une
propriété intrinséque.

Dans le cas de I’exemple de la masselotte qui glisse sur une tige en rotation uniforme :

o]

P =F x'.P=0= F,=0; pas de frottement.

: o -
Dans le cas de la sphére roulant sans glisser sur un plan incliné: % =R.V - P=0=
% .
V ¢ =0 ; pas de glissement.

II- Théorémes de I’énergie
1- Théoréme de I’énergie cinétique
1-1 Cas d’un point matériel

_)
Considérons un point matériel M de masse m soumis a un ensemble de forces extérieures F

et en mouvement par rapport a un référentiel R galiléen.

- > 7> A
La puissance de F' est: P =F .V:mdd—lt/.V = %(1/ 2ml'2)

ap_dT
I= dt

La puissance totale est égale a la variation de 1’énergie cinématique par rapport au temps. Si
R n’est pas galiléen, on doit ajouter la puissance de la force d’inertie d’entrainement. La

- > -
puissance de la force d’inertie de Coriolis est nulle car V.(w A V) =0.
Par intégration il vient :

t
AWE=AT =T, ~T,

.La variation de I’énergie cinétique d’un point matériel M, par rapport a un référentiel R, est
¢gale au travail des forces extérieures appliquées sur ce point.

1-2  Cas d’un systeme de points matériel
Par application du théoréme de 1’énergie cinétique pour chaque point matériel 4; on obtient :
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dT(4;
P (4, )= T4)
dt
Or gjt )= EPtex’ +Z§Pl-j , ol @U est la puissance qui résulte de la force qu’exerce tout autre
J
point 4; du systéme sur le point 4;. Si on somme sur tous les points 4; on obtient :

dT(4;) ox

Vue que T =ZT (4;), le théoréme de D’¢énergie cinétique pour un systéme matériel
i
quelconque est :
dT =g7@xt + @int
dt
qui par intégration se met sous la forme :

AT =Wext 4 pyint

La variation de I’énergie cinétique, par rapport au temps, d’un systéme matériel quelconque
est égale a la somme des puissances extérieures et intérieures.

Remarque : Comme pour le cas du point matériel, dans le cas d’un référentiel non galiléen il
faut tenir compte de la puissance de la force d’inertie d’entrainement, celle de Coriolis est
nulle.

1-3  Cas d’un solide
Comme la puissance des forces intérieures est indépendante du référentiel par rapport auquel

on fait les calculs alors g)int/iR =9 . Or dans le référentiel 1ié au solide Rs , Py = 0. En

int/N
conséquence le théoréme de 1’énergie cinétique pour un solide s’écrit :
darT _ = Pext
dt

Remarque : Ce résultat peut étre obtenu autrement. En effet, la puissance des efforts totaux
exercés sur un solide S est :

%
QPext — T Tv—Fext VA+M(Fext) a)(S/iR)

- [ 7(P).7 adm + (SIR). [(AP A 7(P)) dim
PeS PeS

= [7(P).0V p+ a(SIR) A PA) dm + (SIR). [(AP A 7(P)) dm
PeS PeS

> o - > > > o
= [ @)V pdm+a(SIR).[ [(PAN y(P)dm+ [(AP A y(P))dm]
PeS PeS PeS

Pext= [ 7(P)V (P)dm = j V(P ) V(P) dm
PeS PeS

Pext [ jVZ(P) dm]

PeS
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d’ou le résultat.

2- Théoréme de I’énergie mécanique

Considérons un systéme soumis a un ensemble de forces extérieures. On distingue les forces
qui dérivent d’une énergie potentielle des autres ; la puissance de ces forces extérieures ou
intérieures dites conservatives dérive d’une énergie potentielle £, et s’écrit respectivement

Pext — _ dEI%xt Pint— _ dElglt '
¢ da ¢ dt

Si on note par Pext ot Pint |eg puissances des autres forces non conservatives estérieures et
intérieures, le théoréme de 1’énergie cinétique devient :

d(T+EG+ERY =D + Tjet.

Si on définit I’énergie mécanique par :

On obtient le théoréme de I’énergie mécanique

dE_m_ Pnc 4 Pnc

dr _ Jext T Yint

qui peut s’écrire sous la forme intégrale :

Dans le cas d’un seul solide Pint =0 (les forces intérieures ne travaillent pas)
dE
=0 AEn =W

Remarque

Dans le cas ou on a plusieurs solides en contact, la puissance interne se réduit a celle des
actions entre les solides qui le composent. Alors cette puissance s’annule dans le cas ou il n’y
a pas de frottement ou de glissement.

I1I- Lois de conservation et intégrales premiéres

D’une manicre générale, les équations de mouvement sont des ¢quations
différentielles du 2°™ ordre qu’on doit intégrer. Par fois une telle intégration est possible et
conduit a des équations qui expriment des relations entre les paramétres de positions g(t) et

leurs dérivées 1 ¢(7) via une équation de type o(q,q)=0. De telles relations s’appellent des

intégrales premiéres. Ces intégrales 1°° peuvent étre obtenues a partir de certaines lois de
conservation sans avoir besoin d’intégrer.

1- Conservation de I’énergie
Soit un systéme de solides dont le mouvement est repéré dans un repére galiléen R. Si
I’ensemble des forces exercées sur le systeme dérive d’un potentiel (systéme conservatif)

alors le théoréme de 1’énergie mécanique, vue que 7 =Pt =0 donne dditm:(), Ce qui

conduit a :
Ew=T+Ep,=Cst

Cette équation qui introduit la conservation de 1’énergie mécanique du systéme s’appelle
intégrale premicre de 1’énergie.
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2- Intégrale premiére du moment cinétique
Le théoréme du moment cinétique appliqué a un systéme matériel en un point O fixe d’un
repére galiléen R, s’écrit :

%
dO(0,5/R)
t

- -
d = MO(Fext)

- - >
ou O(0,S/R) est le moment cinétique de S/R en O et M O(F ext) est le moment au point O

%
des forces extérieures appliquées a S. S’il existe un axe galiléen fixe de direction unitaire u

%
> - > N
tel que u L Mo(Fex:) on obtient alors u . %ﬁ/i}{):

0. Ce qui donne la premicre
intégrale du moment cinétique :

- >
u .0(0,S/'R)=cst
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