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I- Espace vectoriel et champ de vecteurs 
 
1- Espace vectoriel 
1-1 Définition 
 On appelle espace vectoriel E sur un corps K, un ensemble d’éléments, appelés 
vecteurs, qui satisfait aux propriétés suivantes : 

1- E est muni d’une structure de groupe commutatif pour une loi de composition interne, 
l’addition vectorielle notée + 

2- Si λ et µ ∈  K, on a ∀  U et V ∈  E : 
 

λ(U+V) = λU+λV   (λ+µ)U=λU+µU 
 

    λ(µU)=(λµ)U           1.U=U 
 

1-2 Espace vectoriel Euclidien 
Un espace vectoriel E est euclidien s’il est muni  d’un produit scalaire f qui à deux vecteurs U 
et V de E fait correspondre le nombre réel f(U,V) : 
 

f(U,V) = f(V,U)    f(U,λV) = λ f(U,V) 
 

f(U,V+W) = f(U,V) + f(U,W) 
 

 f(U,U) > 0 si U≠ 0 et f(U,U) = 0 si U = 0 
 

f(U,U) est le carré de la norme de U noté //U//. 
 
1-3 base d’un espace vectoriel 
On appelle base d’un espace vectoriel un ensemble de n vecteurs {ei}de E, indépendants qui 
permettent de décomposer linéairement tout vecteur de E :  

∑
=

=
ni ii exU 1  

Les coefficients xi sont les composantes de U dans la base considérée. La base est dite 
orthonormée si ijji eeji δ  .     ,  =∀ . 
 
2- Espace affine 
 
2-1 Définition 
On appelle espace affine E un ensemble d’éléments, appelés points tel qu’à tout couple 
ordonné (A,B) de deux points A et B, on puisse associer un vecteur →

AB  d’un espace vectoriel 
E. Si A, B et C désignent trois points de E on doit avoir : 
 

→→
−= BAAB      →→→

+= BCABAC      
 
Si OA est un point de E et ∈ V

r  E, ∃  un point  unique de E défini par V
r

  OA =
→  
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2-2 Espace métrique 
Un espace métrique est un espace affine E auquel on a associé un espace vectoriel euclidien 
E. La distance entre deux points A et A' de E n’est autre que la norme du vecteur →

'AA  : 
 

∑
=

→→→
−=−=

ni iii exxOAOAAA 1 ' )(   '  ' r  

∑
=

→
−=

ni ii xxAA 1 2'2 )(  //'//  
 

Dans l’espace affine physique à 3 dimensions, si les points sont infiniment voisins la norme 
est donnée par : 22222         //'// dzdydxdsAA ++==

→  
 
3- Opérations sur les vecteurs 
3-1 Produit scalaire 
Le produit scalaire entre deux vecteurs   . et        . 11 ∑∑

==
==

ni iini ii evVeuU r

r

r

r est défini par : 
∧

=
==∑ ) , cos( //// ////    . n1i VUVUvuVU ii rrrrrr  

3-2 Produit vectoriel 
Le produit vectoriel entre deux vecteurs Ur et Vr est un vecteur Wr  perpendiculaire au plan 
formé par VU

rr

et   noté :    VUW
rrr

      ∧=    et de norme  
∧

= ) , sin( //// //// // W// VUVU
rrrrr . Ces 

composantes dans la base { ier } sont données par :  ∑= kj kjijki vuw ,   ε  avec  

0  =ijkε  si au moins deux indices sont égaux et 1     =−=−= jikikjijk εεε  dans une permutation 
circulaire directe. Dans le cas d’un espace vectoriel à 3 dimensions ils s’écrivent : 
 

32213 31132 23321
    

    

    

vuvuw

vuvuw

vuvuw

−=

−=

−=

 

 
W
r est un vecteur axial qui dépend de l’orientation de la base. 
 
3-3 Produit mixte 

UWVVUWWVU
rrrrrrrrr ). (  ). (  ). ( ∧=∧=∧  

 
3-4 Double produit vectoriel 

WVUVWUWVU
rrrrrrrrr )..(  )..(  )   ( −=∧∧  

 
C’est un vecteur contenu dans le plan formé par Vr  et Wr . 
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U
r

V
r 0Xr

X
r

U
r

 λ

π

P N P’ N’ 

(D) 

3-5 Division vectoriel 
Soient deux vecteurs Ur  et Vr  non nuls. On se propose de déterminer l’ensemble des vecteurs 
X
r  solution de l’équation :    VXU

rrr

   =∧  
X
r  est le résultat de la division vectorielle. 
La solution de la division vectorielle n’est possible que si Ur  est perpendiculaire à Vr  puisque 

0  ) .( ).(. =∧=∧= UUXXUUVU
rrrrrrrr . En conséquence les vecteurs Ur  et Xr  sont contenus dans le 

plan le plan π perpendiculaire à Vr . 
Soit 0Xr une solution particulière : 0  . 0 =XU

rr  
VXU
rrr

   0 =∧  
VUXUU
rrrrr      ) (  0 ∧=∧∧  
VUXUUXU
rrrrrrr       ).( 20 ∧=−   20    

U
UVX r

rr

r ∧=  

On a 




=∧

=∧

VXU

VXU
rrr

rrr

    

    0       ⇒  0  )(  0 =−∧ XXU
rrr   ⇒  )  (        0 ℜ∈=− λλUXX

rrr  

 
La solution générale s’écrit alors :   
 

)  (        U
U  V  2 ℜ∈+∧= λλUX

r

r

rr

r  

4- Champ de vecteurs 
4-1 Vecteur lié et système de vecteurs liés : Glisseurs 
Soit (P,N) un bipoint de l’espace affine E. La relation d’équipollence ' '   

→→
= NPPN  est une 

relation d’équivalence qui défini un vecteur Vr  
de l’espace vectoriel E associé à  E . 
Considérons la relation d’équivalence ℜ  
définie sur l’ensemble des bipoints par : 
 
( P, N ) ℜ ( P’ , N’ ) ⇔ ' '   

→→
= NPPN  et  P, N, P’, N’ sont alignés. 

 
4-1-1 Définition 
On appelle vecteur lié (glisseur) toute classe d’équivalence selon  la relation ℜ. Le glisseur 
dont →

PN  est un représentant est donc défini par : 
- un vecteur Vr  de E. 
- un point quelconque P de son support D. 

Le glisseur est noté (P, Vr ). 
4-1-2 Moment en un point d’un vecteur lié 
Le moment en un point A d’un vecteur lié (P, Vr ) est un vecteur défini par : 

VAPVMA rrr     )( ∧=
→  
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Propriétés 
- Le moment au point A d’un vecteur lié (P, Vr ) est indépendant du point choisi, P, sur son 
support (D). En effet : soit Q un point  appartenant au support (D) on a : 

VAQVQPAQVAPVMA rrrrr       )  (      )( ∧=∧+=∧=
→→→→  (vue que VQP r

 // 
→ ) 

Il en résulte que le nouveau système de vecteurs liés est obtenu en faisant glisser le vecteur Vr  
sur son support d’où la notion de glisseur. 
- Relation entre les moments de deux points différents 
Soient A et B deux points de l’espace affine E, 

VBPVABVAPVMA rrrrr             )( ∧+∧=∧=
→→→  

d’où la relation  
  

 
4-1-3 Moment d’un vecteur lié par rapport à un axe 
Le moment d’un vecteur lié (P, Vr ) par rapport à un axe ∆ passant par A de vecteur unitaire 

∆e
r est le produit scalaire 

)(   )(  . VMeVM A rr

r

r

∆∆ =  
 

M∆ est indépendant du point choisi sur ∆. Soient A et B deux points de ∆, le moment par 
rapport à ∆ est : 

)(.  )  .(  )(.  )(. VMeVABeVMeVMeM BBA rr

r

r

r

rr

r

rr

r

∆
→

∆∆∆∆ =∧+==  
 
4-2 Système de vecteurs liés : ensemble de glisseurs 
4-2-1 Ensemble fini de vecteurs liés 
Soit un ensemble fini de glisseurs ) ,( ii VP r (i = 1,2,…n). On appelle  

- résultante de l’ensemble fini de glisseurs la quantité : ∑
=

=
ni iVR 1  

rr  
 
- moment résultant au point A de l’ensemble des glisseurs :  ∑

=

→
∧=

ni iA VAPVM 1 i      )( rrr  
 
Propriété : 

               )( 1 i11 i ∑∑∑
=

→

=

→

=

→
∧+∧=∧=

ni ini ini iA VBPVABVAPVM
rrrrr  

RABMM BA rrr

      ∧+=
→  

 
 
 
4-2-2 Ensemble infini de glisseurs 
Soit )(PFr  un vecteur défini en tout point P d’un domaine E (champ de vecteurs), 
relativement à la mesure dµ.. On associe à l’ensemble infini de glisseurs ) )( , ( PFP

r  



Compléments Mathématiques 

 9 

P 
   dµ 

)(PFr
- la résultante ∫

∈
= EP dPFR µ )( rr  

- le moment au point A ; ∫
∈

→
∧= EPA dPFAPM µ )(   rr                                                 . 

En pratique peut désigner une densité de force linéique,  
surfacique ou volumique . Elle peut aussi représenter un champ de vecteurs de vitesse ou 
d’accélération. dµ est une mesure soit de longueur, de surface ou de volume ou bien une 
mesure de masse. 
 
Propriété 

∫∫∫∫∫
∈

→

∈

→

∈

→

∈

→

∈

→
∧+∧=∧+∧=∧= EPEPEPEPEPA dPFBPdPFABdPFBPdPFABdPFAPM µµµµµ  )(    )(     )(    )(   )(   rrrrrr

RABMM BA rrr

      ∧+=
→  

 
4-3 Champ de vecteurs antisymétrique 
 
4-3-1 Champ de vecteurs 
On appelle champ de vecteurs ou champ vectoriel toute application qui fait correspondre à 
tout point A de l’espace affine E, un vecteur →

V d’un espace vectoriel E de même dimension 
que E . 
Exemple : Champ de vitesse, champ d’accélération, champ de force, champ électrique, champ 
magnétique,…etc. 
 
4-3-2 Champ antisymétrique 
Définitions : 
i) Un champ vectoriel )(AV

→ est antisymétrique s’il existe un vecteur →
R tel que : ∀  A et B de 

l’espace affine E on ait : 
→→→→

∧+= RABBVAV     )(  )(  
On appèle →

R le vecteur du champ antisymétrique. 
ii) Un champ vectoriel )(AV

→ est antisymétrique s’il existe une application linéaire £ 
antisymétrique définie de E sur E : →→→

= )(   )( - )( £ BABVAV . 
On rappèle qu’une application linéaire est antisymétrique si ).£(-  ).£( uvvu

rrrr = . Ses éléments 
sont donnés par )£(.£ vuuv rr= . L’opérateur £ peut être représenté par ∧=

→
   £ R . 

 
4-3-3 Equiprojectivité 
Un champ vectoriel →

V est équiprojectif si et seulement si ∀  A et B de l’espace affine E on a : 
 

)( .   )( . BVABAVAB
→→→→

=  
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Ce qui signifie 
 
AC = BD 
 
 
Proposition 
Tout champ antisymétrique est équiprojectif et réciproquement tout champ équiprojectif est 
antisymétrique. 
Considérons un champ antisymétrique →V  : →→→→

∧+= RABBVAV     )(  )(  
On a   )( .   )    )(.(  )( . BVABRABBVABAVAB

→→→→→→→→
=∧+= . 

Réciproquement si →
V est un champ équiprojectif : )( .   )( . BVABAVAB

→→→→
=  

On a : 0  ))(  )(( . =−
→→→

BVAVAB  
)().(  )().( BVOAOBAVOAOB

→→→→→→
−=−  

))()().((  ))()().(( OVBVOAOBOVAVOAOB
→→→→→→→→

−−=−−  
→
V  étant équiprojectif, alors 0  ))()(.( =−

→→→
OVAVOA  et 0  ))()(.( =−

→→→
OVBVOB  

ce qui donne )( . O   )( . BWAAWOB
→→→→

−=  avec )(  )(  )( OVAVAW
→→→

−= . 
En déduit que 0  )(.  )(. =−=

→→→→
AWOAAWOA  ⇒  )(  AWOA

→→
⊥  et on peut écrire →→→

∧= OARAW     )(  
Où →
R  est vecteur fixé. Il en résulte que : →→→→

∧+= OAROVAV     )(  )(  
 
II- Torseurs 
Le torseur est un outil mathématique privilégié de la mécanique. Il lui permet une 
représentation condensée et simplifiée. Il sert à représenter le mouvement d’un solide, à 
caractériser une action mécanique(force) à formuler le principe fondamental de la 
dynamique(PDF) et à écrire la puissance d’une force extérieure appliquée à un solide. 
 

1- Définition 
On appelle un torseur τ, l’ensemble d’un champ antisymétrique →

M et de son vecteur →
R . On 

le note ] , [  →→
= MRτ . →

M  et  →
R  sont les éléments de réduction du torseur τ, le premier est son 

moment alors que le deuxième est sa résultante(son vecteur). Il s’écrit en un point P de 
l’espace affine E : ])( , [  →→

= PMRτ . 
En général la connaissance de →

R  et de →
M  en un point particulier A de l’espace affine E 

détermine complètement le torseur en tout point P de l’espace  E : 
→→→→

∧+= APRAMPM     )(  )(  
Remarque 
Cette définition dépasse le cadre initial fixé par les théorèmes généraux, puisque, même en 
l’absence de système de vecteurs liés, on peut associer un torseur τ à un champ 

B 
C 

A 

D 
)(AV

→
)(BV

→
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antisymétrique. Par exemple le torseur cinématique τv n'est pas construit à partir d'un 
ensemble de vecteurs liés, mais à partir d'un champ antisymétrique de vitesse : 

→→→→
∧+= ω    )(  )( ABBVAV  

pour lequel le vecteur rotationωr  n’est pas un vecteur lié. 
 
Exemples de torseurs 

i) Torseur cinématique : c’est le torseur vitesse d’un solide S en mouvement dans E  
)]/( , )/([  (S/A) ASVASv

→→
= ωτ . 

ii) Torseur cinétique de S dans E: )]/( , )/([  (S/A) ASASPc
→→

= στ . →
σ est appelé moment 

cinétique du système S. 
iii) Torseur force : torseur des actions agissantes sur S dans E  
       )]/( , )/([  (S/A) ASMASFF

→→
=τ . →

M est le moment de la force →
F . 

 
2- Propriétés des torseurs 
2-1 Egalité de deux torseurs 
Deux torseurs sont égaux si et seulement si leurs éléments de réduction sont égaux en tout 
point P de l’espace affine E.  

τ1 = τ2 ⇔





=∈∀

=

→→

→→

)(  )( ;   2121
PMPMAP

RR   ⇔     





=∈∃

=

→→

→→

)(  )( :    2121
QMQMAQ

RR  

 
2-2 Somme de deux torseurs  
La somme de deux torseurs τ1 et τ2 est un torseur t : 
τ = τ1 + τ2 = ] , [  ] , [  ] , [ 21212211 →→→→→→→→

++=+ MMRRMRMR  
 
2-3 Multiplication par un scalaire 
Si τ est un torseur τ’ = λτ = ] , [ →→

MR λλ  est aussi un torseur. 
 
2-4 Torseur nul 
Un torseur nul est un torseur dont les éléments de réduction sont nuls : 
τ = 0 ⇔ 0=

→
R  et 0=

→
M  en tout point P de l’espace E . 

 
En conclusion l’ensemble des torseurs est un espace vectoriel de dimension 6(3 
composantes de →

R et 3 composante de →
M ). 

 
2-5 Dérivée d’un torseur 
Soit une famille de torseurs τt dépendants du temps t. les éléments de réduction de τt au 
point P s’écrivent : )]( , [  PMR ttt →→

=τ . La dérivée de τt est définie par : 
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]dt
)(d , [  PM

dt
Rd

dt
d ttt →→

=τ  
2-6 Invariants d’un torseur 
D’après la définition d’un torseur on peut lui associer deux invariants scalaires et un 
invariant vectoriel : 
i) Invariants scalaires : ∀  P et Q de l’espace E on a : 
 cstQMRPMR ===

→→→→   )(.  )(. µ  
      cstQMPQPMPQ   )(.  )(. ==

→→→→  
ii) Invariant vectoriel 
Il est défini par :  →→

== cstR
R

PI      )( 2r

µ  

2-7 Axe d’un torseur 
 
2-7-1 Définition 
L’axe centrale ∆ d’un torseur τ = ] , [ →→

MR est l’ensemble des points P tel que )(PM→ est 
colinéaire à →

R  : }0  )(   / { =∧=∆ PMRP
rr  

 
2-7-2 Equation de l’axe 
Considérons un torseur t défini en un point A : τ = )]( , [ AMR

→→  avec 0  ≠
→
R . On décompose 

)(AM→  suivant : ⊥
→→→

+= MMAM     )( //   tel que 




=

=∧

⊥ 0    

0    

.

//
RM

RM
rr

rr

 

Si P est un point qui appartient à ∆ on a : 
 

 
On a alors  

→
⊥

→
∧++=∧+== APRMMAPRAMPMM             )(  )( //// rrrrrrr  

On obtient l’équation  RAPM
rr

    ∧=
→

⊥  

qui par division vectorielle donne la solution : R
R
MRAP

r

r

rr

   
////
    2 λ+

∧
= ⊥→  

R
R

AMRAP
r

r

rr

   ////
)(    2 λ+∧=

→  

Si on pose 2////
)(    

R
AMRAH r

rr

∧=
→   ,   RAHAP

r

     λ+=
→→ . H étant un point qui appartient à l’axe ∆ tel 

que : ⊥
→

 AH au plan formé par →
R  et  )(AM

→ . Donc l’axe central ∆ est une droite de même 
direction que →

R  et qui passe par le point H. 

P 

A 
//M

r  //M
r  
r

∆ H 

)(PM
r  

R
r

//      )(   )( . . M(P)MPMRAMR rrrrrr

=⇒=

)(AM
r
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Remarques : 
i) Si IR

R
PMP

rr

r

r    ////  )(  ,   2 ==∆∈ µ  c’est l’invariant vectoriel du torseur. 

ii) Le moment du torseur est le même en tout point de l’axe du torseur ∆ : 
)(   )( . . PMRHMR

rrrr

= , or )(HM
→ , )(PM

→  et →
R  sont colinéaires donc )(  )( PMHM = . 

iii) La norme du moment d’un torseur en tout point de l’axe ∆ est minimale. En effet,  
soient ∆∈ P  et ∆∉  A  

)(   )( . . PMRAMR
rrrr

=  
//)(// ////  cos //)(// //// PMRAMR

rrrr

=θ ⇒  //)(//  cos //)(//  //)(// AMAMPM
rrr

≤= θ  
 
2-8 Comoment de deux torseurs 
Soient τ1 et τ2 deux torseurs dont les éléments de réduction au point P de E : 

τ1 = )]( , [ 11 PMR
→→

  ,   τ2 = )]( , [ 22 PMR
→→

 
Le comoment de τ1 et τ2 noté (τ1,τ2) est défini par le scalaire: 

)(     )( 1221  . . PMR(P)MRP rrrr

+=ϕ  
Ce produit est indépendant du point P, c’est un invariant scalaire. 
En effet : soient P et Q deux points de l’espace affine E. 

)    )((  )    )(()(     )( 1122211221 .. . .

→→
∧++∧+=+= QPRQMRQPRQMRPMR(P)MRP rrrrrrrrrr

ϕ  
or )  (   )  ( 1221 ..

→→
∧−=∧ QPRRQPRR rrrr  d’où )(   )( QP ϕϕ = . 

 
Exemples 

1- Energie cinétique T(S/ E) : ωσττ rrrr

..     ),(  )/( 2 +== pvAST cv  
2- Puissance des forces P(S/ E) : ωττ r

rr

r

..     ),(  )/( MFvASP Fv +==  
 
3- Glisseurs et couples 
3-1 Glisseur 
 
3-1-1 Définition 
Un glisseur est un torseur associé à un vecteur lié ),( RA

r de champ antisymétrique 
RPAPMA rr     )( ∧=

→ . Le champ ainsi défini est le moment du torseur de vecteur →
R . On note le 

glisseur par : τΑ = )]( , [ PMR A→→ = gA.  
Exemple : 
Le moment cinétique d’un point matériel en mouvement de rotation dans un repère R est un 
glisseur dont le torseur associé au vecteur impulsion ),( pO r est τΟ= ]    )( ,   [ vmOPPvmp O rrrr ∧==

→
σ  

 
3-1-2 Propriétés 
i) Support de gA. 
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Soit  un glisseur gA de vecteur 0 ≠
→
R et de moment RPAPMA rr     )( ∧=

→ , on appelle support de gA 
l’ensemble des points  P ∈  E de moment nul : Supp gA = { 0    )( : =∧=

→
RPAPMP A rr }. C’est la 

droite passant par le point A et engendrée par →
R . 

ii) Condition nécessaire et suffisante(CNS) pour qu’un torseur soit un glisseur 
- si ∃P ∈ E : le moment )(PM

r  du torseur est nul ; i.e 0  )( =PM
r , ce torseur est un 

glisseur. 
- Si un torseur de vecteur →

R  a un moment nul en A, ce torseur est le glisseur associé au 
vecteur lié ),( RA

r . 
- Etant donné un point P ∈  E, →

R et )(PM
r  deux vecteurs perpendiculaires, il existe un 

glisseur et un seul ayant →
R  pour vecteur et )(PM

r  pour moment au point P: 
g= )]( , [ PMR

→→  
 
Remarques 
i) L’invariant scalaire d’un glisseur 0  )(    . == PMR

rr

µ  
ii) Le sous ensemble de glisseurs non nuls dont le support passe par un point A 

donné, et du glisseur nul est un sous espace vectoriel à 3-dimensions de l’espace 
vectoriel des torseurs. Seule la donnée de ),,( zyx RRRR=

→ permet de déterminer le 
torseur glisseur. 

 
3-2 Couples 
Un torseur est un couple si et seulement si il possède l’une ou l’autre des propriétés 
équivalentes suivantes : 

1- 0 =
→
R  

2- →
=cstM

r   
 
Remarque 
L’ensemble des couples est un sous espace vectoriel de dimension 3 de l’espace vectoriel 
des torseurs. Seule la donnée de ),,( zyx MMMM =

r  permet de déterminer le torseur 
glisseur.  
 
4- Décomposition d’un torseur 
 
4-1 Décomposition d’un torseur en un couple et un glisseur 
Tout torseur  d’éléments de réduction ),( RA

r  et )(PM
r définis en un point P de l’espace 

affine E peut s’écrire sous la forme : 
τ = )]( , [ PMR

→→ = ]0 , [→R + )]( ,0[ PM
→  

         =     gA   +     C  
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où gA est un glisseur dont le support ∆ passe par A et il est parallèle à →
R et C un couple 

ayant pour moment )(AM
r . 

Cette décomposition qui est unique montre que l’espace vectoriel des torseurs est la 
somme directe du sous espace vectoriel des couples et des glisseurs non nuls de support 

),( RA
r  augmenté du glisseur nul. 

Si gA // C (→
R // )(PM

r ), alors l’ensemble des points P n’est autre que l’axe central ∆ du 
torseur τ. 
 
4-2 Décomposition d’un torseur en deux glisseurs 
Tout torseur τ = )]( , [ AMR

→→  peut être décomposé en deux glisseurs définis en deux 
points différents. En effet : 
Supposons qu’il existe un vecteur Vr  :  VAPAM

rr     )( ∧=
→  

Le moment au point P peut s’écrire: 
0     )(  )( =∧+=

→
VPAAMPM
rrr  

τ = )]( , [ AMR
→→ = ]0 , [→R + )]( ,0[ AM

→  
= AR ]0 , V-[ rr + AAMV )]( ,[ →→  

τ = AR ]0 , V-[ rr  + PV ]0 [ r  AR ]0 , V-[ rr  est associé au glisseur ),( VRA
rr

−  tandis que le torseur PV ]0 [ r  est associé au 
glisseur  ) , ( VP

r . 
 
5- Classification des torseurs 
La classification des torseurs se fait en fonction de l’invariant scalaire )(   )(  . PMRP

rr

=µ  
 
5-1 µ(P) = 0 
Pour ce cas où l’invariant scalaire est nul 4 cas se présentent : 
i) →
R = →

M = 0 ⇔ τ = torseur nul 
ii) →
R = 0 et 0 ≠

→
M ⇔  τ = C = torseur couple 

Vue que tout torseur peut être décomposé en deux glisseurs, le couple C peut être 
décomposé en deux glisseurs parallèles, de même norme et de sens opposés : 

C = )]( ,0[ AM
→ = PV ]0 [ r + A]0 , V-[ r  

avec VAPAM
rr     )( ∧=

→  
iii) 0  ≠

→
R  ; 0  )( =AM

r  ⇔  τ = gA  ; i.e torseur glisseur avec A ∈  ∆ , axe du glisseur. 
iv) 0  ≠

→
R  ; 0  )( ≠AM

r  
Vue que 0  )(    . == PMR

rr

µ , alors τ est un glisseur. 

 A V
r

P 

)(AM
rR

r

V
r

−

VR
rr

−
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Si B ∈  ∆  alors 0  )( =BM
r  et par conséquent RABRABBMAM

rrrr         )(  )( ∧=∧+=
→→  ⇒  

R AM
rr

⊥ )( . 
 

5-2 0  )( ≠Pµ  
Le torseur τ n’est ni un couple ni un glisseur. Cependant il peut être décomposé en une 
somme d’un couple et d’un glisseur tous deux différents du torseur nul : 

τ = gA + C   ∀  A ∈  E . 
 
6- Torseurs à structure 
Un torseur à structure est un torseur défini en tout point P d’un domaine D relativement à une 
mesure dµ. Ses éléments de réduction sont définis par : 

τF = 





∧∫∫
∈

→

∈ DPDP dPFAPdPF µµ  )(  ;   )( rr  

Propriété 
Soit τ un torseur quelconque défini au point A : τ = )]( , [ AMR

→→ , son comoment avec le 
torseur à structure est : 
(τF , τ) = ∫

∈

→→
∧DP dPFAPR µ )(   . r  + ∫

∈

→ DP dPFAM µ )( )( .

r  

    = ∫
∈

→→
∧DP dPFAPR µ )(   . r   +  ∫

∈

→→→
∧+DP dPFRPAPM µ )( )    )((  .

r  

    = ∫
∈

→DP dPFPM µ )( )(  .

r  
 
7- Equiprojectivité 
Le champ des moments d’un torseur est équiprojectif. En effet on a : 

     )(  )( RABBMAM
rrr

∧+=
→

 ⇒  )( .   )( . .. BMABAMAB →→→→
=
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ChapII 
Cinématique du solide 
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La cinématique est l’étude des mouvements des corps indépendamment des causes qui les 
produisent. Elle s’appuie uniquement sur les notions d’espace et du temps. 
 
I- Propriétés cinématiques du solide 
 
1- Définitions 
Un solide indéformable S est un ensemble de points matériels dont les distances mutuelles ne 
varient pas au cours du temps. Mathématiquement on peut le définir comme un domaine (S) 
de l’espace affine euclidien E tel que : cstPQQP   ////          , =∈∀

→
S  

L’ensemble d’un repère d’espace muni d’un repère de temps constituent un référentiel. 
Dans le cadre de la cinématique classique on suppose que les référentiels sont munis de la 
même horloge (synchronisation) donc un temps universel absolu. 
Dans l’étude de la cinématique d’un solide (S) en mouvement dans E on utilise en général 3 
types de repères : 
i- Repère absolu 
C’est le repère du laboratoire qui sera noté ℜℜℜℜ s: ),,,( kjiO r

rr  
ii- Repère lié au solide S : 
C’est un repère noté ℜℜℜℜ s: )( ssss k,j,i;O r

rr

    dont la base orthonormée directe de l’espace vectoriel 
E, )( sss k,j,i r

rr

  , engendre les orientations de (S) lors de son mouvement dans ℜℜℜℜ . 
iii- Repères intermédiaires 
Il sont des repères très utiles dans l’étude des mouvements complexes (composés) des solides 
dans ℜℜℜℜ . Ils seront noté par ℜℜℜℜ i: )( iiii k,j,i;O r

rr

    
 
2- Champ de vitesse d’un solide  
Soit (S) un solide en mouvement dans l’espace E et soit P(t) un point quelconque de (S) 
 

)t(POOO)t(OP ss →→→
+=      

 
 
 
 
2-1 Définition 
On appelle )/(Vt ℜℜℜℜS

r , le champ des vitesses de S/ℜℜℜℜ  à l’instant t le champ qui pour tout point 
)(  )( S∈tP , on associe le vecteur vitesse de ce point matériel : 

ℜ

→
=ℜ∈→∈ℜ dt

OPdPVSPVt   )/  (  )(     :)/( SS
rr  

2-2 Propriétés du champ de vitesse 
 
2-2-1 Champ de vitesse antisymétrique 
Soient P(t) et Q(t) deux points de (S) en mouvement / ℜℜℜℜ  
//P(t)Q(t)//2 = cste 

0  ]   [)(2 . ====ℜℜℜℜ∈∈∈∈−−−−ℜℜℜℜ∈∈∈∈
→→→→ )/SP(V)/SQ(VtPQ rr  

 P skr sjrsir O 

k
r

jri
r

 Os 
S 
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vue que 0  )( ≠ℜ∈ )/P(V S
r  et  0  )( ≠ℜ∈ )/Q(V S

r , on obtient 
)/SP(VtPQ)/SQ(VtPQ ℜ∈=ℜ∈

→→ rr

.. )(   )(  
Le champ de vitesse )/(Vt ℜℜℜℜS

r  d’un solide est un champ équiprojectif donc antisymétrique. 
 
2-2-2 Torseur cinématique(torseur de vitesse) 

)/(Vt ℜℜℜℜS
r  étant un champ antisymétrique, alors ∃∈∀  )(    SQ,P  à tout instant t un 
vecteur )( ℜ/Stωr : 

)(       ℜ∧=ℜ∈−ℜ∈
→ /SPQ)/SP(V)/SQ(V tωr

rr  
On note alors le torseur cinématique par : 

)](  )([  ℜ= /SV,R/Sv r

rωτ  
dont les éléments de réduction sont : 

)( ℜ/Sωr : la résultante de τv. C’est la vitesse instantanée de rotation du solide S/ℜℜℜℜ  
)/(V ℜS

r : le moment de τv 
La loi de transformation des moments d’un tenseur permet d’obtenir la vitesse en tout point 

)(  S∈P en fonction des éléments de réduction du torseur τv en un point particulier : 
)(        ℜ∧+ℜ∈=ℜ∈

→ /SPQ)/SQ(V)/SP(V ωr
rr  

 
2-3 Axe du torseur cinématique τv 
Si le vecteur 0  )( ≠ℜ/Sωr , l’axe du torseur τv  est l’ensemble des points ∆∈  P , axe centrale 
du torseur, appelé aussi axe de viration ou axe instantané de rotation et de glissement dans le 
mouvement de ℜℜℜℜ s/ℜℜℜℜ  tel que )( ℜ/Sωr // )( ℜ/V S

r  on a 
)(P/V/P ℜ=ℜ∆∈∀

r

r    )(                αω S  
→

∧ℜ+ℜ=ℜ∈ PQ)(P/V)(P/V)/(QV           
rrr

αS  
 

On constate que à tout instant t le mouvement du solide peut être décomposé en un 
mouvement de translation, le long de l’axe instantané de rotation, de vitesse )  ( ∆∈PV

r  et d’une 
rotation instantanée, autour de l’axe instantané de rotation ∆, de vitesse angulaire )( ℜ/Sωr . 
L’axe du torseur τv n’est autre que l’axe de rotation instantanée de S/ℜℜℜℜ . Alors la vitesse des 
points ∆∈  P  est minimale. 

L’axe central est défini par : 








ℜ+
ℜ

ℜ∧ℜ==∆
→

)(  )(
)(  )(     2 /

/
/OV/PO/P ss S

S
S ωλ

ω
ω r

r

r

r

 

→
∧ℜ+= PO/OVPV ss   )(  )(  )(  Sωr

rr  

 )O(V//
/OV)O(V sss .

.
r

r

rr

r

r

r

r

r  )(  )(
)(   22 ℜ

−
ℜ

ℜ+=
SS ω
ωωω

ω
ω  

)( )(
)(  )  ( 2 ℜ
ℜ

=∆∈ /
/

OPV s S
S

ω
ω

µ r

r

r  
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avec )()(  )( ℜℜ= /OV/O ss .

r

r Sωµ  
Si µ = 0 on a axe de rotation. 
Si µ ≠ 0 on a axe de viration 
 
3- Champ des accélérations 
Par dérivation de la relation d’antisymétrie du champ de vitesse 

→
∧ℜ+= AM/AVMV   )(  )(  )(  Sωr

rr  
on obtient le champ d’accélération dans un solide : 

)  )((  )(    )(  ) (  ) (  →→
ℜ ∧ℜ∧ℜ+∧ℜ+ℜ∈=ℜ∈ AM//AM/dt

/d/A/M SSSSS ωωωγγ rr

r

rr  
Le champ d’accélération )( ℜ/t Sγr  n’est pas un champ antisymétrique. 
 
II- Mouvements d’un solide 
 
1- Définition 
On distingue en général différents types de mouvements d’un solide (S) /ℜℜℜℜ  : 

i- Mouvement de translation  
ii- Mouvement de rotation autour d’un axe ou d’un point 
iii- Une composée d’un mouvement de translation et d’un mouvement de rotation 

Soit (S) un solide en mouvement dans l’espace affine E repéré par  et considérons deux points 
A et B ∈ (S). Ces deux points effectuent deux trajectoires différentes 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  ur  est le vecteur unitaire qui engendre les orientations de la droite AB au cours du temps. 

→→→
∧ℜ=−== AB/AVBVdt

ud//AB//dt
ABd   )(  )(  )(    Sωr

rr
r

 
différentes situations sont possibles : 
i- si →

= cst  )(tu
r , alors )/(  )/( ℜ∈=ℜ∈ SS BVAV

rr  on dit que (S) effectue un mouvement 
de translation. Dans ce cas 0  =ℜ)/(Sωr et τv est un couple de moment 

)/( ℜMV
r ( 0  )( =∈SPµ ) 

ii- si →
≠ cst  )(tu

r  et 0  =)P(µ  
a- si  0  )/( ≠ℜSωr , alors 0  )()/( . =ℜ PV

r

r Sω  vue que 0  )( =Pµ . τv est donc un 
torseur glisseur dont les points situés sur l’axe centrale du torseur ont une 
vitesse nulle ( 0        =∆∈∀ )P(VP r ). On a un mouvement de rotation de (S) 
autour de ∆. Deux cas se présentent : 

O 
i
r

A A 
B B 

jr
k
r

ℜℜℜℜ
 

S(t1) S(t2) 
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zer

xs ys y A 

x 

x 
y 

 O 

ϕ 

ϕ 

zs 

 α) ∆ℜ e//)/( rr

 Sω  ( ∆e
r  est un vecteur unitaire porté par l’axe ∆). Si ∃ Os :     

0  =)O(V sr  alors 0    )(  )(  )  (  =∧ℜ+=∆∈
→
PO/OVPV ss Sωr

rr . Donc 
0  )(         =∆∈∀ PVP

r . 
b) si  )/M(V)/( ℜ⊥ℜ

r

r

  Sω , alors (S) est animé d’un mouvement "plan sur plan". 
b- Si ∃ Os ∈ (S) : ∀ t 0  =)O(V sr , alors (S) effectue un mouvement de rotation 

autour du point Os : →
∧ℜ=∈ PO/PV s  )(  )  (  SS ωr

r  
iii- si →

≠ cst  )(tu
r  et ∄ aucun point de (S) fixe dans  ℜℜℜℜ, alors le mouvement de (S) est la 

composée d’une translation et d’une rotation. 
 

2- Rotation autour d’un axe fixe 
2-1 Définition 
Le mouvement d’un solide dans l’espace affine E est un mouvement de rotation autour d’un 
axe fixe si et seulement si ∃ deux points matériels distincts de (S) qui soient fixes dans E. 
Si A et B sont deux points de (S) fixes dans E, 
il en résulte que tous les points sur la droite AB 
restent fixes. C’est l’axe de rotation de (S)/ℜℜℜℜ noté ∆. 
si on prend ze// r∆ , 0      =∆∈∀ )P(VP r  
et ∈∀M (S) →

∧ℜ= OM/MV   )(  )(  Sωr
r  car 0  =)O(Vr  

ρϕϕ e//HMe.OMe.)M(V zz rrr

r →→
∧=∧=∈  //          S  

ϕϕ e//HM.)M(V r

r

  //    
→

=∈S  
Les points matériels M effectuent un mouvement de rotation circulaire autour de l’axe Oz et 
de rayon ρ =

→
//HM// . 

2-2 Propriétés 
i- Le torseur τv est un glisseur d’axe Oz : τv = g0= ]0  [ ,e. zrϕ  
ii- nteeM γγϕρϕργ ρϕ

rrrrr       .   .. )/  ( 2 +=−=ℜ∈S  

iii- si cste
.

  =ϕ , le mouvement de rotation est uniforme. 
 
2-3 Mouvement hélicoïdal simple 
2-3-1 Définition 
Un mouvement hélicoïdal simple est une combinaison d’un mouvement de translation 
rectiligne et d’un mouvement de rotation autour d’un axe parallèle à la direction de 
translation. 
Considérons une translation parallèle à l’axe oz ≡ ∆ 
(axe de rotation de (S)/ℜℜℜℜ). Soit A un point ∈(S) sur oz 
Si on pose kthOA r )(  =→  SM    ∈∀    →

∧ℜ+=∈ AMSkth)MV   )/(   )(  ( .

ωr
rr

S  

z 

m 
ϕ 

H 
O 

ϕe
r

y 
x 

z M 
ρe
r
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     →
∧+=∈ AMkkth)MV       )(  ( .. rrr

ϕS  
2-3-2 Propriétés 

i- L’invariant scalaire et vectoriel de τv 
)( )(  )()./(  .. thtMV ϕωµ =∈ℜ= SS

r

r  

)/(      
 

.  ..

.

. 2 ℜℜ∈=== sAVkhkhI
rrrr

ϕ
ϕ

ϕ  

 
L’invariant vectoriel n’est autre que la vitesse de translation du solide le long de l’axe 
oz. On l’appelle vitesse de glissement. 

ii- Classification des mouvements 
a- si µ(M) = 0 
Soit 0  =

.

ϕ , on a un mouvement de translation rectiligne parallèle à oz. τv est un 
couple. 
Soit 0  =.h , on a un mouvement de rotation autour de oz. τv est un glisseur d’axe 
oz. 
b- µ(M) ≠ 0 
Le mouvement est une combinaison d’un mouvement de translation parallèle à oz 
et d’un mouvement de rotation autour de oz. τv  peut être décomposé en un couple 
C = [0, Ir ] et un glisseur g = ]0  [ ,k.

r

ϕ  parallèles à l’axe du torseur →
≡ ozk   r qui est 

aussi l’axe de rotation. 
On note finalement que si cste

.
  =ϕ , le mouvement hélicoïdal est uniforme. 

 
3- Rotation d’un solide autour d’un point : angles d’Euler 
 
 Un solide (S) est en rotation autour d’un point fixe O de ℜℜℜℜ si il existe un point Os de ℜℜℜℜs, 
repère lié au solide (S), qui coïncide à tout instant avec le point O. 
 
Angles d’Euler 
 Les angles d’Euler, qui sont en nombre de 3 (ψ, θ, ϕ), constituent un paramétrage de la 
rotation d’un solide (S) autour d’un point O. Leurs variations au cours du temps engendrent la 
rotation du solide (S) autour de O. 
Considérons un solide (S) en rotation autour d’un point fixe O, origine du repère ℜℜℜℜ fixe . 
Supposant qu’à t = 0 ℜℜℜℜ = ℜℜℜℜs . 
Soient ) , , ,( zyxO rrrℜ  le repère fixe et  ) , , ,( ssss zyxO rrrℜ  le repère lié au solide. Supposant que 
Oz et Ozs ne soient pas colinéaires (si non ce serait une rotation autour d’un axe fixe). Alors 
les plans (O, x ,y) et (O, xs, ys) se coupent suivant une droite sur laquelle on choisira l’axe Ou. 
Cet axe est appelé ligne des nœuds. 
Soient les repères orthonormés directs intermédiaires ) , , ,(1 zvuO rrrℜ  et ) , , ,(2 szwuO rrrℜ . Le 
passage de ) , , ,( zyxO rrrℜ  à ) , , ,( ssss zyxO rrrℜ  se fait par l’intermédiaire de ℜ1 et ℜ2 en 
effectuant 3 rotations : 
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1- une rotation d’angle ψ autour de l’axe Oz : précession 

   ) , , ,(  ) , , ,0( 1.  )/( 1 zvuOzyx
k

rrrrrr

rr
ℜℜ

=ℜℜ
→

ψω
 

  yxu rrr  sin   cos  ψψ +=  
 yxv rrr  cos   sin-  ψψ +=  
qu’on peut écrire matriciellement 
 
( ) ( )yxv
u

r

r

r

r

 cossin-
sin  cos  


= ψψ

ψψ  
 
ψ(t) est appelé angle de précession. 
 
2- une rotation d'angle θ autour de l'axe Ou : nutation 

) , , ,(  ) , , ,( 2.  )/(1 12 su
zwuOzvuO rrrrrr

rr
ℜℜ

=ℜℜ
→

θω
 

  zvw rrr  sin   cos  θθ +=  
 zvzs rrr  cos   sin-  θθ +=  
qu’on peut écrire matriciellement 
 

( )( )zvz
ws r

r

r

r

 cos  sin- 
sin  cos    θθ

θθ=


  
 
θ(t) est appelé angle de nutation. 
 
3- une rotation d’angle ϕ autour de l’axe Ozs : rotation propre 

 

) , , ,(  ) , , ,(
.  )/(2 2 sssszs zyxOzwuO

ss
rrrrrr

rr
ℜℜ

=ℜℜ
→

ϕω
 

   

O 

ψ 

ψ 

vr yr

xr

sxr
syrszr wr

u
r

vr
zr

yr

xr ψ 

ϕ 
θ 

u
r

O 

θ vr
θ szr zr

w
r
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 wuxs rrr  sin   cos  ϕϕ +=  
 wuys rrr  cos   sin-  ϕϕ +=  
qu’on peut écrire matriciellement 
 








=





w
u

y
xss r

r

r

r

 cos  sin- 
sin  cos    ϕϕ

ϕϕ  
 
ϕ(t) est appelé angle propre. 
 
Le mouvement de rotation de ℜℜℜℜs/ℜℜℜℜ est composé de 3 mouvements successifs  et chacun 
des mouvements est une rotation autour d’un axe fixe. D’après la loi de composition des 
vitesses de rotation on a : 

)/(  )/(  )/(  )/( 2121 ℜℜ+ℜℜ+ℜℜ=ℜℜ ss ωωωω rrrr  
Ce résultat peut être déduit d’une autre manière : 

→
∧ℜℜ=ℜℜ∈ OMMV   )/(  )/( 11 ωr

r  
→

∧ℜℜ=ℜℜ∈ OMMV   )/(  )/( 1212 ωr
r  

→
∧ℜℜ=ℜℜ∈ OMMV ss   )/(  )/( 22 ωr

r  
→

∧ℜℜ=ℜℜ∈ OMMV ss   )/(  )/( ωr
r  
Ce qui conduit à 

→→→→
∧ℜℜ+∧ℜℜ+∧ℜℜ=∧ℜℜ OMOMOMOM ss   )/(    )/(    )/(   )/( 2121 ωωωω rrrr  

d’ou le résultat ss zuz
rrrr          )/( ...

ϕθψω ++=ℜℜ  
 

III Changement de référentiel 
 
La cinématique des mouvements complexes dits composés nécessite l’introduction de repères 
intermédiaires  ℜℜℜℜi . Le passage d’un référentiel à un autre se fait par l’intermédiaire des 
relations générales. 
 
1- Dérivation composée 
Soit un vecteur Ur de l’espace vectoriel E à 3 d variable dans le temps par rapport aux deux 
repères ) , , ,( kjiO r

rr

ℜ  et )' ,' ,' ,'(' kjiO r
rr

ℜ  
' )'( ' )'(  ' )'(   )(  )(   )(  ktzjtyitxktzjtyitxU r

rr
r

rrr

++=++=  
kzjyixdt

Ud r
rr

r

       /
...

++=ℜ  

' ' ' ' ' '  /
...' kzjyixdt

Ud r
rr

r

++=ℜ  

or  ℜℜℜℜ +++++= /''  /''  /''  ' ' ' ' ' '  /
...

dt
kdzdt

jdydt
idxkzjyixdt

Ud r
r

r

r
rr

r

 

O 

ϕ ur
ϕ syr wr sxr
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d’où  '  )/'( '  )/'( '  )/'(  /  / ' kzjyixdt
Ud

dt
Ud r

r
r

r
r

r

rr

∧ℜℜ+∧ℜℜ+∧ℜℜ+= ℜℜ ωωω  

Udt
Ud

dt
Ud r

r

rr

  )/'(  /  / ' ∧ℜℜ+= ℜℜ ω  
Remarque 
On peut utiliser la relation des vitesses du solide pour déterminer la loi des accélération à 
partir de la dérivée composée. 

 )/(    )/(  )/(  ℜ∧+ℜ∈=ℜ∈
→

SSS ωr
rr

ABBVAV  

ℜ
→

ℜ

→

ℜℜ
ℜ∧+ℜ∧+ℜ∈=ℜ∈ /)/(    )/(  /  /)/(  /)/(  dt

dABdt
ABd

dt
BVd

dt
AVd SSSS ωω

r

r

rr

 

)/(  )  )/((  /)/(    )/(  )/(  ℜ∧∧ℜ+ℜ∧+ℜ∈=ℜ∈
→

ℜ
→

SSSSS ωωωγγ rr

r

rr ABdt
dABBA  

 
2- Composition des vitesses 
 
2-1 Loi de composition 
Soit un solide (S) en mouvement par rapport à ℜℜℜℜ et à ℜℜℜℜ' et soit M ∈ (S). 

ℜ

→
=ℜ∈ /  )/( dt

OMdMV S
r  ;   '/  ')/( ℜ

→
=ℜ∈ dt

OMdMV S
r  

Or →→→
+= MOOOOM '  '   

ℜ

→

ℜ

→

ℜ

→
+==ℜ∈ /'  /'  /  )/( dt

MOd
dt
OOd

dt
OMdMV S

r  

    →
∧ℜℜ+ℜ+ℜ= MOMVOV '  )/'(  ')/(  )/'( ωr

rr  
)'/(  '  )/'(  )/'(  )'/( ℜ+∧ℜℜ+ℜ=ℜ

→
MVMOOVMV

r

r

rr

ω  
')/(  )(  ')/( ℜ+=ℜ MVMVMV e rrr  

La vitesse de M ∈ (S) est décomposée en deux termes : 
- →

∧ℜℜ+ℜ= MOOVMVe '  )/'(  )/'(  )( ωr
rr  , c’est la vitesse d’entraînement ou la vitesse du point 

coïncidant M* à l’instant t supposé fixe dans ℜℜℜℜ mais a les mêmes coordonnées que M à cet 
instant. 
- ')/( ℜ∈SMV

r , c’est la vitesse relative de M/ℜℜℜℜ'.  
D’après le théorème du point coïncidant la vitesse du point M ∈ (S) peut s’écrire : 

')/(  )/'*(  ')/( ℜ+ℜℜ∈=ℜ MVMVMV
rrr  

 
2-2 Torseur vitesse dans un mouvement composé 
Soient ℜℜℜℜ2 un repère lié au solide (S) en mouvement /ℜℜℜℜ0, ℜℜℜℜ1 un repère intermédiaire en 
mouvement /ℜℜℜℜ0 et M ∈ (S) fixe dans ℜℜℜℜ2. Les éléments de réduction du torseur vitesse du 
point M de S/ℜℜℜℜ0  sont : 

)]/( , )/([  )/( 02020220 ℜℜ∈ℜℜ=ℜℜ∈ MVMv r

rωτ . 
De même les coordonnées des torseurs vitesse du point M ∈ ℜℜℜℜ2/ℜℜℜℜ1 et celui du point 
coïncident M ∈ ℜℜℜℜ1/ℜℜℜℜ0 sont respectivement : 

)]/( , )/([  )/( 12121221 ℜℜ∈ℜℜ=ℜℜ∈ MVMv r

rωτ  
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)]/( , )/([  )/( 01010110 ℜℜ∈ℜℜ=ℜℜ∈ MVMv r

rωτ  
D’après la loi de composition 

)/(  )/(  )/( 011202 ℜℜ+ℜℜ=ℜℜ ωωω rrr  
)/(  )/(  )/( 011202 ℜℜ∈+ℜℜ∈=ℜℜ∈ MVMVMV

rrr  
il en résulte la propriété d’addition des torseurs : 102120     τττ +=  
Cette relation peut être généralisée à plusieurs repères intermédiaires : 

∑
=

+=
1-p 0i ,10   iip ττ  

Conséquences 
i- 0      ==+ iijiij τττ  ⇒  jiij ττ -   = . C’est le torseur vitesse inverse de ijτ . 
ii- La loi de décomposition des vitesses d’un solide (S) dans un repère est valable aussi au 
niveau des torseurs. 
 
3- Composition des accélérations 
Par dérivation de l’équation  

')/(  '  )/'(  )/'(  ')/( ℜ+∧ℜℜ+ℜ=ℜ
→

MVMOOVMV
r

r

rr

ω  
on obtient 

ℜℜ

→→
ℜ

ℜ+∧ℜℜ+∧ℜℜ+ℜ=ℜ∈ /)(  /  )/'(  '  /)/'(  )/(  )/(  dt
'M/Vd

dt
O'MdMOdt

dO'M
r

r

r

rr ωωγγ S  
or  

→
ℜ

→

ℜ

→
∧ℜℜ+= MOdt

MOd
dt
MOd '  )/'(  /'  /' ' ωr  

')/(  )/'(  /')/(  /')/( ' ℜ∧ℜℜ+ℜ=ℜ
ℜℜ MVdt

MVd
dt
MVd r

r

rr

ω  
Il vient 

)/(  )/(  ')/(  )/( ℜ+ℜ+ℜ=ℜ∈ MMMSM cer γγγγ rrrr  
avec '/')/(  ')/( ℜ

ℜ=ℜ dt
MVdMr r

rγ  

)  )/'((  )/'(  '  /)/'(  )/(  )/(  →→
ℜ ∧ℜℜ∧ℜℜ+∧ℜℜ+ℜ=ℜ O'MMOdt

dO'Me ωωωγγ rr

r

rr  
')/(  )/'( 2  )(c ℜ∧ℜℜ=ℜ MVM/

r

rr ωγ  
 
IV- Cinématique des solides en contact 

1- Définition 
Deux solides (S1) et (S2) en mouvement dans ℜℜℜℜ 
sont dits en contact si à tout instant t, il existe au moins 
un point I1 ∈ (S1) et I2 ∈ (S2) qui soient en contact. 
Soient : 
πS1(I1) : le plan tangent à (S1) au point I1 
πS2(I2) : le plan tangent à (S2) au point I2 

(S1) 
S2 

nr
I I1 π 

z 

y x O 

ℜ I2 
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S1 

π(I) : le plan tangent à (S1) et (S1) au point I 
Le plan π est normal à nr . 
On distingue au contact de (S1) et (S2) 3 points : 
i- Le point géométrique de contact I. C’est un point fictif qui varie avec les 

mouvements de (S1) et (S2). On a π  )/( ∈ℜIV
r  , 0  ))/(( 2 ≠SIV

r  et 0  ))/(( 1 ≠SIV
r . 

ii- Le point I1 ∈ (S1) ; il coïncide avec I à l’instant considérée. 
)(I  )/)( ( 1111 SSIV π∈ℜ∈

r et 0  )/ ( 211 ≠∈ SSIV
r  

iii- Le point I2 ∈ (S2) ; il coïncide avec I au même instant. )(I  )/)( ( 2222 SSIV π∈ℜ∈
r et 

0  )/ ( 122 ≠∈ SSIV
r  

 
2- Vitesse de glissement 
 
2-1 Définition 
On appelle vitesse de glissement de (S1) sur (S2), notée )( 1IVgr , la vitesse de I1 par rapport 
à (S2) et elle est donnée par : )/ (  )( 2111 SSIVIVg ∈=

rr . 
D’après la loi de composition des mouvements de I1 entre les référentiels ℜℜℜℜ  et ℜℜℜℜS2 on a : 

)/(  )/(  )/( 2211 ℜ+=ℜ IVSIVIV
rrr  ; vue que )/(  2 ℜ= IVVe rr . 

D’où 
)/(  )/(  )/ (  )( 212111 ℜ−ℜ=∈= IVIVSSIVIVg rrrr  

2-2 Propriétés 
i- La vitesse de glissement ne dépend que des solides en contact. Elle ne dépend pas 

du référentiel ℜℜℜℜ par rapport auquel (S1) et (S2) sont en mouvement. 
ii- )/ (  )/ ( 122211 SSIVSSIV ∈−=∈

rr  
iii- π  ∈gVr . En effet, d’après la loi de composition des vitesses pour (S1) et (S2) on a : 

)/(  )/(  )/(  )/(  )/( 1122 ℜ+=ℜ+=ℜ IVSIVIVSIVIV
rrrrr  

d’où  )/(  )/(  )/ (  )( 122111 SIVSIVSSIVIVg rrrr

−=∈= . 
Puisque )/( 1SIV

r  et )/( 2SIV
r

∈ π alors π  ∈gVr . 
iv- Si A est un point fixe ∈ℜℜℜℜS1 , alors par la propriété d’antisymétrie on a : 

→
∧+∈=∈ 12121211   )/(  )/  (  )/( AISSSSAVSSIVg ωr

rr  
2-3 Exemples 

A- Disque vertical en contact avec un plan 
(S1) est le disque de rayon r 
(S2) est le plan horizontal fixe. 
La vitesse de glissement est : 

)/(  )/(  21 ℜ−ℜ= IVIVVg rrr  111  )/(  )/(  )/( →
∧ℜ+ℜ=ℜ CISCVIV ωr

rr  
     kjrix r

rr

        
..

∧+= θ  S2 jr

i
r

I

y 

x 

ℜ C 
θ 

r
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0  )/( 2 =ℜIV
r  

irxVg rr  )   (  ..

θ+=  
La condition du roulement sans glissement se traduit par :  

0  =gVr  ⇒ 0     
..

=+ θrx ⇒  θ∆−=∆     rx  
Cette relation traduit l’égalité des longueurs parcourues par le point géométrique I sur le 
disque et sur la droite (Ox). Le signe (-) traduit la diminution de θ quand x augmente. 
 
B- Disque en contact ponctuel avec un guide circulaire en mouvement 
(S1) est le disque de rayon r 
(S2) est le cerceau de rayon R. 
(S2) effectue un mouvement de rotation 
autour de l’axe Oz. Les angles θ et ϕ fixent 
la position d’un point du disque (S1) tandis 
que l’angle α fixe celle du guide (S2)/ ℜℜℜℜ 

)/ (  )/ (  2211 ℜ∈−ℜ∈= SIVSIVVg rrr  1111   )/(  )/(   )/ ( →
∧ℜ+ℜ=ℜ∈ CISCVSIV ωr

rr  
           '    )  (  '  )( irkjrR r

r
r ooo

∧++−= θϕθ  
                      ' )     ( jrR roo

ϕθ +=  
'    )/( 2 jRIV rr o

α=ℜ  
' )   -     ( jRrRVg rr ooo

αϕθ +=  
Le roulement sans glissement est : 0   -     =+

ooo
αϕθ RrR  

Si le guide est fixe ; 0  =
o
α  oo

ϕθ rR −=⇒         
 
3- Roulement et pivotement 
 
3-1 Définition 
Soient (S1) et (S2) deux solides en contact ponctuel 
Au point I. Les plans tangents ΠS1 et ΠS2 en I1 et I2 
Se confondent et ont pour normale nr . 
Le vecteur rotation )/(  )/(  )/( 2121 ℜ−ℜ= SSSS ωωω rrr  
peut être décomposé suivant la normale nr  et la tangente au plan Π(I) : 

)/(  )/(  )/( 212121 SSSSSS tn ωωω rrr

+=  
)/( 21 SSnωr  est appelé vitesse angulaire de pivotement. 
)/( 21 SStωr est appelé vitesse angulaire de roulement. 

 
 

I 

S2 
S1 nr )/( 21 SSωrnωr tωr

Π 

 ϕ 

y’ 

x’ 

y 

x 

I

S2 
O 

ℜ 
 α 

 θ 

S1 
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V- Mouvement plan d’un solide 
 

1- Définition 
On appelle mouvement plan d’un solide (S)/ ℜℜℜℜ, un mouvement tel qu’ il existe un plan 

)(  Ss ∈Π  qui se déplace dans un plan parallèle à un plan Π fixe dans ℜℜℜℜ . 
La section du solide liée par le plan Π est donc une figure qui évolue dans ℜℜℜℜ sans se 
déformer. 
Exemple : Cylindre en mouvement dans le plan xOy qui coïncide avec un plan de section 
droite. 
C étant le centre de la section droite . 

)(  xOy≡Π est le plan fixe dans ℜℜℜℜ . 
')''(  yOxs ≡Π  est le plan qui coïncide 

ave le plan Π à tout instant mais 0  )/( ≠ΠΠsV
r . 

La position de Πs/Π est en général donnée par 3 paramètres. 
Dans le cas de cet exemple elle est déterminée 
à partir du vecteur →

OC et de l’angle )',(  ∧
= xx

rrθ . 
 
2- Centre instantané de rotation(CIR) 
Considérons un mouvement plan de (S)/ℜℜℜℜ et soit )(  Ss ∈Π  le plan qui se déplace 
parallèlement à un plan Π fixe dans ℜℜℜℜ. Πs est constamment lié à la section de (S) par Π. 
Si 0  )/( ≠ℜSωr , l’axe instantané de rotation et de glissement ∆ existe et il est 
perpendiculaire au plan Π et Πs. Il coupe ces plans en un point I dont la vitesse est 
colinéaire à )/( ℜSωr , ω

ω
µ r

r    )( 2=∆∈IV , et en même temps contenue dans Πs. Donc 
0  )/( =ℜIV

r . 
 
2-1- Définition 
Le centre instantané de rotation (CIR) du plan Πs, à la date t, est le point )(  SI ∈  dont la 
vitesse par rapport à est nulle , 0  )/( =ℜΠ∈ sIV

r . 
→

∧ℜΠ+ΠΠ∈=ΠΠ∈ IOOVIV sssss   )/(  )/( )/( ωr
rr  

vue que 
→

⊥ IOs  ωr  on obtient 
)/(

)/(  )/(  2 ℜΠ
ΠΠ∈∧ℜΠ=

→ s ssss OVIO
ω

ω
r

r

r

. 

Donc le point I (CIR) existe et il est unique. Ainsi la connaissance du mouvement de Πs/Π 
fournit analytiquement le CIR et en conséquence on a pour tout point sM Π∈   

→
∧ℜ=Π∈ IMSMV s   )/(  )  ( ωr

r  
La vitesse de tous les points liés au plan Πs est la mêmes que dans une rotation ωr autour 
du point I. ))/( ,(plan  ℜ⊥

→
MVIM

r

rω . Vue que ))/( ℜ⊥
→

MVIM
r , le CIR est situé, à un instant 

donné, sur les normales aux trajectoires dans le plan fixe des points liés au plan mobile. 
2-2- Exemples 
2-2-1 Mouvement plan d’un cylindre qui roule sans glisser sur le sol 

S 
y 

 x 
y’ 

 x’ 

z’ 

y 

O 
z

x 

C 
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y

Le mouvement se ramène à celui d’un disque 
en contact ponctuel avec la droite Ox d’un  
repère fixe ℜℜℜℜ(0,x,y,z). la vitesse de glissement est : 

)/(  )/(  ℜ∈−ℜΠ∈= OxIVIVV sg rrr . 
Or 0  )/  ( =ℜ∈OxIV

r , ce qui conduit dans le  
cas de roulement sans glissement à 0  )/  ( =ℜΠ∈ sIV

r . 
Donc le point I est le CIR. 
On peut déterminer la position du CIR analytiquement : 2 )/'(  )/(  '

ω
ω

r

r

r ℜ∧ℜΠ=
→ OVIO s  

  jxixk r

r
r ooo oo

      2
θθ

θ =∧=  

Or irxIOSOVIVV sg r
r

rrr oo  )   (  '  )/(  )/'(  )/(  θω +=∧ℜ+ℜ=ℜΠ∈=
→ . 

La condition de roulement sans glissement implique : oo
θ   rx −= , d’où on obtient 

jrIO r

   ' −=
→ . 
 
2-2-2 Barre contre un mur 
Considérons une barre AB de longueur l  et de centre C  
en contact par ces extrémités A et B avec deux plans  
perpendiculaires Ox et Oy. 
Les points A et B décrivent respectivement les axes Ox et Oy : 

→
∧ℜ=ℜ IAABAV   )/)((  )/( ωr

r  →
∧ℜ=ℜ IBABBV   )/)((  )/( ωr

r  
Puisque )(AV

r  et )(BV
r  sont portées respectivement par les axes Ox et Oy, il en résulte que 

le CIR, I, se trouve sur la normale en A à Ox et la normale en B à Oy. Il est l’intersection 
des demi-droites Ay et Bx. 
 
 
VI- Paramétrage d’un solide- Liaisons 
 
1- Paramètres primitifs d’un solide 
La position d’un solide en mouvement dans l’espace se défini généralement au moyen de 
6 paramètres : 3 paramètres de translation qui sont les coordonnées (x,y,z) d’un point 
quelconque du solide qui est généralement son centre d’inertie et 3 paramètres de rotation 
qui sont les angles d’Euler (ψ,θ,ϕ). Ce sont les paramètres primitifs du solide. 
Cependant certains de ces paramètres peuvent être liés ou plus qui dérivent de certaines 
conditions particulières tel que le roulement sans glissement et les liaisons. On appèle 
degré de liberté, le nombre de paramètres primitifs indépendants. 
 
2- Liaisons 
2-1 Définitions 

 B 

C 

I 

A  x 

I 

y’ 

x’ 

y 

Π

O 

O’ 
x 

sΠ
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Les solides ne sont généralement pas libres dans l’espace. Leurs mouvements sont 
nécessairement limités par les propriétés de la matière : impénétrabilité, obstacles 
extérieurs, état des surfaces de contact,…etc. 
Les liaisons sont les relations existantes entre les paramètres primitifs, leurs dérivées et le 
temps, pour traduire ces limitations. Ce sont des équations du genre 0  ) },{ },{( =tqqf ii o , où 
les qi sont  les paramètres primitifs du solide. 
Pour classer les liaisons, on distingue : 
i- Liaisons bilatérales et liaisons unilatérales  
Une liaison bilatérale se traduit par des équations alors qu’une liaison unilatérale introduit 
au moins une inéquation. 
ii- Liaisons holonomes et liaisons non holonomes 
 Une liaison holonome est une liaison qui se traduit par des relations entre les paramètres, 
et éventuellement le temps, mais à l’exclusion de leurs dérivées : 0  ) },{( =tqf i . 
Une liaison dite nonholonome dans le cas contraire. Une liaison est semi holonome si les 
dérivées des paramètres interviennent linéairement. 
iii- Liaison dépendante du temps et liaison indépendante du temps 
Une liaison est dite indépendante du temps lorsque celui ci n’intervient pas explicitement 
et dépendante du temps dans le cas contraire. 
 
2-2 Exemple 
i- Pendule simple 
Le système possède 3 paramètres OM(x,y,z) qui sont liés par 22   l=OM . 
La liaison est holonome. Elle est bilatérale si le support est inextensible  
et indépendante du temps si le point O est fixe. 
ii- Solide en rotation autour d’un axe 
Les mouvements du solides sont limités à la seule rotation autour de l’axe. En fixant deux 
points de l’axe on obtient 5 équations entre les paramètres primitifs. Il reste un paramètre 
libre. Le système possède donc un degré de liberté, l’angle ψ par exemple. 
iii- Solide en rotation autour d’un point 
Dans ce cas, seul un point est fixé (3 relations). Il reste 3 degrés de libertés ψ, θ, ϕ  angles 
d’Euler

θ 

M 

O 
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La cinétique du solide est l’étude de la dynamique des masses pesantes. Afin d’exprimer les 
concepts cinétiques qui apparaissent dans les lois de la dynamique et qui relient d’une part les 
éléments cinétiques, quantité de mouvement, moment cinétique et moment dynamique et 
d’autre part, les forces et les moments qui s’exercent sur les systèmes la cinétique introduit 
certaines grandeurs d’inertie : Masse d’inertie, centre d’inertie et moment d’inertie. 
 
I- Eléments d’inertie 
 
1- Masse 
Dans l’étude dynamique d’un système matériel, on lui associe un nombre positif reél qu’on 
appèle sa masse inerte, possédant les propriétés suivantes : 

i- La masse est une grandeur extensive (additive) ; ∑= i imM   
ii- En mécanique classique la masse est indépendante du temps. 

La masse d’un système S fini de points matériel est la somme des masses mi de chaque point 
SPi   ∈  : ∑= i imM .  

Pour un système continue, si dm est la masse associé à un élément du système matériel dE 
alors la masse est définie par ∫=E dEm   ρ  . 

• Si E est un volume (distribution volumique) : 
      ρ est la densité volumique du système et dE ≡ dV est l’élément de volume. 
• Si E est une surface (distribution surfacique) : 

ρ ≡ σ est la densité surfacique du système dE ≡ dS est l’élément de surface. 
• Si E est une courbe ( distribution linéaire) : 

ρ ≡ λ  est la densité linéaire du système et dE ≡ d l  est l’élément de longueur. 
 
2- Centre d’inertie 
2-1 Définition 
On appèle centre de masse d’un système matériel S, le barycentre des différents points de S 
affectés de leurs masses respectives. Ainsi, pour un système de N points matériel le centre de 
masse est le point G défini par : 

∑
=

→→
=

Ni ii OPmMOG 11   ou 0 1 =∑
=

→Ni ii GPm  

où le point O est une origine quelconque et M est la masse totale du système, ∑= i imM . 
Si la distribution de masse est continue on a : 

∫ ∈

→→
= SP OPdmMOG    1   ou 0     =∫ ∈

→SP GPdm  
 
Il y a 3 types de distribution de masse : 

i- Distribution volumique : dm = ρ dV 
ii- Distribution surfacique : dm = σ dS 
iii- Distribution linéique : dm =λ dl. 

 
 
2-2 Propriétés 



Mécanique du solide 

 36 

 ' 2P   ' 1P  

 ' 3P  

 ' 4P  
 ' 1P  

 ' 3P  
 ' 2P  

 ' 1P   ' 2P   ' 3P  

2-2-1- Associativité 
Soit une partition d’un système S en n ensembles disjoints Sk de masse mk et de centre 
d’inertie Gk. Si G est le centre d’inertie de S on a : 

0     =∫ ∈

→SP GPdm   et ∫ ∈

→→
= kSP kkk GPdmGGm       

Or  ∫∑∫∑∫ ∈

→

∈

→

∈

→
+= kk SP kkkSP kkkSP PGdmGGdmGPdm              

   ∑
→

= k kkGGm  

d’où  0  =∑
→k kkGGm . 

Donc G est le centre d’inertie des points Gk affectés des masses respectives mk : 
∑
=

→→
=

nk kkOGmOGM 1  ;  ∑
=

=
nk kmM 1  

Si un système matériel est une somme de systèmes matériels simples, cette propriété 
permet de concentrer la masse de ces parties en leurs propre centres de masse puis de 
déterminer le centre de masse de l’ensemble. 
 
2-2-2- Symétries matérielles 
 
1- Définition 
On dit qu’un système (S) possède un élément de symétrie matérielle (point, droite, plan) 
si la distribution de masse en tout point P est gale à celle en P’ point symétrique de P par 
rapport à cet élément de symétrie : ρ(P) = ρ(P’). 
Exemples : 
i- La boule B(O,R) admet O comme point de symétrie matériel 
ii- La ½ boule d’axe Oz et le cône d’axe Oz admettent tous deux l’axe Oz comme axe 

de symétrie matérielle. C’est un axe de symétrie de révolution. 
 
2- Propriétés 
i- Si Un système admet un point A comme point  

de symétrie matérielle, alors le centre d’inertie   
G coïncide avec A. Exemple la boule B(O,R),  
une tige homogène,…etc 

ii- Si un système admet un axe de symétrie  
matérielle ∆, alors le centre d’inertie  ∆∈  G .  
Exemple ½ boule, cône,..etc 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 P2  P4  P3  P2  P1 
O 

 ' 1P  

 P3  P2  P1  P1 
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iii- Si un système admet un plan de symétrie matérielle Π alors le centre d’inertie 
Π∈  G . 

Exemple (½ boule U  cône). 
En résumé, si un système possède un élément de symétrie matérielle ce dernier 
contient le centre d’inertie. 

 
2-2-3- Détermination pratique du centre de masse 
1- Règles à suivre 
i- Rechercher les éléments de symétrie car ils contiennent le centre de masse. 
ii- Décomposer le système si c’est possible en parties disjoints simples et d’en 

chercher la masse et le centre d’inertie partiel. 
iii- Utiliser les formules générales tout en employant les axes de projection les plus 

commodes. 
iv- Utiliser si c’est possible les méthodes auxiliaires (théorème de Guldin , 

coordonnées polaires, projections,…) 
 
2- Exemple de calcul d’un centre de masse 
Considérons un système constitué d’un cône plein C(C,R) de hauteur h, de rayon à la base 
R et d’une ½ sphère pleine B(C,R) de centre C et de rayon R. 
Le système possède l’axe Oz comme axe de symétrie 
de révolution. Alors le centre d’inertie se trouve sur 
l’axe Oz : zzOG G r

   =
→  

On décompose le système en deux parties simples 21     SSS ∪=  avec S1≡ B(C,R) et S2 ≡ C(C,R) 
• Calcule de centre de masse de S1. 
L’équation de la ½ boule B(C,R) est : 





≥

≤−++

hz
Rhzyx

  
  )(    2222

  

 

∫ →→
= 1 111     S dVOPOGm ρ  

Or 3111   3/2
    

R
m

V
m

π
ρ ==  et θθπ ddrrdV   sin  2 21 =  

∫ += 11 13  )(  2
3  SG dVhz
R

z
π

 

 





+= ∫ ∫R R
hddrr

R 0 32/023 3   cos sin    3 
π

θθθ  

hRzG   8
3  1 +=  

• Calcul du centre de masse du cône C(C,R) 
L’équation du cône est  

C 
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Ai(mi) 
Hi ier ∆ di 

y 

z S 





≤

≤+

hz
ryx

  

    222
 avec z

r
h
Rg      tan ==α  

∫ →→
= 2 222     S dVOPOGm ρ  

avec dzrdV     22 π= .  

On obtient 20 2222   3      Rhdzz
h
R

V h ππ == ∫  

∫=
hG dzz

hV

R
z 0 322 2

   
 

 2 π
  ⇒  hzG  4

3  2 =  

Le centre de masse du système total S est obtenu à partir de l’équation 221121      )( →→→
+=+ OGmOGmOGmm  

4
3  )8

3(   )( 2121 hmhRmzmm G ++=+  

vue que 21 212211       
VV
mm

V
m

V
m

+

+
===ρ  

on obtient 4
3    8

3   )  1( 1212 h
V
VhRz

V
V G ++=+  

hR
RhhR

zG   2
2  )  (4/3

  
22

+
++

=  
 
3- Moments d’inertie 
3-1  Moment d’inertie par rapport à un axe 
On appèle moment d’inertie d’un système S par rapport à un axe ∆, la quantité positive : 
 

Système discret  Système continu 
∑=∆ i iii AHmI 2)(    ∫=∆ S dmHAI  2  

ou 2)( ii AH  est le carré de la distance du point Ai 
de masse mi à l’axe ∆. 
Si ini SS    1∪

=
= , ∑

=
∆∆=

ni iSII 1 )( . 
 
 
 
 
 
Exemple : Moment d’inertie d’une tige homogène, de masse m et de longueur L, par rapport à 
un axe ∆ perpendiculaire passant par son centre. 

O 
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∆ 

-L/2 L/2 C 

12  12         
232/ 2/ 2)( 2 mLL

ddmCAI LLT ==== ∫∫ −∆ λλ ll  
 
 

3-2- Opérateur d’inertie et matrice d’inertie 
Le moment d’inertie d’un système S par rapport à un axe ∆ de vecteur unitaire ∆e

r  passant 
par le point O origine du repère ),,,( zyxOℜ  est : 

∫∫ →→→
∆ −== SS dmOHOAdmHAI  )  (    222

 

 ∫∫ ∆
→

∆
→

∆ −= SS dmeOAdmeOAe  )(     22
..

rrr  

 






−= ∫∫ →
∆

→
∆

→
∆ SS dmOAeOAdmeOAe   )(     ..

2 rrr  

 ∫ →
∆

→
∆ ∧∧= S dmOAeOAe  )   (    .

rr  
que l’on peut écrire sous la forme : 

∆∆∆ ℑ= eSOeI rr  ),( .  
où ),( SOℑ est l’opérateur (tenseur ) d’inertie en O du solide S qui agit sur le vecteur ∆e

r . 
 
3-2-1 Définition 

Soit C un point de l’espace affine E et ur  un vecteur de l’espace vectoriel associé à E. 
L’opérateur d’inertie en C du solide S est l’opérateur ),( SCℑ  défini par : 

∫
∈

→→
∧∧=ℑ SP dmCPuCPuSC  )    (      ),( rr  

3-2-2- Propriétés 
i- Si ini SS    1∪

=
= , alors ∑

=
ℑ=ℑ

ni iSCSC 1 ),(  ),(  
ii- L’application uSCu rr ),(  ℑ→  est une application linéaire 

vSCuSCvuSC rrrr ),(   ),(   )    )(,( ℑ+ℑ=+ℑ βαβα  
iii- ),( SCℑ  est un opérateur symétrique 

∫ →→
∧∧=ℑ S dmCPuCPvuSCv  )  (  ( ),( .

rrrr  

   ∫ →→
∧∧=S  )  ( )( . dmCPuCPv rr  

    ∫ →→
∧∧=S dmCPvCPu  )  (  .( rr  

    vSCu rr ),( ℑ=  
 
 
 



Mécanique du solide 

 40 

3-3  Matrice d’inertie 
 
Etant symétrique et linéaire, l’opérateur d’inertie ),( SOℑ  peut être représenté par une matrice 
d’ordre 3 symétrique, I(O,S) dans une base orthonormée }{ ier . 
Dans la base cartésienne ) , ,( zyx eee

rrr  associée au repère ),,,( zyxOℜ , les éléments de la matrice 
I(O,S) sont donnés par : jiij eSOeSOI rr ),(  ),( .ℑ=  
que nous pouvons expliciter sous la forme : 

∫ →→
∧∧= S jiij dmOPeOPeI  )  (  .

rr  

∫ →→→
=S jijiij dmeOPeOPeeOPI  )-2 )( ... )( (  rrrr  

Les éléments diagonaux sont appelés moments d’inertie par rapport aux axes Ox, Oy et Oz, ils 
sont donnée respectivement par : 

AdmzydmeOPeOPOPI SS xxxx =+== ∫∫ →→→
  )  ( )( ( 22 )-2 )( ..

rr  

BdmzxI Syy =+=∫   )  ( 22  , CdmyxI Szz =+=∫   )  ( 22  
Les produits d’inertie sont les éléments non diagonaux : 

FdmxydmeOPeOPeeOPI SS yxyxxy −=−== ∫∫ →→→      )( (  ).(  )- )( ..

rrrr  

EdmxzI Sxz −=−= ∫       , DdmyzI Syz −=−= ∫       

Le moment d’inertie par rapport à un axe ∆ de vecteur unitaire ur  est obtenu à partir de la 
matrice d’inertie I(O,S) par : uSOIuI rr  ),(   =∆  
Elle s’écrit explicitement  












−−
−−
−−

=∆ γ
β
α

γβα   ),,( 
CDE
DBF
EFA

I  

I∆ = Aα 2 + Bβ 2 + Cγ 2 - 2βγ D - 2αγ E - 2βα F 
 
Remarques : 

i- Les moments d’inerties A, B et C sont positifs ou nuls et les produits d’inerties D, 
E et F peuvent être positifs, négatifs ou nuls. 

ii- On défini les moments d’inertie planaires ,càd par rapport à un plan par : 
∫=SyOz dmxI  2 ,  ∫=SxOz dmyI  2 ,  ∫=SyOx dmzI  2  

et par suite on peut écrire xOyxOzxx III     += , xOyyOzyy III     += , zOyxOzzz III     +=  
iii- Le moment d’inertie par rapport à un point O est défini par : 

)    (2
1   )( 222 zzyyxxSO IIIdmzyxI ++=++=∫  



Cinétique du solide 

 41 

On remarque que ),(       2 SOITrIIII zzyyxxO =++=  est un invariant de la matrice 
d’inertie. 

 
3-4 Axes principaux d’inertie 
La matrice d’inertie I(O,S) étant réelle et symétrique ; donc elle est diagonalisable. Soit la 
base orthonormée où }{ iur  l’opérateur d’inertie ),( SOℑ prend une forme diagonale 

PSOIPSOJ ),(  ),( 1−=  














= 321

00
00
00

  ),(
λ

λ
λ

SOJ  

où les λi sont les valeurs propres associées aux vecteurs propres iur et P la matrice de 
passage de la base }{ ier  à la nouvelle base }{ iur  dite aussi base principale d’inertie. 
J(O,S) est appelée matrice principale d’inertie. Les axes Oui sont le axes principaux alors 
que les valeurs propres λi sont les moments d’inertie correspondants. 
 
Remarques : 

i- Si deux des  valeurs propres sont égaux , λ1=λ2 , l’opérateur 













= 300

00
00

  ),(
λ

λ

λ

SOJ  est de 

révolution ou cylindrique. Tout axe Ou avec 2211     uuu rrr αα +=  est aussi un axe 
principal d’inertie de moment d’inertie λ. 

ii- Si les trois moments d’inerties sont égaux, λ1=λ2 =λ3, alors l’opérateur d’inertie 
J(O,S) est dit sphérique et tout axe Ou avec 332211       uuuu rrrr ααα ++=  est aussi axe 
principal d’inertie de moment d’inertie λ. 

 
3-5- Détermination des axes principaux d’inertie 
La détermination direct de la matrice d’inertie I(O,S) nécessite le calcul de 6 éléments. 
Cependant le choix d’une base principale d’inertie permet de ramener le calcul à 3 éléments 
seulement. 
 
3-5-1- Symétries matérielles et axes principaux 
Considérons un solide S auquel est lié un repère orthonormé direct ),,,( wvuAS rrrℜ . 
i- Si la droite ),( wA r  est un axe de symétrie matérielle de S alors est un vecteur propre de 

I(C,S) ∀ C ∈ l’axe ),( wA r . En effet : 






−
−

=
C
D
E

wSCI    ),( r , or 0      =−= ∫S dmxzE  et 0      =−= ∫S dmyzD . 

Donc wIwCwSCI zz rrr         ),( ==  et la matrice d’inertie devient : 
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),,(00 00  ),( wvuC
BF
FA

SCI rrr

−

−
=  ∀ C ∈ l’axe ),( wA r . 

Si de plus l’axe ),( wA r  est de symétrie de révolution, alors A = B. Exemple le cône 
de révolution par rapport à l’axe Oz. 
Ainsi tout axe de symétrie matérielle est axe principal d’inertie. 

ii- Si le plan ),,(  vuA rr≡Π  est un plan de symétrie matérielle pour S, alors tout vecteur 
perpendiculaire à Π ( vuw rrr     ∧= ) est un vecteur propre de I(C,S) ∀ C ∈ Π. Alors 
D= E = 0. Ainsi tout axe perpendiculaire à un plan de symétrie matérielle est axe 
principal d’inertie. 

 
3-5-2 Conséquences 
i- Tout trièdre tri-rectangle dont deux de ses axes sont axes de symétrie matérielle 

pour un système S, est un trièdre principal d’inertie de ce système. 
En effet : Soient ),( uA r  et ),( vA r  axes de symétrie matérielles alors ur  et vr  sont des 
vecteurs propres de I(A,S). En conséquences E = F = 0 et D = F = 0. Alors I(A,S) 
est diagonale et donc wr  est vecteur propre de I(A,S). 

ii- Tout trièdre tri-rectangle dont deux de ses plans sont de symétrie matérielle pour 
un système S, est un trièdre principal d’inertie de ce système. 
En effet : Soient ),,( vuA rr  et ),,( wuA rr deux plans de symétrie matérielles pour S. 

),,(  vuAw rrr ⊥  et ),,(  vuAv rrr ⊥ sont des vecteurs propres de I(A,S), alors E = D = 0 et F 
= D = 0. En conséquenceur est aussi un vecteur propre de I(A,S). 

 
II- Théorèmes associés au calcul de la matrice d’inertie I(O,S) 
 
1- Théorème I de Koenig 
La matrice d’inertie d’un solide S en un point O est égal à la somme de la matrice d’inertie en 
G du solide et la matrice d’inertie en O du centre de masse G affecté de la masse totale du 
solide S. 

I(O,S) = I(G,S)+I(O,G{m}) 
Soit G le centre de masse d’un système S de masse m. L’opérateur d’inertie ),( SOℑ est tel 
que : 

∫
∈

→→
∧∧=ℑ SP dmOPuOPuSO  )    (      ),( rr  

En décomposant →→→
+= GPOGOP     , on obtient 

uSO r ),(ℑ ∫
∈

→→
∧∧= SP dmOGuOG  )    (    r + ∫

∈

→→
∧∧SP dmGPuOG  )    (   r + ∫

∈

→→
∧∧SP dmOGuGP  )    (   r  

    + ∫
∈

→→
∧∧SP dmGPuGP  )    (   r  

uSO r ),(ℑ )  (    →→
∧∧= OGuOGm r  + uSG r ),(ℑ  

uSO r ),(ℑ umGO r }){,( ℑ=  + uSG r ),(ℑ  
D’où la démonstration du théorème 
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2- Théorème de Hygens 
Le moment d’inertie d’un solide S par rapport à une droite ∆ est égale au moment d’inertie du 
solide par rapport à la droite ∆G passant par G et parallèle à ∆ augmenté du moment d’inertie 
qu’aurait toute la masse de S si elle était concentrée en G. 2   ),(  ),( dmSGISOI G += ∆∆  22 ////

→
= GHd  avec H la projection perpendiculaire de G sur ∆. 

Soit ur  est le vecteur unitaire associé à ∆. 
uSOuSOI rr  ),(  ),( .ℑ=∆  

 )]  (  [  .

→→
∧∧= OGuOGum rr + uSGu rr  ),(.ℑ  

])(  [  22
.uOGOGm r

→→
−= + ),( SGI G∆  

Or 22222       )(  . dOHOGuOGOG =−=−
→→→→

r  
D’où la démonstration du théorème. 
 
3- Détermination pratique de la matrice d’inertie 
1-3- Règles générales 

• Mettre en évidence les symétries. 
• Décomposer le système en des éléments simples et étudier séparément chaque partie. 
• Choisir un point O commode et des axes susceptibles de simplifier les calculs (axes 

principaux). 
• Calculer les composantes de la matrice d’inertie. 
• Le calcul du moment d’inertie par rapport à un axe ∆ passant par O s ‘effectue selon 

uSOIuSOI rr  ),(  ),( .=∆  
• Le calcul du moment d’inertie par rapport à un axe ∆' s’effectue à partir du théorème 

d’Hygens : 2'    ),(  ),( dmSGISOI G += ∆∆  
2-3- Exemples 
1-2-3- Tige rectiligne homogène 
Soit T une tige homogène de longueur ℓ et de masse m. 
Les axes Ox et Oz sont des axes de symétrie matérielle. 
Donc ),,,( zyxOℜ  est un trièdre principal. 







=
C

A
TOI  0 0 000 0 0   ),(  

∫∫ +=+== TTxx dyyzdmyzIA )()( 2222 λ  

          12   12     
232/ 2/ 2 llll mdyy === ∫

−
λλ     





= 1 0 0 000 0 0 1 12   ),(
2l

mTOI  

de même on obtient 12   
2l

mIC zz ==  
 
 

ur
G ur
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2-2-3 Disque plein homogène 
Soit un disque D(O,R) dans le plan xOy. Ox et Oy sont 
des axes de symétrie matérielle. Donc ),,,( zyxOℜ  
est principal. Oz étant un axe de symétrie de révolution, 
alors A = Ixx =B =Iyy. C=Izz 







=
C

A
A

  ),( DOI , avec ∫= Dxx dsyI    2σ  , ∫= Dyy dsxI    2σ . yyxxyyxxDzz IIIIdsyxI 2  2     )(  22 ==+=+= ∫σ  

2   42      
242200 32 R

m
R

R
mddrrrdrdrI

RDzz ==== ∫∫∫ π
π

θσθσ
π

 ; 





= 2 0 0 0 1 0 0 0 1 4  ),(
2mR

DOI  

Remarque : La matrice d’inertie d’un cerceau s’obtient de la même façon, sauf que dans ce 

cas 222     Ryx =+ , d’où 222   )( mRdmyxI Czz =+=∫ . 





= 2 0 0 0 1 0 0 0 1 2  ),(
2mR

COI  
3-2-3 Cylindre plein homogène 
Soit un cylindre C plein homogène de de masse m , de rayon R et de hauteur h. 

),,,( zyxOℜ  est principal(deux plans de symétrie matérielle). 
De plus l’axe Oz est un axe de symétrie de révolution. 







= C00 0A0 00A  ),( COI , avec A = Ixx =B =Iyy. C=Izz 
∫∫ +==+= CyyCxx dVzxIdVzyI  )(   )(  2222 ρρ  

∫ += Czz dVyxI  )(  22ρ  

2   42      
2422/ 2/200 32 R

mh
R

hR
mdzddrrdzrdrdrI

hhRCzz ==== ∫∫∫∫
−

π
π

θρθρ
π

. 

On remarque que ∫+= Czz dVzIA 22   2 ρ  

Or 12   
22/ 2/ 2200 322 mh

dzzddrr
hR
mdVz

hhRC == ∫∫∫∫
−

π
θ

π
ρ  

On obtient finalement 12  4  
22 mhmR

A +=  ; 

















+

+

=

2 0 0

0 )3(12 0
0 0 )3(12

   ),( 22222
mR

Rhm
Rhm

COI  

 
4-2-3 Sphère pleine(Boule) 
Soit une sphère S(O,R) pleine homogène de masse m et de rayon R. ),,,( zyxOℜ  est principal. 
En plus on a une symétrie sphérique, ce qui conduit à  A = B = C. 

O 

O 
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z 
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h 
  z 







= A00 0A0 00A  ),( SOI ,  

∫∫∫ +=+=+= SSS dVyxdVzxdVzyA  )( )( )( 222222 ρρρ  

∫∫ =++= SS ddrdrrR
mdVzyxA ϕθθ
π

ρ  sin3/4
2 )(2 3 223222  22000 43 5

2   sin
4
2 mRdddrr
R
mA

R
== ∫∫∫ ππ

ϕθθ
π

 







= 100 010 0 0 1 5
2  ),( 2mRSOI  

 
Remarque : Dans le cas d’une sphère creuse on a : 2222      Rzyx =++ , d’où 22  3 mRA = , 





= 100 010 0 0 1 3
2  ),( 2mRSOI  

5-2-3 Cône homogène plein 
On considère un cône homogène plein de masse m, de hauteur h et de rayon à la base R 
Les plan xOy et yOz sont des plans de symétrie matérielle. 

),,,( zyxOℜ  est donc principal. L’axe Oz est un axe 
de symétrie de révolution, alors A=B. 







= C00 0A0 00A  ),( COI  

L’équation du cône est 



≤

≤+

hz
Ryx

  

    222
 

∫∫ +==+== CyyCxx dVzyIdVzyIA )()( 2222 ρρ , ∫ += dVyxC )( 22  

Or ∫+= C dVzCA 22   2 ρ  220/00 3
1  hRdrdrdzdVV

hzRhC πθ
π

=== ∫∫∫∫  40 302
102  hRdrrdzdzdrdrrC

zR/hhC ρππρθρ === ∫∫∫  2 10
3  mRC =  232/00 22

5
3  52  mhhRrdrdzzdVz

hzRhC === ∫∫∫ ρππρρ  

O 
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)4(20
3  22 RhmA += ,  

















+

+

=

10
3
 0 0

0 )4(20
3 0

0 0 )4(20
3

   ),( 22222
mR

Rhm
Rhm

COI  

 
III- Torseur cinétique 
 
1- Définition 
Soit S un système de points matériels en mouvement dans l’espace affine E par rapport à un 
repère fixe ),,,( zyxOℜ . 
Le torseur cinétique de S/ℜ noté )/( ℜScτ est le torseur ayant pour résultante l’impulsion 
totale de S/ℜ, )/( ℜSP

r  et pour moment, le moment cinétique total de S/ℜ, )/( ℜSσr . Ils sont 
définis par : 







ℜ∈∧=ℜ

ℜ∈=ℜ

∑

∑

=

→

= Ni iiiNi ii
SMVCMmSC

SMVmSP 11
)/(  )/,(

)/(  )/(

r

rr

rσ
  Cas d’un système discret 






ℜ∈∧=ℜ

ℜ∈=ℜ

∫
∫

→S  )/(  )/,(

 )/(  )/(

dmSMVCMSC

dmSMVSP S
r

rr

rσ
   Cas d’un système continu 

 
Remarques 

i- )/,( ℜSCσr  dépend du point où on le calcul alors que )/( ℜSP
r  ne dépend que du repère ℜ. 

ii- Souvent on prend C≡O (origine du repère ℜ) ou C≡G (origine du repère ℜG) 
 
2- Propriétés 
1- Si U

Ni iSS 1  
=

= , alors ∑
=

ℜ=ℜ
Ni icc SS 1 )/()/( ττ  

2- )/(     )/(  )/( ℜ=+=ℜ=ℜ ∫∫∫
∈

→

∈

→

∈
GVmdmdt

GMddmdt
OGddmMVSP SMSMSM rrr . 

 
)/()/( ℜ=ℜ GVmSP

rr  
 
La quantité de mouvement du système est égale à la quantité de mouvement du centre 
d’inertie affecté de la masse totale du système. Dans le repère lié au centre de masse 
ℜG 0  )/( =ℜGSP

r   
3- )/,( ℜSOσr  est un champ antisymétrique. 
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∫∫∫
∈

→

∈

→

∈

→
ℜ∧+ℜ∧=ℜ∧=ℜ SMSMSM dmMVAMdmMVOAdmMVOMSO  )/(    )/(    )/(  )/,( rrrrσ  

)/,(  )/(    )/,( ℜ+ℜ∧=ℜ
→

SASPOASO σσ rr r  
4- Cas d’un solide 

∫∫∫
∈

→→

∈

→

∈

→
∧ℜ∧+ℜ∧=ℜ∧=ℜ SMSMSM dmAMSCMdmAVCMdmMVCMSC  )  )/((    )/(    )/(   )/,( ωσ r

rrr  

 ∫∫
∈

→→

∈

→→→
∧ℜ∧+∧ℜ∧+ℜ∧= SMSM dmAMSAMdmAMSCAAVCGm  )  )/((   )  )/((   )/(    ωω rr

r  

)(S/)S/,(  )  )/((     )/(     )/,( ℜℜℑ+∧ℜ∧+ℜ∧=ℜ
→→→

ωωσ rr

rr

AAGSCAmAVCGmSC  
 
 
 

Cas particuliers 
i- C≡A ∈ ℜS 

)(S/)/,(  )/(     )/,( ℜℜℑ+ℜ∧=ℜ
→

ωσ r

rr

SAAVAGmSA  
ii- C≡A ∈ ℜS un point fixe dans ℜ (exemple l’origine O de ℜ) 

)(S/)/,(   )/,( ℜℜℑ=ℜ ωσ r

r

SASA  
iii- Si C≡G 

)(S/)S/,(  ))/(   (     )/,( ℜℜℑ+ℜ∧∧=ℜ
→→

ωωσ rr

r

ASAGAGmSG  
iv- Si C≡G≡A 

)(S/)/,(   )/,( ℜℜℑ=ℜ ωσ r

r

SGSG  
On note que )  )/((     )(S/)}{,( →→

∧ℜ∧=ℜℑ AGSAGmmGA ωω rr  (Ce n’est autre que 
l’image de )/( ℜSωr  par l’opérateur d’inertie {m}),( GAℑ ) et par conséquent 

)(S/))}{,( - )S/,((  )(S/)S/,(  ))/(   (     )/,( ℜℑℜℑ=ℜℜℑ+ℜ∧∧=ℜ
→→

ωωωσ rrr

r

mGAAASAGAGmSG
D’après le théorème I de Koenig on obtient )(S/)/,(   )/,( ℜℜℑ=ℜ ωσ r

r

SGSG . Alors 
les cas iii et iv sont équivalents. 

v- Théorème II de Koenig 
La propriété d’antisymétrie de σr  permet de déduire le 2éme théorème de Koenig : 

)/(     )/,(  )/,( ℜ∧+ℜ=ℜ
→

GVOGmSGSO
rrr σσ  

On note que )/()/(  )/,(  )/,( G ℜℜℑ=ℜ=ℜ SG,SSGSG G ωσσ r

rr  
 
IV- Torseur dynamique 
 
1- Définition 
Soit S un système de points matériels en mouvement dans l’espace affine E par rapport à un 
repère fixe ),,,( zyxOℜ . 
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Le torseur dynamique de S/ℜ noté )/( ℜSDτ est le torseur associé au champ des accélérations 
par rapport à ℜ, des points de S. Les éléments de réduction en un point C quelconque sont la 
résultante dynamique )/( ℜSS

r  et le moment dynamique )/( ℜSδ
r

. Ils sont définis par : 







ℜ∈∧=ℜ

ℜ∈=ℜ

∑

∑

=

→

= Ni iiiNi ii
SMCMmSC

SMmSS 11
)/(   )/,(

)/(   )/(

γ

γ

δ r

r

r

r

  Cas d’un système discret 






ℜ∈∧=ℜ

ℜ∈=ℜ

∫
∫

→S  )/(    )/,(

 )/(   )/(

dmSMCMSC

dmSMSS S
γ

γ

δ r

r

r

r    Cas d’un système continu 

 
2- Propriété 
1- Si U

Ni iSS 1  
=

= , alors ∑
=

ℜ=ℜ
Ni iDD SS 1 )/()/( ττ  

2- dt
GVdmdmMVdt

ddmdt
MVdSS SMSM )/(    )/(    )/(  )/( ℜ=ℜ=ℜ=ℜ ∫∫

∈∈

r

r

r

r . 

)/()/( ℜ=ℜ GmSS γr
r  

La résultante dynamique d’un système S est la résultante de son centre de masse affecté 
de la masse totale de S. Elle est aussi la dérivée dans ℜ de la résultante cinétique 

)/( ℜSP
r . 

3- Relation entre )/( ℜScτ  et )/( ℜSDτ  

∫ ℜ∈∧=ℜ
→S  )/(  )/,( dmSMVCMSC

rrσ  

∫ ℜ∈∧+ℜ∧ℜ−=ℜ →S  )/(   )/(  )/(  )/,( dmSMCMGVCVmdt
SCd γσ r

rr

r

 

)/(  )/(   )/,(  )/,( ℜ∧ℜ+
ℜ=ℜ ℜ GVCVmdt

SCdSC
rr

r

r σδ  

4- δ
r

 est un champ antisymétrique 
∫∫∫ ℜ∈∧+ℜ∈∧=ℜ∈∧=ℜ

→→→ SSS  )/(      )/(      )/(     )/,( dmSMAMdmSMCAdmSMCMSC γγγδ rrr

r

 

)/(    )/,(  )/,( ℜ∧+ℜ=ℜ
→

GmCASASC γδδ r

rr

 
 

5- Théorème III de Koenig 
Si on pose C≡G  on obtient 

ℜ
ℜ=ℜ  )/,(  )/,( dt

SGdSG σδ
r

r
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On sait que )/(     )/,(  )/,( ℜ∧+ℜ=ℜ
→

GVCGmSGSC
rrr σσ  

)/(  )/(  )/(     )/,(  )/,( ℜ∧ℜ−ℜ∧+ℜ=ℜ →
GVCVmGCGmdt

SGd
dt
SCd rr

r

rr

γσσ  
d’où le théorème  III de Koenig pour le moment dynamique qui s’énonce comme suit : 

)/(     )/,(  )/,( ℜ∧+ℜ=ℜ
→

GCGmSGSC γδδ r

rr

 ∀ C ∈ E 
Vue que )/,(  )/,( GSGSG ℜ=ℜ σσ rr  le théorème s’écrit : 

)/(     )/,(  )/,( ℜ∧+ℜ=ℜ
→

GCGmSGSC G γδδ r

rr

 
6- Si C≡O est un point fixe dans ℜ (exemple l’origine O de ℜ) 

 )/,( )/,(
ℜ

ℜ=ℜ dt
SOdSO σδ

r

r

 

      Dans ce cas 0  )/( =ℜOV
r  et par conséquent 

ℜ

ℜ=ℜ dt
SOdSO cD )/,(  )/,( ττ  

V- Energie cinétique 
1- Définition 
L’énergie cinétique, à l’instant t, d’un système S de points matériels quelconque dans son 
mouvement par rapport à ℜ est le scalaire 
  

∑
=

ℜ=ℜ
Ni ii MVmST 1 2 )/(  2

1  )/( r    ∫
∈

ℜ=ℜ SM dmMVST  )/(2
1 )/( 2r  

Système discret    système continu 
 
 
2- Propriétés 

1- Si U
Ni iSS 1  
=

= , ∑
=

ℜ=ℜ
Ni iSTST 1 )/( )/(  

2- T(S/ℜ) est le comoment du torseur cinématique vτ et du torseur cinétique cτ . 
∫
∈

ℜ=ℜ SM dmMVST  )/( )/(2 2r  

   ∫∫
∈

→

∈
∧ℜℜ+ℜℜ= SMSM dmAMSMVdmAVMV  )  )/( ()/(   )/()/( .. ωr

rrr  

   ∫
∈

→
ℜ∧ℜ+ℜℜ= SM dmMVAMSAVGVm  )/(   )/(  )/()/( ..

r

r

rr

ω  

)/,()/(  )/()/(  )/(2 .. ℜℜ+ℜℜ=ℜ SASAVGVmST σω
r

r

rr  
Ce qui permet d’écrire ))/(),/(()/(2 ℜℜ=ℜ SSST cv ττ . 

 
3- Conséquences 
1- Vue que l’énergie cinétique est le comoment du torseur vτ  et du torseur cτ  alors  elle est 
indépendante du point où on la calcule. 
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2- Si A ∈ S fixe dans ℜ alors :  )/,()/(  )/(2 . ℜℜ=ℜ SASST σω
r

r .  
Or )(S/)/,(   )/,( ℜℜℑ=ℜ ωσ r

r

SASA , d’où : 
)(S/)/,( )(S/  )/( ℜℜℑℜ=ℜ ωω rr SAST  

3- Théorème VI de Koenig 
Si on substitue A par G, le centre de masse du système, dans l’expression de T(S/ℜ) on 
obtient : )/()/,()/(  )/(  )/(2 .

2 ℜℜℑℜ+ℜ=ℜ SSGSGVmST ωω rr

r  
Enoncé du théorème : 

L’énergie cinétique d’un système de points matériel S dans son mouvement par rapport à ℜ et 
égal à la somme de son énergie cinétique dans son mouvement autour de son centre de gravité 
et de l’énergie cinétique de son centre de masse affecté de la masse totale dans son 
mouvement par rapport à ℜ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 51 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Mécanique du solide 

 52 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

ChapIV 
Principe fondamental de la dynamique 

Théorèmes généraux 
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La dynamique des systèmes matériels s’appuie sur le principe fondamental de la dynamique 
qui est une généralisation de la loi fondamentale de la mécanique du point matériel et des 
théorèmes relatifs aux mouvements des systèmes de N points aux systèmes quelconques. Il 
exprime donc la relation entre, d’une part, les éléments cinétiques quantité de mouvement et 
moment cinétique, et d’autre part, les forces et les moments qui s’exercent sur eux. Ainsi à 
partir de ce principe fondamental on peut prévoir les mouvements de tous les systèmes 
matériels sous l’action des forces qu’ils subissent. 
 
I- Principe fondamental de la dynamique 
 
1- Forces appliquées à un système : Torseur force. 
1-1 Notion de force 
On appelle force, toute effort exercé sur un point matériel M ∈ S . Elle est représentée par un 
3- vecteur )(MF

r . 
Soit un système S de points matériel en mouvement par rapport à un référentiel ℜ. L’un des 
points Ai est soumis à la force exercée par l’ensemble des autres points de S et par des corps 
extérieurs à S. Le système de forces appliquées à S est donc représenté par l’ensemble des 
vecteurs liés )} , {( ii FA

r . 
Si S est un système discret, l’effort total Fr  exercée sur S dans ℜ est la somme des forces 
élémentaires iFr  : ∑= i iFF

rr

 . Cependant pour un système continu on introduit le vecteur lié 

générique ))( ,( PfP r  représentant la densité massique de force qui s’exerce sur le point courant 
P. Si on associe l’élément de masse dm au point P, l’effort total est la résultante )/( ℜSF

r  : 
∫
∈

=ℜ SP dmPfSF  )( )/( rr . 
 
1-2 Classification des forces 
 

a- Forces extérieures 
Ce sont les forces exercées sur le système S par tout corps étranger à S du milieu 
extérieur. 
 

b- Forces intérieures 
Ce sont les forces d’interaction entre les éléments du même système. L’action de tous 
les points matériels j d’un système sur un point i≠j est la somme ∑

≠
→ij ijFr . 

 
c- Forces de contact 

Ce sont des forces qui résultent du contact entre deux solides. Ces forces ne sont pas 
fondamentales simples dont on connaît l’expression. Elles dépendent de la nature 
exacte de l’interaction entre des ensembles de particules, de la position de ces 
particules au voisinage des surfaces en contact et par conséquent de la structure 
microscopique des surfaces. Ces forces augmentent le nombre d’inconnues du 
problème. 
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1-3 Torseur force 
Définition 
On appelle torseur force, )/( ℜSFτ , s’exerçant sur un système S en mouvement dans ℜ, le 
torseur ayant pour élément de réduction en O la résultante et le moment des forces : 
Système discret 

∑→→
= i iFR     , ∑ →→→

∧= i    iiO FOAM  
Système continu 

∫
∈

→→
= SP dmPfR  )(   , ∫

∈

→→→
∧= SPO dmPfOPM  )(     

 
Exemple : Torseur poids )/( ℜSPτ  
Soit un solide de masse m de centre de masse G soumis à l’effet de la pesanteur de densité 
massique de force →

g . Le torseur poids correspondant s’écrit en O : 

)]/( ; )/([  )/,( ℜℜ=ℜ
→→

SMSPSO OPτ  avec  

∫
∈

→→
=ℜ SP PdmgSP )(  )/(    et  ∫

∈

→→→
∧= SPO PdmgOPM )(      

Si →
g est constante alors →→

=ℜ gmSP   )/(  et →→→

∈

→→
∧=∧= ∫ gmOGgPdmOPM SPO       ])(  [   

2- Enoncé du principe fondamental  
Considérons un système S fermé en mouvement par rapport à un référentiel galiléen ℜ. Soit 

)/( ℜSDτ  le torseur dynamique associé à S et )/( ℜSextFτ  le torseur des forces extérieures qui 
s’exercent sur S. 
Par rapport à tout référentiel galiléen ℜ et pour tout système matériel S fermé en mouvement 
dans ℜ, le torseur dynamique est égal au torseur des forces extérieures. 

)/(  )/( ℜ=ℜ SS extFD ττ  
Remarque : Le problème qui se pose au principe fondamental de la dynamique (P.F.D.) est 
celui de la détermination des repères galiléens. 
On dit que deux référentiels ℜ et ℜ’ sont galiléens si →→

=ℜℜ cstV   ')/(   et 0  ')/( =ℜℜ
→
ω . 

 
3- Théorèmes généraux 
Les théorèmes généraux sont des conséquences immédiates du principe fondamental de la 
dynamique. 
3-1 Théorème de la résultante dynamique 
La résultante des forces extérieures, )/( ℜ

→
SF ext , agissant sur un système matériel S en 

mouvement dans un référentiel galiléen est égal à la résultante dynamique →
S du système S 

dans ℜ : 
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→→
=ℜ SSF ext   )/(  

En tenant compte du résultat établi en cinétique )/(  )/( ℜ=ℜ
→→

GmSS γ , on a un énoncé 
équivalent : 
La somme des forces extérieures appliquées à un système matériel S quelconque est égale à la 
résultante dynamique de son centre d’inertie affecté de la masse totale de S. 

)/(  )/( ℜ=ℜ
→→

GmSF ext γ  
3-2 Théorème du moment dynamique 
En un point O quelconque d’un système S en mouvement par rapport à un référentiel galiléen 
ℜ, le moment dynamique de S est égale au moment des forces extérieures appliquées à S en 
ce point. 

)/,(  )( ℜ=→
→→→

SOSFM extO δ  
Or on sait que : 

)/(  )/(   )/,(  )/,( ℜ∧ℜ+ℜ=ℜ
→→

→→
GVOVmdt

SOdSO σδ  

En conséquence si )/(   )/( ℜ=ℜ
→→

GVOV α , ou 0  )/( =ℜ
→

OV , ou O≡G on obtient le théorème du 
moment cinétique : 
Si O est un point fixe, ou si sa vitesse )/( ℜ

→
OV  est parallèle à la vitesse du centre d’inertie, 

)/( ℜ
→

GV , ou au point G lui même, le moment des forces extérieures appliquées au système S 
est égal à la dérivée du moment cinétique en ce point. 
Si )/( // )/( ℜℜ

→→
GVOV  ou 0  )/( =ℜ

→
OV ,  

ℜ

→
→→ ℜ=→ dt

SOdSFM extO )/,(  )( σ  

En particulier si O≡G  on a la relation très utile 

ℜ

→
→→ ℜ=→ dt

SGdSFM extG )/,(  )( σ  

Elle exprime le théorème du moment cinétique d’un système matériel S en mouvement autour 
de son centre d’inertie : 
Le moment en G, centre d’inertie d’un système matériel S quelconque, des forces extérieures 
appliquées à S est égal à la dérivée du moment cinétique de S dans son mouvement autour de 
G. 
 
3-3 Théorème du moment cinétique par rapport à un axe fixe 
Soit →

u  le vecteur unitaire associé à un axe ∆ fixe. Si O ∈ ∆, on a d’après le théorème du 
moment cinétique : 
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ℜ

→
→→→→ ℜ=→ dt

SOduSFMu extO )/,(  )(  ..

σ  

ℜ

→→
→→→ ℜ=→ dt

SOudSFMu extO ))/,((  )(  .

.

σ  

Le moment par rapport à un axe fixe, lié à un repère galiléen, des forces extérieures 
appliquées à un système matériel S quelconque est égal à la dérivée du moment cinétique de S 
par rapport à cet axe. 
 
3-4 Théorème de l’action et de la réaction 
S1 et S2 étant deux systèmes matériel sans partie commune. Le torseur des forces exercées par 
S1 sur S2 et le torseur des forces exercées par S2 sur S1 sont opposés. 
Soit un système matériel 21     SSS U=  avec ∅=    21 SS I  et soient les torseurs forces suivants : 21  )/( 21

→
=ℜ→ FF SS ττ  : torseur des forces exercées par S1 sur S2. 12  )/( 12

→
=ℜ→ FF SS ττ  : torseur des forces exercées par S2 sur S1. 

)/( 11 ℜSFτ  : torseur des forces extérieures exercées sur S1. 
)/( 22 ℜSFτ  : torseur des forces extérieures exercées sur S2. 

Le torseur des forces exercées sur S1(S2) est donc : 121    )/( 1
→

+=ℜ FFF S τττ  ,  212    )/( 2
→

+=ℜ FFF S τττ  
En conséquence le torseur des forces appliquées sur S est : 
 )(  )(  )/( 2121 SSSSS FFF τττ +=ℜ= U  
Or d’après le P.F.D. on a : 121    )/( 1

→
+=ℜ FFD S τττ  212    )/( 2

→
+=ℜ FFD S τττ      ⇒   1221  

→→
−= FF ττ  21    )/(  )/( 2121 FFFD SSSSSS ττττ +=ℜ==ℜ= UU  

 
Conséquences 

i- Si S1 et S2 se réduisent à des points matériels, on obtient le résultat : 
0    2121 =+ →

→
→

→
FF  

ii- En généralisant cette propriété pour tous les points matériels d’un système S, on 
déduit que le torseur des forces intérieures est nul : 0  )( int =→

→
SFτ . 

3-4 Cas d’un référentiel non galiléen 
Soit un système matériel S en mouvement par rapport à deux référentiels ℜ0 galiléen et ℜ 
d’origine O’ non galiléen. 
∀ P ∈ S, )/  (  )/  (  )/  ( )/  ( 00 ℜ∈+ℜ∈+ℜ∈=ℜ∈

→→→→
SPSPSPSP ce γγγγ  
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avec 
→

ℜ

→
→→→→→

∧
ℜℜ

+∧ℜℜ∧ℜℜ+ℜ= POdt
dPOOPe ' )/(  )'  )/((  )/(  )/'()( 00000 ω

ωωγγ  

)/(  )/( 2  )( 0 →→→
ℜ∧ℜℜ= PVPc ωγ  

Or la résultante du torseur dynamique est )/( ℜ
→
Gmγ  : 

  ) (    ) (   )/ (  )/( 0 ∫∫
∈

→

∈

→→→
++ℜ=ℜ SP cSP e dmPdmPGmGm γγγγ  

Le moment dynamique étant donné par : 

∫
∈

→→→
ℜ∧=ℜ SP dmPOPSO  ) /(   )/,( 00 γδ  

      ∫∫∫
∈

→→

∈

→→

∈

→→
∧+∧+ℜ∧= SP cSP eSP dmPOPdmPOPdmPOP  )(   ) (   )/(   γγγ  

Si on note par ] ; [  ieieie MF
→→

=τ  le torseur d’inertie d’entraînement : 

∫
∈

→→
−= SP eie dmPF  )( γ      , ∫

∈

→→→
∧−=ℜ SP eie dmPOPSOM  )(  )/ ,( γ  

et par ] ; [  icicic MF
→→

=τ  le torseur d’inertie de coriolis : 

∫
∈

→→
−= SP cic dmPF  )( γ      , ∫

∈

→→→
∧−=ℜ SP cic dmPOPSOM  )(  )/ ,( γ  

le principe fondamental de la dynamique ( )/(  )/( ℜ=ℜ SS extFD ττ ) conduit à : 
)/(  )/(  )/(  )/( 0 ℜ+ℜ+ℜ=ℜ SSSS icieFD ext ττττ  

Théorème 
Le torseur dynamique d’un système matériel S quelconque en mouvement par rapport à un 
repère ℜ quelconque est égal à la somme du torseur des forces extérieures appliquées à S et 
des torseurs des forces d’inertie d’entraînement et de Coriolis de S. 
 
Cas particuliers 
Si ℜ est animé d’un mouvement de translation par rapport à ℜ0 on a : 
∀ P ∈ S  0  )( =

→
Pcγ  et )/'(  )( 0ℜ=

→→
OPe γγ . Ainsi, le torseur d’inertie de Coriolis est nul et le 

torseur d’inertie d’entraînement est un glisseur de résultante )/'( 0ℜ−=
→→

OmF ie γ  et de moment 

)/'(      )/'(  )/ ,( 00 ℜ∧−=ℜ∧−=ℜ
→→

∈

→→→ ∫ OmOGdmOOPSOM SPie γγ . 
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Si en plus la translation est uniforme alors 0  )/'( 0 =ℜ
→
Oγ  et par conséquent 0  =ieτ  et 0  =icτ . 

ℜ est alors galiléen. 
 
II- Lois de Coulomb sur le frottement solide 
Dans le cas des solides en contact, en plus des forces à distance tel que la pesanteur de 
nouvelles forces dites de contact s’ajoutent. La détermination de ces forces de contact est très 
complexe car elles dépendent de la structure microscopique des surfaces de contact et de la 
nature exacte de l’interaction entre les particules au voisinage des surfaces. Bien que les 
forces de contact diminuent le degré de liberté du système, l’étude du mouvement ezst très 
complexe du fait du nombre d’inconnu qui est augmenté à cause de ces forces. Cependant afin 
d’étudier des systèmes en contact un modèle simplifié de ces actions est proposé. 
 
1- Actions de contact 
L’action de contact qu’exerce un solide S2 sur 
un solide S1 est décrite par un ensemble de forces 
qui agissent sur S1 aux quelles on associe un torseur 
des actions de contact ] , [  IIac MR

→→
=τ  ou →

R  est 

la résultante et IM
→  son moment dynamique au point I. 

Si on introduit le plan tangent Π commun aux deux solides 
en contact, on peut décomposer les éléments de réduction  
du torseur Iacτ  suivant la normale →

n  et la tangentielle →t  au plan Π : tn RRR
→→→

+=          , tInII MMM ,,     
→→→

+=  

Rn est la réaction normale au plan Π alors que tR
→  est la force de frottement ou force de 

résistance au glissement. nIM ,→  est le moment de résistance au pivotement et tIM ,→  est le moment de résistance au 
roulement au point I. 
Si le contact est  quasi ponctuel, IM

→  est négligeable car les forces de contact sont 
ponctuelles. 
 
2- Lois sur le frottement solide : Lois de Coulomb 

a- Réaction normale 
puisque la réaction s’oppose à la pénétration d’un solide dans l’autre, alors la réaction 
normale est une force répulsive dirigée de S2→S1. Sa norme dépend des conditions du 
mouvement ou de l’équilibre et des autres actions qui s’exercent sur S1. 

b- Réaction tangentielle 
Les lois aux quelles satisfait la réaction tangentielle dépendent de la valeur de la 
vitesse de glissement gV→  du solide S1 sur S2. 
i- 0  =

→gV  

 IM
→  

 tIM ,→  

    nIM ,→   →
R  tR

→

nR→
Π 

(S1) 
(S2) I
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 ϕs →
R

 Π 

Si on exerce une force →
F de traction sur un solide S1 en contact sans glissement avec 

le solide S2 de tel sorte que cette force soit située dans le plan Π tangent en I aux 
surfaces limitant S1 et S2, l’expérience montre que le solide reste immobile tant que 

////
→
F  n’atteint pas une valeur maximale //// ,mtR→  tel que : 

////  //// , nsmt RR
→→

= µ  
µs est une constante appelée facteur d’adhésion statique ou de frottement statique. 
Expérimentalement on constate que : 
1ére loi : le facteur de frottement µs est indépendant de l’aire de la surface en contact. 
2éme loi : le facteur µs est indépendant de //// nR→ . 

Donc dans le cas d’un non glissement "le solide reste immobile" 
////  //// nst RR

→→
≤ µ  

Géométriquement cette inégalité exprime le fait 
que la réaction →

R  est située à l’intérieur d’un cône 
de révolution d’axe la normale en I au plan P, de 
sommet I et de demi angle ϕs ; µs = tangϕs. Ce cône 
est appelée cône de frottement. 
 ii- 0  ≠

→gV  

 1ére loi :  la force de frottement tR→  qu’exerce S2 sur S1  a le même support que la  
   vitesse de glissement  gV→  : 0    =∧

→→ tg RV . 

 2éme loi : tR→  a un sens opposé à celui de  gV→  : 0    . <
→→ tg RV . 

 3éme loi : Pour une vitesse de glissement fixée, ////  //// nt RR
→→

∝  :  

////  //// nt RR
→→

=µ  
 ou µ est le coefficient de frottement dynamique. On définit aussi l’angle de frottement  

dynamique par tang ϕ = µ. 
 4éme loi : µ est indépendant de la vitesse de glissement et est inférieur au coefficient  

 de frottement statique : µ < µs. 
En posant )/(  )/(  )/( 212121 SSSSSS tn →→→

+= ωωω , ces lois de Coulomb peuvent se 
généraliser au frottement de roulement et de pivotement comme suit : 
c- Moment de résistance au roulement tIM ,→  

i- S’il n’y a pas de roulement, alors 0  )/( 21 =
→

SStω  et ////   //// , ntI RhM
→→

<  ou h est le 
coefficient de frottement de roulement. 

ii-  Si 0  )/( 21 ≠
→

SStω , S1 roule sur S2 . 

(S1) 
(S2) I
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y 

I O 

-  Le moment de résistance au roulement tIM ,→  a le même support que la vitesse angulaire 

de roulement  0  )/( 21 ≠
→

SStω : )/(   21, SSM ttI →→
= ωλ . 

- tIM ,→  et )/( 21 SSt→
ω  sont de sens opposés : 0   )/( ,21  . <

→→ tIt MSSω (λ < 0). 

- Pour une vitesse )/( 21 SSt→
ω  fixée : ////   //// , ntI RhM

→→
= . 

d- Moment de résistance au pivotement 
i- S’il n’y a pas de pivotement, alors 0  )/( 21 =

→
SSnω  et ////   //// , nnI RkM

→→
<  ou k est le 

coefficient de frottement de pivotement. 
ii-  Si 0  )/( 21 ≠

→
SSnω , S1 pivote autour de S2 . 

-  Le moment de résistance au pivotement nIM ,→  a le même support que la vitesse 

angulaire de pivotement 0  )/( 21 ≠
→

SSnω : )/( '  21, SSM nnI →→
= ωλ . 

- nIM ,→  et )/( 21 SSn→
ω  sont de sens opposés : 0   )/( ,21  . <

→→ nIn MSSω  (λ’ < 0). 

iii-  Pour une vitesse )/( 21 SSn→
ω  fixée : ////   //// , ntI RkM

→→
= . 

 
III- Applications 

1- Disque vertical en mouvement sur un axe horizontal 
Soit un disque D de masse m, de rayon r et de centre d’inertie C posé verticalement sur 
l’axe horizontal Ox de ℜ avec initialement une vitesse angulaire →

−= z0  ωθ
o  et une vitesse 

de son centre de masse C , →→
= xVV 00   . 

Les forces extérieures sont : le poids →→
−= ymgP    et la réaction →→→

+= yRxRR nt     . 
D’après les théorèmes généraux on a : 

)/(    ℜ=+
→→→

CmRP γ  , IMRCIDC
→→→→

+∧=ℜ       )/,(δ  

Or dt
DCdDC )/,(  )/,( ℜ=ℜ

→→ σδ , avec  

)/(),(  )/,( ℜℑ=ℜ
→→

DDCDC ωσ . 
 

















=ℜ
→ o

θ
σ 00 2 0 0 0 1 0 0 0 1 4  )/,(

2mr
DC  ; on obtient alors →→

=ℜ z
mr

DC  2  )/,(
2 oo

θδ . 

Par projection sur les axes on obtient, en supposant que le contact est ponctuel 
( <<

→
 //// IM ) : 

C 
 θ 
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→
ω

I 
α 

 x 

  y 

tRxm   =
oo  ; mgRn   =  ; trR

mr
  2

2
=

oo
θ  

La 1ére et la 3éme équation contiennent les trois inconnus x, θ, Rt. Par conséquent la prise en 
compte des lois de Coulomb sur le frottement est indispensable. 
Cependant on se propose d’étudier le comportement de la vitesse du glissement gV→ . 

)/(  )/(  )/(  ℜ∈=ℜ∈−ℜ∈=
→→→→

DIVOxIVDIVV g  

)/(    )/(  ℜ∧+ℜ=
→→→→

DICCVV g ω  
→→

+= xrxV g  ) ( oo
θ  ttg Rmxm

Rxrxdt
Vd →→→
→

==+= 3  3  )(  oooo
θ  

0   3  2    . .

2
<=














=

→→
→→

→ gtggg VRm
V

dt
d

dt
VdV . 

Puisque tR
→  et gV→  sont opposés, //// gV→  ne peut que diminuer. Il en résulte que le 

mouvement se terminera par une phase sans glissement. 
 
2- Roue motrice 
Considérons une roue se déplaçant sur un plan incliné. Les actions qui s’exercent sur la 

roue de centre de masse  C, sont le poids →→
= gmP   , la réaction →

R  exercée par le sol et le 

couple moteur →→
−= zMM mc    (Mm > 0). 

En appliquant les théorèmes généraux on obtient : 
)/(    ℜ=+

→→→ CmRgm γ  
 

 
ou IM

→  est le moment de l’action au point I. 
On suppose que la roue roule sans glisser à la vitesse constante. 
Les équations dynamiques deviennent, vue que cste  =

o
θ  (condition de roulement sans 

glissement), 
0    sin =+− tRmg α  ; 0    cos =+− nRmg α  ; 0      , =−+ mtzI MrRM  

Pour que la condition de roulement sans glissement soit satisfaite, il faut que : 

cI MRCIMdt
CdC

→→→→→→
+∧+=ℜ=ℜ         )/(  )/( σδ

C. 
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////   //// nst RR
→→

≤ µ  soit αµ cos   
// , mgr

MM szIm
≤

− . Puisque le contact est ponctuel MI,z <<Mm, 
αµ cos   mgr

M sm ≤ . 
Par conséquent, la montée n’est possible que si : 
i- le coefficient de frottement statique ms est suffisamment grand. 
Dans le contact caoutchou-bitume µs = 0,6 alors que pour le contact acier-acier µs = 0,2. Ce ci 
explique la relative facilité qu’ a un camion avec remorque de franchir une rampe inclinée 
alors que pour un train le contact acier-acier est un handicape pour obtenir une grande force 
de traction, alors qu’il est énergitiquement avantageux. 
ii- La masse m des roues motrices est suffisamment grande. 
C’est ce qui est réalisé dans les trains de montagne qui sont équipés de deux locomotives, non 
pas pour aller plus vite mais pour augmenter la masse des roues motrices. 
iii- Le couple moteur n’est pas trop grand. 
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ChapV 
Travail, Puissance :  

Théorème de l’énergie cinétique 



Travail, Puissance Théorème de l’énergie cinétique 

 65 

→
F

O 

L’étude énergétique des systèmes matériels nécessite la connaissance du travail des forces 
appliquées et leurs puissances. Ainsi on peut établir une relation entre l’énergie cinétique du 
système et l’ensemble des travaux des forces appliquées. Cette étude nous conduit à partir des 
expressions de l’énergie potentielle et de l’énergie mécanique dans de nombreux cas à une 
équation dite intégrale première. 
 
I- Travail et puissance des forces s’exerçant sur un système matériel 
1- Définition de la puissance et du travail 
1-1 Cas d’un point matériel 
Soit une force →

F  appliquée à un point matériel M de vitesse )(MV
→ . La puissance, dans le 

référentiel ℜ, de →
F  est la fonction )(. MVF

→
=

→
  P . 

Cette définition n’a de sens que si on indique le point matériel auquel est appliquée la force 
→
F  et le référentiel ℜ par rapport auquel on défini la vitesse )(MV

→ .  
Le travail élémentaire dans ℜ entre les instants t et t + dt est : dttW    P )(=δ . 

))(,cos(////)(. MVFOMdFdtMVFW
→→→→→

==        δ  

Si →→
= FtF   )( , le travail entre les instants t0 et t1 est donc 

))(,cos(),( 10 MVFdFttW
→→

=        
où d est la distance parcourue par le point M matériel entre les deux instants t0 et t1. 
Si →
F  dérive d’une énergie potentielle Ep: pEF

→→
∇−=   pp -dEOMdEdtMVFW      )(  .. =∇−==

→→→→
δ  et par conséquent dt

dE
t
W p

     −== δ
δP . 

En général le travail accompli entre les instants t0 et t1 est : 
∫= 10 )(),( 10 tt dttttW       P  

2-1 Cas d’un système matériel 
Considérons un système de points matériels Mi, chacun a 
une vitesse )( iMV

→  par rapport à un référentiel ℜ, sur 

lequel s’exercent les forces } ,{ ii FM
→ . La puissance des 

forces considérées relativement à ℜ s’écrit : ∑ →
=

→i ii MVF )(  .P  
Dans le cas d’un système de distribution continue tel que les forces sont réparties en densité 
de force )(Mf→  la puissance s’écrit : ∫

∈

→→
= SM dmMVMf  )()(  .P  

La force appliquée en chaque point Mi est la somme des forces appliquées par un élément 
extérieur à S et des forces intérieures exercées par tut autre point Mj≠ i de S : 

∑→→→
+= j ijextii FFF      

.Mi 
.Mj ℜ 
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 M1 
M2 

.

.

d’où  ∑∑ →→→→
+= ji iiji iexti MVFMVF , )(  )( ..P  

P = Pext + Pin 
Donc la puissance totale est la somme de puissance des forces intérieures à S, et de la 
puissance des forces extérieures à S. Le travail élémentaire pendant l’interval de temps dt est : intint      )(   )(   )(  WWdttdttdttW extext δδδ +=+== PPP  
avec 

∑ →→
= i iextiext OMdFW .  δ  , ∑ →→

= ji iij OMdFW ,int .  δ  

2- Travail des forces intérieures 
Considérons un système en mouvement par rapport aux deux référentiels ℜ et ℜ’ qui sont en 
mouvement quelconque l’un par rapport à l’autre. 
La puissance totale des forces intérieures par rapport à ℜ et ℜ’ est :  

∑ →→
= ji iij MVF,int )(.P  , ∑ →→

= ji iij MVF,' int )'(.P  

∑ →→→
=− ji iiij MVMVF,' intint ).( )'()-( PP  

or d’après la lois de composition des vitesses : iii MOMVOVMV
→→→→→

∧ℜℜ++= '  ')/(  )'(  ')(  )( ω  

on obtient ∑∑ →→→→→
∧ℜℜ+=− ji ijiji ij FMOFOV ,,' intint )  '(')/(  )'(  .. ωPP . 

Comme le torseur des forces intérieures est nul : 0  , ==∑→→ ji ijFS   , 0    ',int' =∧=∑ →→→ ji ijiO FMOM  

Alors  ' intint  PP =    ,  ' intint   WW δδ =  
 
La puissance et le travail des forces intérieures d’un système sont indépendants du référentiel 
par rapport auquel on les calcule. En conséquence la puissance des forces intérieures doit être 
évaluée dans le référentiel où elle est le plus simple à calculer. 
Remarquons que le travail des forces intérieures n’est en général pas nul. Dans de nombreux 
cas, le travail peut se mettre sous la forme de la différentielle d’une fonction : 

),...,,(  21intint Np rrrdEW
→→→

−=δ , où intpE  est l’énergie potentielle associée aux forces 
intérieures.  
Considérons le cas particulier de deux particules en interaction. 12121 .  

→→
= MdFWδ  , 21212 .  

→→
= MdFWδ  121221212121int ...    )(  →→→→→→→

==−= MdFMdFMdMdFWδ  

Comme 12→
F  est portée par 

→→
= 21MMr , drFW    12int =δ . 



Travail, Puissance Théorème de l’énergie cinétique 

 67 

→
g

ZG 
O X Y 

Z 

Si rer
AF

→→
= 212    (force gravitationnelle ou électrique) 

)(     2int r
Addr

r
AW −==δ  ⇒ cster

AEp    int += . 

Dans le cas d’un solide(système composé d’un ensemble de points rigides) le travail, et en 

conséquent la puissance, des forces intérieures est nul car 0   21 =
→
MMd . 

 
3- Travail des forces extérieures : Energies potentielles associées 

∑ →→
= i iextiext dtMVFW  )( .δ  

Dans le cas d’un solide le champ de vitesse est un champ antisymétrique : ii AMSAVMV
→→→→

∧ℜ+=   )/(  )(  )( ω  

dtFAMSdtFAVW i extiii extiext  )  ()/(   ))((  .. ∑∑ →→→→→
∧ℜ+= ωδ  

dtSAMdtAVFW extFextext  )/()(   )(  .. ℜ+=
→→→→
ωδ  

)/()(  )(  .. ℜ+=
→→→→

SAMAVF extFextext ωP  
La puissance extérieure d’un solide S est le comoment du torseur force τF et du torseur 
cinétique τv. 

)](,[)](),/([  ] , [  AMFAVS extFextFvext →
→

→→
ℜ== ωττP  

)/()(  )(  .. ℜ+=
→→→→

SAMAVF extFextext ωP  
 

Exemples 
 

1- Travail des forces de pesanteur : Energie potentielle 
Le travail élémentaire des forces de pesanteur qui s’exercent sur un système matériel S 
est : 

∑∑ →→→→
== i iii iiext OMdmgOMdgmW ..  δ  

)(   ...

→→→→→→
−===∑ OGgmdOGmdgOMdgmW i iiextδ  

cstemgZE Gp     +=  
)  (   12 GGext ZZmgW −−=  

où 1GZ  et 2GZ  sont les positions du centre d’inertie 

 G .
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   .Mi Hi →
ω

O 
x 

y 

z 

S0 I 
I1 

x0 
z0 

y0 ℜ0 
O 

à des instants différents. 
 
 
2- Travail des forces d’inertie d’entraînement 
2-1 Cas de translation 
Soit un référentiel ℜ’ en mouvement de translation par rapport à un référentiel ℜ. 

→
−=−=−=

→→→→→ ∑∑ GOdmMOdmMOdmW ieiiieiieiext '   ... '' γγγδ  

csteGOmE iep     ' 
. +=

→→
γ  

2-2 Cas de rotation uniforme 
Considérons un système matériel en rotation uniforme →

ω  autour d’un axe fixe par rapport 
à un repère ℜ. Chaque élément de masse mi est soumis 
A une force centrifuge 

→→
= iiiie MHmF 2 ω . 

∑ →→
= iiiiext OMdMHmW .

2  ωδ  

or 
→→→

+= iiii MHdOHdOMd      Oziiiext dIMdHmW  2   2   
222 ωω

δ ==∑
→

 

csteIE Ozp   2  
2

+−=
ω

 
où Ioz est le moment d’inertie par rapport à l’axe Oz. 
 
4- Travail total des actions de contact entre solides 

 
1-4 Travail de l’action d’un solide fixe sur un solide en mouvement 
Considérons un solide S0 fixe qui exerce une force via un contact ponctuel en I avec un 
solide S1 en mouvement. 
Soit 1IV→  la vitesse du point I1 de S1 qui coïncide avec I 
et )]( , [  1 →→→

= RMR IRτ  le torseur associé à l’action appliquée 
au point I, qu’exerce S0 sur S1.  
Le travail élémentaire de cette force de contact est : 

dtSSRMdtVRW IIext  )/()(   01.. 11 →→→→→
+= ωδ  

)/()(   01.. 11 SSRMVR II →→→→→
+= ωP . 

 
Comme le contact est ponctuel  0  )(1 =

→→
RM I  et en conséquence 1. IVR →→

=P . 

S1 
Π 
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M 

 O 

θ 

 ϕ 
x’ 

C 

P = 0 dans deux cas : 

* 1  IVR →→
⊥ . Sachant que 1 IV→  est contenue dans le plan tangent Π, alors les forces de  

frottement sont nulles. 
* 0  1 =

→IV . Il n’y a pas de glissement. 
 

2-4 Puissance totale des actions en contact 
Considérons deux solides S1 et S2 en mouvement par rapport à ℜ et assujettis à rester en 
contact pseudo-ponctuel, moment des actions de contacts n’est pas négligeable. Notons par I 
l’un des points géométriques de contact I1 et I2 les points respectifs de S1 et S2 qui coïncident 
avec I à l’instant considéré. 
Si  )]( , [  12 →→

→
→

= RMR IRτ  est le torseur associé aux actions de contact qu’exerce S2 sur S1, le 
travail élémentaire est : 

dtSRMVRW II  )]/()(  [  1121212 .. 11 ℜ+=
→

→
→→→

→
→

→ ωδ  

dtSRMVRW II  )]/()(  [-  2121221 .. 22 ℜ−=
→

→
→→→

→
→

→ ωδ  
d’où  l’expression du travail total 

dtSSRMVRW Igt  )]/()(  [  211212 ..

→
→

→→→
→

→
+= ωδ  

En conséquence  
)/()(    211212 .. SSRMVR Igt →

→
→→→

→
→

+= ωP  

Dans le cas où 0  .12 ≠
→

→
→ gVR  le terme )/( 21. SSM I →→

ω  peut être négligeable vue qu’on assimile 
le contact à un contact ponctuel. 
Comme la vitesse de glissement gV→  est portée par le plan tangent en I, la puissance totale des 
actions de contact se réduit à :  gt VT

→
→

→
= .12  P  

D’autre part, en raison des lois de Coulomb sur le frottement : la composante tangentielle de 
→
R , i .e 21→→

T , est opposée à gV→ ,  0  ≤tP . 

0 =tP  si 0  =
→gV , pas de glissement ou 0  21 =→

→
T , pas de frottement 

Rappelons que Pt est indépendante du choix du référentiel par rapport auquel on la calcule 
puisque le torseur force correspondant est nul. Il est donc judicieux de l’évaluer dans le 
référentiel où les calculs sont les plus simples. 
Exemple 
Considérons le système constitué par une tige T et un disque 
D articulé au centre C de D. L’autre extrémité O est fixe dans ℜ. 
Les actions de contact interviennent au point O et au point C. 
Au point O la puissance totale est : 

x 

y 
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zOOt eRMTRMVR
→→→→→→→→

=ℜ+ℜ=
o

θω  ... )( )/()(  )(O/  P  
Au point C, le calcul est simple dans 'ℜ  car 0  ')(C/ =ℜ

→
V  . zCCt eRMDRM

→→→→→→
−=ℜ= )  ()(  ')/()(   ..

oo

θϕωP  
 
3-3 Application aux liaisons : Liaisons parfaites 
Une liaison est parfaite si la puissance totale des actions de contact est nulle. Comme cette 
puissance est indépendante du référentiel considéré, le caractère parfait d’une liaison est une 
propriété intrinsèque. 
Dans le cas de l’exemple de la masselotte qui glisse sur une tige en rotation uniforme : 

'    
o
xTt =P . Pt = 0 ⇒ T = 0 ; pas de frottement. 

Dans le cas de la sphère roulant sans glisser sur un plan incliné : gt VR
→→

= .  P . Pt = 0 ⇒ 
0  =

→gV  ; pas de glissement. 
 
II- Théorèmes de l’énergie 
1- Théorème de l’énergie cinétique 
1-1 Cas d’un point matériel 
Considérons un point matériel M de masse m soumis à un ensemble de forces extérieures →

F  
et en mouvement par rapport à un référentiel ℜ galiléen. 

La puissance de →
F  est : )2/1(    2

..

→→→→→
=== Vmdt
dVdt

VdmVFP  

dt
dT =P  

La puissance totale est égale à la variation de l’énergie cinématique par rapport au temps. Si 
ℜ n’est pas galiléen, on doit ajouter la puissance de la force d’inertie d’entraînement. La 
puissance de la force d’inertie de Coriolis est nulle car 0  )  (. =∧

→→→
VV ω . 

Par intégration il vient : 12     21 TTTW tt −=∆=∆  
.La variation de l’énergie cinétique d’un point matériel M, par rapport à un référentiel ℜ, est 
égale au travail des forces extérieures appliquées sur ce point. 
 
1-2 Cas d’un système de points matériel 
Par application du théorème de l’énergie cinétique pour chaque point matériel Ai on obtient : 

dt
AdTA ii )(  ) =( P . 

Or ∑+= j ijexttit A PPP   )( , où Pij est la puissance qui résulte de la force qu’exerce tout autre 
point Aj du système sur le point Ai. Si on somme sur tous les points Ai on obtient : 
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∑∑∑ += ij iji extii i
dt
AdT PP    )( . 

Vue que ∑= i iATT )( , le théorème de l’énergie cinétique pour un système matériel 
quelconque est : int   PP += ext

dt
dT  

qui par intégration se met sous la forme : int    WWT ext +=∆  
La variation de l’énergie cinétique, par rapport au temps, d’un système matériel quelconque 
est égal à la somme des puissances extérieures et intérieures. 
Remarque : Comme pour le cas du point matériel, dans le cas d’un référentiel non galiléen il 
faut tenir compte de la puissance de la force d’inertie d’entraînement, celle de Coriolis est 
nulle. 
 
1-3 Cas d’un solide 
Comme la puissance des forces intérieures est indépendante du référentiel par rapport auquel 
on fait les calculs alors Sℜℜ = int/int/   PP . Or dans le référentiel lié au solide ℜS , Pint = 0. En 
conséquence le théorème de l’énergie cinétique pour un solide s’écrit : ext

dt
dT P  = . 

Remarque : Ce résultat peut être obtenu autrement. En effet, la puissance des efforts totaux 
exercés sur un solide S est : 

)/()(    .  .. ℜ+==
→→→→→

SFMVF extAextvFext ext ωττP  

  ∫∫
∈

→→→

∈

→→
∧ℜ+= SPSP A dmPAPSdmVP  ))(  ()/(  )( .. γωγ  

   ∫∫
∈

→→→

∈

→→→→
∧ℜ+∧ℜ+= SPSP P dmPAPSdmPASVP  ))(  ()/(   )  )/(  ()( .. γωωγ  

   ].[.  ))(  (  ))(  ()/(   )( ∫∫∫
∈

→→

∈

→→→

∈

→→
∧+∧ℜ+= SPSPSP P dmPAPdmPPASdmVP γγωγ  

 

∫∫
∈

→
→

∈

→→
== SPSPext dmPVdt

PVddmPVP  )()( )()( ..γP  







= ∫
∈

→SPext dmPVdt
d  )(2

1 2P  

d’où le résultat. 
 
2- Théorème de l’énergie mécanique 
Considérons un système soumis à un ensemble de forces extérieures. On distingue les forces 
qui dérivent d’une énergie potentielle des autres ; la puissance de ces forces extérieures ou 
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intérieures dites conservatives dérive d’une énergie potentielle Ep et s’écrit respectivement 

dt
dEextpextc   −=P  , dt

dEpc intint   −=P . 
Si on note par extncP  et intncP  les puissances des autres forces non conservatives estérieures et 
intérieures, le théorème de l’énergie cinétique devient : intint     )( ncextncpextp EETdt
d PP +=++ . 
Si on définit l’énergie mécanique par : pm ETE     +=  
On obtient le théorème de l’énergie mécanique ncncextm

dt
dE int    PP +=  

qui peut s’écrire sous la forme intégrale : int    ncextncm WWE +=∆ . 
Dans le cas d’un seul solide 0  int =P (les forces intérieures ne travaillent pas) extncm

dt
dE P  =  , extncm WE   =∆  

Remarque 
Dans le cas où on a plusieurs solides en contact, la puissance interne se réduit à celle des 
actions entre les solides qui le composent. Alors cette puissance s’annule dans le cas où il n’y 
a pas de frottement ou de glissement. 
 
III- Lois de conservation et intégrales premières 

D’une manière générale, les équations de mouvement sont des équations 
différentielles du 2ème ordre qu’on doit intégrer. Par fois une telle intégration est possible et 
conduit à des équations qui expriment des relations entre les paramètres de positions q(t) et 
leurs dérivées 1ère )(tqo  via une équation de type 0  ) , ( =

oqqϕ . De telles relations s’appellent des 
intégrales premières. Ces intégrales 1ère peuvent être obtenues à partir de certaines lois de 
conservation sans avoir besoin d’intégrer. 
 
1- Conservation de l’énergie 
Soit un système de solides dont le mouvement est repéré dans un repère galiléen ℜ. Si 
l’ensemble des forces exercées sur le système dérive d’un potentiel (système conservatif) 
alors le théorème de l’énergie mécanique, vue que 0  int  == ncextnc PP  donne 0  =dt

dEm . Ce qui 
conduit à : 

CstETE pm       =+=  
Cette équation qui introduit la conservation de l’énergie mécanique du système s’appelle 
intégrale première de l’énergie. 
 
 
2- Intégrale première du moment cinétique 
Le théorème du moment cinétique appliqué à un système matériel en un point O fixe d’un 
repère galiléen ℜ , s’écrit : 
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)(  )/,( extO FMdt
SOd →→

→

=ℜσ  

où  )/,( ℜ
→ SOσ  est le moment cinétique de S/ℜ en O et )( extO FM

→→  est le moment au point O 
des forces extérieures appliquées à S. S’il existe un axe galiléen fixe de direction unitaire →

u  

tel que )(  extO FMu
→→→

⊥  on obtient alors 0  )/,(  . =ℜ
→

→

dt
SOdu σ . Ce qui donne la première 

intégrale du moment cinétique : 
cst  )/,(   . =ℜ

→→
SOu σ  


