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Electromagnétisme du
rayonnement

Chapitre 1 : Intégrales de rayonnement et potentiels

retardes




Equation de rayonnement

Les sources électromagnétiques créeent des champs rayonnés dans l'espace.

Le passage direct ( par intégration directe) de I'expression des sources
electromagneétiques |/ et M vers les champs rayonnés qui en découlent est difficile.

La création d’entités mathématiques (sans fondement physique) appelées

potentiels vecteurs reste une issue souhaitable et assez simple pour établir les
expressions des champs rayonnés.
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Passage indirect

Passages des sources au champs rayonnes.



Potentiel vecteur A

Le champ magnétique B est de divergence nulle : V.E = 0
Il est donc possible de le représenter comme le rotationnel d’'un champ vectoriel :

VB=0 — B:F:‘:{A,H:iﬁ'xﬂ

Le champ A est appelé potentiel vecteur.

L'équation de Faraday, en termes de transformées de Fourier, s’écrit :
VXE = —jw B
VX(E + jwA)=0
o
E + jwA est un champ de gradient. Il s'ensuit donc que :

E=—-Vp—jwA



Compte tenu de la relation xlx4 =V(V.A)—-V<“A

et de I'équation d'ampére : VxH =] + jwe E , il est aisé de prouver que :

VZA + k*A = —uJ + (V. A + jweud), k? = wue

o0

Il existe plusieurs possibilités de définir la divergence de A, celle qui simplifie
I'équation ci-dessus porte le nom de condition de Lorentz :

_ 1 _
+ jweug ¢ Toen
On aura donc :
VA +k*A = —J
E=—-V¢d—jwA PN
— i A — 51 1 - densite de charg
=—jwA—j—V(V.A) — I

et . p
Fdii}+kzii}=—g



Potentiels retardes

Le systeme d’équations (1, 2) peut étre mis sous la forme générale suivante :

Viy + k*yY = —g (1), Y =A4,¢

Cette equation est appelée cquation d' Helmholtz

ry
Fonction de Green
P . | (x, v.Z)
On deéefinit |la fonction de Green (1,1 ) de |
I'equation de Helmholtz comme eétant sa solution |
pour une source ponctuelle située a r': |
)
i
2 2 : P~y r |
(Ve + k“)G(r,r') = —6(r—r) —
| Y
J

* La fonction de Green, solution préecise de

I'equation, dépend des conditions aux limites
imposees au probleme .

« (G possede deux arguments, r (position du point d'observation) et r’
(position de la source)




= Interprétation physique : G représente |'amplitude du champ au point r
d’'une source monochromatique située au point r'

Sila fonction de Green est connue, on peut ecrire la solution génerale de
'équation de Helmholtz sous la forme :

Y (1) = ﬂ];f G(r,v")e (r')dv

En 'absence de l'obstacle ( rayonnement en espace infini)

l'invariance par translation fait que la fonction de Green G (r, r') ne dépend
gue de la position r — ' relative du point d'observation par rapport a la source.

L'invariance par rotation fait que la fonction de Green G (r,r') ne dépend
que de | — 1'|.

On peut eécrire dans ce cas :

Y (r) = JIL! G(lr—17']) e(r"dv



Placons la source a l'origine ' = 0. Comme  ne dépend pas des angles,
"'utilisation du systeme de coordonnees spheriques se traduit par :

d}i

3 (r<G(r) + k<G(r) = —=46(1),

Sir == (J, L'équation est homogene et admet pour solution :

E—j.i'r:r Eﬂ“-

A + B
r r

Le premier terme correspond a une onde qui s'eéloigne de |la source et le second
terme correspond a une onde qui s'en approche. Les conditions aux limites du

rayonnement sont justement que l'onde s'eloigne de la source, ce qui se traduit par
B = 0.

La constante /1 est déetermineée en supposant que la fonction de Green prenne la

valeur statique bien connue 1— quand & — U, ce qui conduit a:
GTY
A=1/4m
En bretf, |la fonction de Green rechercheéee est : | | 1 e Jkir—T17
G(r,r') = —

r

4T |r —r



La solution générale a I'équation de Helmholtz est donc :
1 E—j.i’-:|r—rf|
S o, ,
r) = — £ (r)dv
v = || e

Potentiels retardés

Retablissons maintenant |la dependance temporelle en calculant la transformeée de
Fourier inverse, c'est-a-dire en passantde @ (r,w)ay (r,t):

eI IR

— ;m[‘_ — F r
Y (r, t) J' o e J]f Py £ (r,w)dv
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La solution générale a |I'éguation d'onde pour les potentiels électromagnétiques
est donc :

' (', t') r —1'
A(r, t) :;_Hff J dv’. bt | |
'I_I_rn"

lr — 1’| v

€ plr',t')

r,t) = — dv’, v=1//¢€
¢(r, 0) 41{,’1‘;;; r — 1’| /NEH

Les potentiels ainsi obtenus portent le nom de potentiels retardees. lls ont la

méme forme qu’en électrostatique ou en magnétostatique, sauf que les sources

contribuent non pas au temps d’observation t, mais au temps antérieur t’

Potentiel vecteur électrique F

Les charges et courants magneétiques n'existent pas en realité, mais constituent un
concept fort utile pour résoudre certains problémes de rayonnement; en particulier
pour |'étude des antennes a ouvertures ou les champs aux ouvertures sont
remplaces par des courants magnetique et electrigue selon le principe
d’'equivalence (éguivalence de Love).



Le champ geéeneére par un courant magnetique harmonigue dans une region
Homogene, avec /| = U, M = 0 satisfait :

V.D =10
Ce qui implique un champ électrique sous la forme :
E=—1/eVxF

Ce potentiel vecteur F est associé a la densité de courant magnétique

L'utilisation de I'equation d'ampere conduit a I'expression suivante :

Vx(H+ jwF) =0

Le champ entre parentheses de I'expression ci-dessus est un champ de gradient,
on peut donc écrire :

H = _IMF — V. Qm

De la méme maniére que pour les potentiels A et ¢, on montre que :

F(r) = ﬂf € FT,] M (') dv'




Reégions des champs des antennes

Les expressions des potentiels retardés sont adéequates pour |la déetermination des
champs pour n‘importe quelle distribution de charge et de courant. Cependant,

I'intérét pour les champs rayonnés véhiculant une importante puissance a grandes
distances de leurs sources de courant impose quelques approximations.

Trois régions aux caracteristiques differentes pour les expressions des champs
sont a distinguer :

Champs
lointains

Champs lointains

R=|r—1r| =\/rr3+r’2—2r.r’

Jr}*’ + 1'% — 2rr'cos(y)

Iz , .
r —r'cos(y) + Z—Tsin‘ﬁ(wﬁ}, r>>r W

r—r.r',r >»r

"—-—\.ll—-—'l

o
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Tenant compte de cette approximation dans les expressions des potentiels A et F
on trouve que :

— jkr - E,—_,l"ﬁ:?' _ o | !
A(r) = #E Jﬂ ek (ydy F(r) =€ 2 fﬂ ek T M (r")dv
Lf-" Tr b_,r

dorr

L M

L - —

N L
Pour obtenir ces expressions, en plus de l'approximation " << r le terme du
second ordre (en r'?) a été ignoré dans I'argument de I'exponentiel.

Cette seconde approximation est valable si :

kr'2

2T

<1, k=2m/A

En remplagant 27" par la longueur typique [ de l'antenne, nous obtenons les

. e e
conditions : i = T~

- -,
r>> 1, r>»202/2, k=2m/A W

Ces conditions définissent la zone de Fraunhofer. Dans cette zone loin de
I'antenne, les termes des champs en 1 /7“ et 1/~ sont négligés et les champs
eélectriques et magnétiques sont orthogonaux a la direction de propagation ¥



Expressions des champs lointains

7,0, ¢),
Le champ magnétique decoule de I'expression suivante : {" 'b-:,'_c,j”
_ _ sphérique
uH =Vx A __
d _ 1o
= — sin(f) A r+
rsin(6) [E}‘H ( (6) ¢) dop
rsin(@)a¢p- " r ar
1 d (A, — 194, | B
r
ror 7 r 00
En ne conservant que les termes en 1/ dans I'expression du rotationnel, nous
obtenons : _
7 0 2 )$ + 19(r4y) 4
—— — — —
Lestermes en # rar ! _r _dr
1 /7% du champ HHg, pHg
E sont liés a __ _ e—Jkr
"induction, 48 pHg = :E (r Ag) = _(_fk) HNg
e e—Jkr  _

uHg — 9 (rdg) =2 (}k} — Ny,



Soit : _ jk

Hy = A
g 4m‘E

_ jk -

H;, = — AT N
¢ 4ErE

A partir de I'équation d'ampére, nous déduisons le champ électrique :

_ 1 _ 1 d _
E=—VxH = - ( + Opérateurs deéerivées angufmres)xh'
Jwe Jawe ar
—jk
— _"I rxH
Jwe
N o (.8 + oy )
= X
jmer ? ¢
X (Hop — H,0) k = wyer
_th}E 5 " _ = w-/EU
= 7 (EE}E’ - Hmﬁ)
=/ H1/e impédance
On déduit : _ _ —jou . . »
Eqs = —nH, = JET g Intrinseque du milieu
) o e E ) 1205 ()
_ _ —j N H~ T
Eq-r;, — ??Hg — JOF E_-‘rm-N[I]

dmr



Compte tenu des résultats précédents, le champ électromagnétique peut étre
ecrit sous la forme vectorielle suivante :

_ - . Jw _
E=—jwA,, H —?HJ_}{T

On remarque que le champ électromagnétique est transverse a la direction de
propagation et seules les composantes /A, et ﬂc.h servent a le définir.

De la mé&me maniére, dansle casolJ = 0 et M # 0, le champ électrique et
le champ magnétique lointains se déduisent a partir du potentiel vecteur F:

E=—jwF,, E=—jwnF  x7r F, = Fg0 + Fyp
— _ja:UE kT T
flg = d1r © s
_ Jwe kT
Hg = — Ay € Leg Les champs produits par une
, antenne sont entierement définis
EE — Jk o~ Jkr E;p par la connaissance de la
dmr distribution de courant en module
B jwe . _ et en phase.
E¢, = + e ““[“_L



Zone du Champ proche : Zone de Rayleigh r

Au voisinage immeédiat de I'antenne, il y a accumulation d'énergie électrique et
magnetique avec prepondérance des termes inductifs et électrostatiques.

Zone de Fresnel :

Elle est située entre les deux zones (cf. figure ci-dessous). Les champs dans cette
region oscillent fortement.

Zonea du champ
mmmm=mmm—ae . lointain Fraunhofer

r Zone de Fresnel *u,
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