


Chapitre | -

Présentation et définitions




a atteindre:

1) Savoir décrire le modele de et savoir I'appliquer
a I'étude des systemes physiques oscillants.

2) Savoir étudier les , en tenant compte des
parametres caracteristiques et des conditions initiales,

3) Savoir étudier | de tels systemes.
Pour cela, il est recommandé d'aborder, . les thémes suivants :

— L'oscillateur harmonique.
— L'oscillateur harmonique amorti.
— L'oscillateur harmonique forcé




L'étude de ces themes nécessite certaines

En physique,

Le principe fondamental de la dynamique
Les théoremes géenéraux (de I'énergie cinétique, du moment cinétique).

Les définitions des énergies  cinetique, potentielle, énergie totale
meécanique ou électrique.

En mathématiques :

il faut savoir resoudre les equations différentielles (du second ordre, linéaires, a
coefficients constants, sans et avec second membre)

il faut connaitre la représentation complexe d'une grandeur sinusoidale
fonction du temps.

Développement en série de Fourrier /transformée de fourrier




1) Introduction générale et Définitions

a) Exemples d’'Oscillateurs

lls peuvent étre de types différents : mécanique, électrique, acoustique,

- la masse accrochée a un ressort, le pendule,
- le circuit électrigue RLC,

- un enfant sur une balancoire,

- le balancier d'une horloge,

- Sismographe,

- haut-parleur, microphone,

- instruments de musique a vent ou a cordes,
- amortisseurs d'un véhicule,

- structure d'une molécule diatomique




b) Définitions

O) Vibrations : Petites variations provoquées par une excitation d’'une
grandeurq autour d’une valeur moyeniag.

» La fonction q(t) décrit laréponsedu systeme adXxcitationappliquée.

»Quand I'evolution de l'oscillateur peut-étre decrite parriables
indépendanted’oscillateur possede degres de liberté

»Le systeme physique est appeseillateurlorsqueq(t) varie
périodiqguemen

» Un oscillateur edineairesi son mouvement est decrit par une équation
différentielle linéaire.

»>L ‘oscillateurélémentairdinéaire posseden seuldegre de liberte.

»Un oscillateur edibre s’il oscille sans interventions extérieures pendant son
retour a I'équilibre.

» Un oscillateur edliorcé si une action extérieure lui communique de
I'énergie.

» Un oscillateudissipe de I'énergiequand il retourne vers son état
d’équilibre : il estamorti




Exemple de réponse d'un oscillateur :

* L'oscillation est de forme quelconque et de péribd La fonction de reponse
est telle que : q(t) = q(t+T)




B) Oscillateur Harmonique

- La forme des oscillations eshusoidale

- L'excitationappliqguée au systeme @&sts breve elle disparait dés que le systéme oscille,
- Les oscillations sont ditddres.

-L'énergie totale du systeme@anserve au cours du temps

X) Oscillateur Harmonique amorti

- Le systeme physiqudissipe de I'énerg: I'énergie totale ne se conserve
dans le temps. Le systeme astorti.
- Les oscillations sonibres (I'excitation initiale n’est pas entretenue).

d) L'oscillateur harmonigue forcé

Le systeme est soumis a une excitation permanente produite par un
dispositif extérieur. Les oscillations sont dites forcees.




@) L'oscillateur anharmonique

- Le systeme évolue suivant uloepériodique de forme quelconque ( non
sinusoidale)

- Pour degpetites variationgapproximation des petites oscillations), certains
systemes se comportent comme des oscillateurs harmoriitpszsllateur est dit
anharmonique.

- On montre mathématiquemenie toute oscillation périodique se décompose en une
somme d'oscillations harmoniquggcomposition de Fourrier).

la de ce systeme physique est
celle d’'un

Carq(t) :

- est une fonction périodique du temps,
- elle est de forme quelconque,




y) Forces de Frottement :

- Frottement visqueux: Les forces de frottement sont proportionnelles a la
vitesse et de sens contraire.

pour un oscillateur relaine

0 .
—pa pour un systeme en rotatic

AR

.
Exemple de dispositi }_W, R

X

A

la relation fondamentale secr|t|5 R+ T+ f=my

Frottements solides : La force de frottement est constante et opposée
au mouvement




1) Espace des phases, orbites

® En cinématique, I'espace des phases est un espace de dimension 6 construit a partir de |'espace
des positions et I'espace des vitesses.

® Un point de |'espace des phases représente I'état du systéme a linstant 1.

% Il possede 6 coordonnées, 3 pour la position [x(1), y(t), z(t) en coordonnées cartésiennes] et 3
: , o dy .

pour la vitesse [x(i):%,y(f):%,z(ﬂ:g%]

® L'orbite est, dans l'espace des phases, la

trajectoire décrite par le point représentatif

entre l'instant initial et [instant final.

>

% Lorbite est orientéce dans le sens de
I'evolution




Il) Démarche genérale

1) Definir et decrire le systeme physique oscillant.
2) Appliguer le « principe fondamental de la dynamique »

3) Résoudre les equations différentielles du second ordre,
lineéaires, a coefficients constants

4) Déterminer les expressions des énergies cinétique,
potentielle élastique et mecanique.




Chapitre |l -

L’Osclillateur Harmonique




I. Equation du mouvement : exemple du pendule élastique

1 .Description du systeme

On considere un solide ponctuel de masse m suspendu a un ressort vertical
de masse négligeable et de raideur (ou constante d'élasticité) k. La position
d'equilibre du systeme constitue du solide correspond a I'instant initial.

On etire ou on comprime le ressort, puis on lache
le solide.

2. Mise en équation

On utilise la relation fondamentale de la

dynamique : = | Oscitation
Z ext =ma :
Position _:h
T'equilibre ' Dans e repere (Ox) considére, on fait le bilan Equiltre ':'“s +
, ' Position
des forces qui s'exercent sur m =



Ces forces sont :

—

» Le poids P — m§

» La force de rappel du ressort

F=k(t-6,)%

X » Relation fondamentale de la
dynamique:
P - o~
ma=P+T

» A I'équilibr'e,e: Ce

k (ﬁe-ﬁﬁ):mg



ma =% =mg-k((-)=mg-K{Le)-K(e-()

ou a est l'acceleration de la masse m.

On appelle x(t) I'élongation du ressort a partir de sa position d'equilibre : X= (€ -efe )

d¥/ _ d’x
dt?  dt°
k

L'équation devient : X +—X =0
m

C'est une equation différentielle du deuxieme ordre




3 - Solution de I'équation différentielle
L'étude mathematique des equations différentielles permet de montrer que la forme génerale des

solutions est
= e .
X(T)-AE our et A sont des constantes.

» X(t)=rAert o X(t)=reAert

en reportant dans l'équation différentielle :

rAerts K pert =0

m

dont les deux solutions sont :

Lasolution x(z) est alors une combinaison linaire des deux solutions particuliéres -

xl(‘l') = ngO‘t et Xz(T) = 8-‘](%1‘




x(1)=Ax(1)+A x,(t)

Les deux constantes AI et Az sont déterminées a partir des conditions initiales x(1=0) et v(t=0).

Pour obtenir une forme simplifice de x(t), on choisit d'utiliser 2 autres constantes Ag et  qui sont

reliées & A et A, par les relations

R

On obtient alors I'équation horaire du mouvement:

x(*r)%[Aoeﬂm"m)we'u%”‘”]

x(1)=A,cos(m,t+¢)

sk x(t) est une fonction sinusoidale du temps

* Agest l'omplitude du mouvement
*k @, est la pulsation des oscillations

%k ¢ est le déphasage a lorigine




4- Orbite de I'Oscillateur harmonique

X(t)=A coslopt+) et V(1) =x(1)= j—: == gf, sin(ayt +0)

4[\

position

Cest |'équation d'une ellipse.




Autres Oscillateurs Harmoniques

Pendule élastique :

Période d’oscillation

Pendule de Torsion:

| moment d’inertie / A

C: Constante de torsion
-/— e




Pendule pesant

OG =a

M: masse du pendule
|,: moment d’inertie / A

Pour le pendule simple:




Résumeé : Oscillateur libre

. Oscillateur non amorti

On appelle oscillateur harmonique un systeme évoluant dans le temps
suivant la loi :

X=asin( wt+ @)

W), est la pulsation propre de |'oscillateur

2. Equation différentielle caractéristique

Inversement : tout systéeme obéissant a I'équation ci-dessus est un oscillateur
harmonique.




Il - Etude énergétique

1) pendule élastique :

Ona : x=asin(wt+¢) et v=awcos(wt+¢)

1 1
'énergie cinétique : Ec= S mv?2 = > maiw2cos?@ t+ ¢ |

L'énergie potentielle: 0 — Ep(X) = I - k.x.dx
1 1

= Ep=—k.X =—ka2sin%p t ¢
2 2

L'énergie Mécanique de vibration s’écrit :

a2 2
E = Ec+ Ep:_[mn)Zcos%() t9 ¥ ksihd -E(I)}
2

. 1 1 K
Soit: |E=— k.a?=— nw 2ap aveqy =2—
2 2 m

L'Energie mécanique totale est constante




2) Autres oscillateurs harmonigues

Pendule de torsion:

1 . 1
Ec=—® : Ep— & =
2 2
Pendule pesant :

1 . l
Ec=—18° ; Ep=— Mgd 2 =
2 2

Qz
C

1
Circuit LC: E = —
2

L'oscillateur harmonigue non amorti est un systeme a énergie mecanique
constante: C’est un systeme conservatif




111) Equation_différentielle a partir de I'énergie_mécanique

Qui est I'équation différentielle du mouvement pour un oscillateur
harmonique




I\') Ce qu'il faut savoir

® Un oscillateur est libre s'il oscille sans interventions extérieures
pendant son retour a l'équilibre. Il est amorti s'il dissipe de
I'énergie quand il retourne vers son état d'équilibre et il est forcé
si une action extérieure lui communique de I'énergie.

En cinématique, I'espace des phases est un espace de dimension 6
construit a partir de l'espace des positions et l'espace des

vitesses.

L'orbite est, dans I'espace des phases, la trajectoire décrite par le
point représentatif entre l'instant initial et l'instant final.

L'équation différentielle qui régit le mouvement d'un oscillateur

harmonique s'écrit : %+ @Bx =0

L'équation horaire du mouvement d'un oscillateur harmonique est:
x(T)=A,cos(m,t+@)-

L'énergre totale d'un oscillateur est constante. Dans le cas du

. ; 1 1 .
pendule élastique, elle s'écrit: E = kxZ + —m x°.

2 2

On peut retrouver l'équation différentielle du mouvement en
dérivant I'expression de I'énergie mécanique.




Chapitre Il -
L'Osclillateur Harmoniqgue Amorti




I. Equation du mouvement : exemple du pendule élastique

/0

ék

i
|
i

o! o w R ' . . Position

i’ équilibre

1. Description du systeme

Le solide poncfuel de masse m est suspendu au ressort vertical de raideur
k et est soumis a une force de frottement.

Si le frottement est solide, la force de frottement est constante et
opposce au mouvement.

Lorsque le frottement est fluide, la force de frottement est
proportionnelle a la norme de la vitesse et opposée au mouvement.



2 . Mise en équation ( frottement fluide )

On utilise la relation fondamentale de la dynamique: Z Fext =
On obtient : m | :_k(|_| )I +mg|—0’
dt’ ’

Avec X:(I _Ie) 'équation devient :

La . K
X+ —X+—Xx=0
m m

avec A= e a)o:\/E
2m m

X+ 2AX+ w’x=0




IT. Solution de |'équation différentielle

1. Forme générale

& @ . # H v : H - F L1
La forme générale des solutions de I'équation différenticlle est X(T)—AE f oli r et A sont des constantes.

» X(1)=rAert . x(1)=r2Aert

=, reAe™ L aarAe™ 4 w%AeFT =0

—= P2+21r+m%:0

équation caractéristique dent la résolution donnera les valeurs de r, done la forme de x(t).
L L 2 >
le discriminant reduit est = A — @
. . . . ! — !
les solutions de I'équation caracteristique sont & :—A +“\/A et F;J ——/1—*\! A
® Si A'est> 0. c'est dire si ﬂ, > @ les solutions sont reelles
® Si A'=0 . cest direst ﬂ, = @,

®5i Alest= 0, clest diresi A< @, lessolutions / et ¥, sontimagmaires




»>Si A regime aperiodique
»>Si A . regime critique

»>Si A . regime pseudopériodique

La solution x(t) est alors une combinaison linéaire des deux solutions
particulieres:

x () =e" x(t)=¢€"
X() = Ax()+ Ax()

L'expression de x(t) dépend donc de la constante d’amortissement )\ ;




2. Régime apériodique
A

Onpose T| = — Pour le régime apériediaue T) >1

(00

ce qui implique :

Done

2
_ Ot)

x(t) = e “T(A CDSh(«J(?‘F —u:% t)+ Bsiruh(\f(h2 - U-‘-g t)

Les constantes A; et A; ou A et B sont déterminées a partir des conditions initiales

Remarque : la fonction de réponse x(t) n'estnis inusoidale ni
périodique




3. Régime apériodique critique

ey =M |
Pour le regime critique : ri=ry=-A donc xl =€ est une des solutions.

_4a— At o :
montrons que XZ (T) — 1'6 est aussi 5gfuf|¢n qunnd A=(p.

x2 (1-) - e— / T . }k.‘.e— fu.T XZ (T) - —}ue_ fLT _ ;lue_ }\,T + ;‘LZTQ_ }a.T

reportons dans 1 equation )l(' + 2)\,)2 + O)gx = 0

-\e” A _ re” M + Z.Z‘re‘ M +2\e” M _ 21276‘ M + }a,z‘re‘ A 0

La solution est done: X(T) =¢ M.(Al't' “F AZ)




Solution qui peut aussi S’écrire

x = Ae M (1+ Bt)

Si on suppose qu’ al'instant t=0,x=x,etv=0,o0na:

On constate que x est toujours positif et la vitesse v est toujours négative,
donc x decroit de x, a 0 en un temps theoriquement infini:




Régime apériodique

— fort amortissement
—amortissement crtique

e
£
&
1]
3
<
S
3
2
-
:
L

temps (unité arbitraire)




4. Régime pseudopériodique

L'amortissement est faible. A<@y = r]<1 (n

Les solutions ry et r» sont complexes.

n= A= j0oV1-T° et £ =-h+ jogyl-1’

Onpose (1) = (00\/1 -'T|2

La solution de |'equation differentielle est done :

x(t)=e” M(Ale+j0)‘r +Aze”jm)

X(t)=e" M(A cos®t+Bsinwt)




><(1‘)=Ae"M cos(wt +¢)

Les constantes A et @ sont déterminées par les conditions
Initiales.

Parexemple,si a t=0 ona: X=X, ; V=-AX,
nous obtenons: A=X, et @ =772

Soit X =X_e"" cosw

Le systeme effectue des oscillations d’amplitude décroissante et de
« pseudo-période » T =21MW




Régime pseudopeériodique

©
T
=
=
=
<L

Temps

x(t)=Ae™ At cos(wt+ o)




s
ke !
/
/
K

—fiy——} > =t} <t

+10.0 ~—-412.0 +180  +16.0




ITI. Etude du régime pseudopériodique

1. Pseudopériode

L'élongation du ressort passe par des maximums a des intervalles de temps égaux. Mais ces maximums
ont des valeurs décroissantes. Ce mouvement n'est pas périodique mais pseudopériodique.

La pseudopériode est :

T=

27c:

2m Ty

1_n2 2
© agyl-n" yl-n
Si l'amortissement est trés faible (n«1), on obtient une expression approchée :

2

TETln—
o(+2




2. Décrément logarithmique

La décroissance de 'amplitude des oscillations est caractérisée par le décrément logarithmique :

lln- ()
n [x(t+nT)

K=

n
n Ae—}('|'+nT) n e—an

— At
A2l Ae” ™' cos(wt + ) }:hn[ cos(wt + ) }

cos(w(t +nT) +0) cos(ot +¢)

— |[A=AT

Si l'amortissement est trés faible (1<1), on obtient une expression approchée :

TO _ 2n A 2m ]‘l _ 21’[]]

1-1° ) 1-1° O :«./l—nz
A=AT =2mm

A=A




/\ = 05log(2,6/0,8) =0,6
T =(9,5-3)/2=6,25s
A =AT=01s"

%
L1

\
\
|
\
II
| /
II— — e e -
| ! ! Y
{ ! 4 %
1 ! 4 - e n
! f ' i % “,
k .l ! i i e ."- s - -
} T Hr t+ e} = -4 —r =t —pl— et =
[ ] ” 3
|

\ —

[+60  \+80/ 41004120  +140 4160  +180




3. Orbite d'un oscillateur linéaire soumis a un frottement fluide

x(t)=A,e” A cos(wt + @)
dx

V(1) =X(1)=

=-Ae” At [ cos(wt + 0) + wsin(ot + ¢)]

On pose C sinoi=A
et € cosO=@®
— C=l

— Sinol="

x(t)=-A o€ At

dt

sin(ot + o+ o)

Position
1




4. Etude énergétique  Energie Mécanique

L'énergie mécanique du pendule élastique est la somme des énergies potentielles de la masse et du
ressort et de I'énergie cinétique de la masse.

On a vu que cette énergie mécanique peut se mettre sous la forme Ep, =ékx2 somxl+Cle

2

g =M M

4 cos(wt+9) et x(f)=-A 0.

sin(owt + o0+ o)

C sindi=A et C cost=® — C= —> sind=T avec
Em(t)= %kAS e oAt [cusz(m +¢)+ sin2 (ot +9+ f::)]
Em(t)= %ka‘% e~ M [1 + sinz(mT +0+0) _sin? (ot + (p)]

Em(t)= %RA% g~ M [1 - [sin((ﬂ’r +@+0)+sin(ot+ (p)][sin((u)rt +@+0a)—sin(ot + (p)]l

Em(t)= %kAZG g CM [1 +sina sin2(ot + @+ %)M




Em(t)= %k/% 5_2}“1' [1 +1 sin2(ot+ o+ g)]

Energie Mécanique




Facteur de Qualite

Un oscillateur est un réservoir d'énergie. Si les pertes d'énergie sont faibles, l'oscillateur est de bonne
qualite.

On appelle Facteur de Qualité Q le rapport entre I'énergie mécanique a linstant t et la perte
d'énergie entre les instants t et 14T,

~ En(1)
Q= e D_E.(t+T)

Em(‘r)=%kAS e~ oAt [1 +1n sin2(ot + (p+%)]

E(t+T) =%kAS e_ZMH'T) [1+n sin2(wt +(p+%)]

1 _ | ’
Em(f)-Em(f+T)=§kAge 2kt [1+I]sm2(m1'+(p+%)](1—e 2Ty

- 7= - Q- 2r 1
Q = (1 - e-ZAT) Si l'amortissement est faible : (I-E-ZA) 211




IV. Ce qu'il faut savoir

@ L'équation différentielle d'un oscillateur amorti est : X+2AX +wgx =0
ou A est un parametre caractéristique de l'amortissement.

& On distingue 3 régimes :

» Le régime apériodique : A>ax.
> Le régime apériodique critique : A=a.
> Le regime pseudopériodique : A<ap

@ La solution du régime apériodique, (1| = — > 1) est:

x(t)=e" M(ﬂt c':}sh(ﬁf(?»z — @ 1)+ Bsinh({(% - 03 ).

@ La solution du régime apériodique critique, (N=1) est: x(t)=e" “(‘11"* A)
@ La solution du régime pseudopériodique, (< 1) est: x(t)=Ae~M cos(ot +¢) avec o= o

@ La deécroissance de [amplitude des oscillations est caractérisée par le decrément logarithmique :
® L'énergie totale d'un oscillateur harmonique amorti décroit en oscillant autour d'une valeur moyenne.

® On appelle Facteur de Qualité Q le rapport entre ['¢nergie mécanique a linstant t et la perte d'énergie
entre les instants t et t+T.



Chapitre 1V -

Oscillateur Harmonique Forcé




I. Equation du mouvement : exemple du pendule élastique

1. Description du systéme

Le solide ponctuel de masse m est suspendu au ressort vertical de raideur

k et est soumis & une force de frottement F = (OLX.

O
Comment se comporte til lorsqu'on lui applique une force
k excitatrice sinusoidale ?
F=F sin(w.t+¢)
~ Position

++++++++++

\‘/X

L'excitation est plus générale qu'il y pardit car une excitation peut se

W d'équilibre
. n décomposer en une somme dexcitations sinusoidales par Ianalyse de Fourier.



Réponse d’un oscillateur a une force excitatrice pour
différentes valeurs de la fréequence d’excitation.

La fréquence naturelle
de l'oscillateur est:

fO:wzl\/?:]J—lz
21T 2T\ m

La force excitatrice s’écrit:

F=F,cos(2rft




2. Mise en équation (frottement fluide (ou visqueux)

On utilise la relation fondamentale de la dynamique : EFE::-:T
ma =mxi =-k(I-ly)i +mgi —oxi +F0 cos® fi

avee X = | i |e
et en prenant linstant initial $20 quand la force est maximum (=Fg) et dirigée vers le

bas (vers les x positifs).

L'équation devient : osn k FO
XX COa(]
m m m
avec ?\_:i mU: E AO:F_G
2m m m

><+21><+a) X = A cos ot




IL. Solution de |'équation différentielle

1. Forme générale

Pendant le régime transitoire, la forme genérale de la solution de I'equation différentielle est la
somme de la solution de I'équation sans second membre et d'une solution particuliére.

x(t)=Ae™ At cos(® t+¢)+ X, cos(® t+¢,)

ou @ =@ 41-7°

- At

» Ae coS(M T+0) est la solution de I'équation sans second membre. On a vu que cette

solution s'‘amorti et devient negligeable au bout d'un certain temps.

2 XOCGS(mef'i'(PG) est la solution particuliere qui correspond au pPégime foreé car

I'oseillateur oseille avec la méme fréquence que l'exeitation. (g est le déphasage entre x(t) et la foree

excitatrice. D'une maniére genérale, c'est le déphasage entre la « réponse » et | « excitation ».



2 - Etude du régime Forcé

On utilise la méthode des complexes.

X(t) = X, COS(C()et'l' ¢a): [] e(XO.ej(wet+¢a))

x(t) = 0, (x,.e“")

avec | X = x. e’

) )

amplitude complexe de l'oscillateur

Pour la force d’excitation on obtient :

Fe(t) =0, (Foe'™)




L'équation différentielle appliquée a la solution du régime forcé donne :

~fX €4 +2 fw. X %+ x & = Akt

X, (a)f—a)j+2jﬁa)e): A, =>=




On pose :
Xom% Q — & et T‘ === L
Ay ®g g

H_. =

i est I'amplitude réduite et {1 est |a pulsation réduite.

1
(1-Q°%)+ 2jne2

nelfs = u(cos@, +jsinQ,) =

L'utilization de variables réduites rend |'étude plus générale.
Il suffira de connditre les relations entre les grandeurs caractéristiques de cet oscillateur
et les variables réduites.

1 2N
L= ¢t tan@_. =-—
W oi L anial - SIS

L'amplitude réduite p et le dephasage (0 dependent de la pulsation réduite €.



I1I. Etude de la résonance

L'amplitude reduite 1 et le dephasage ¢ sont des fonctions de la frequence de l'excitation. On va etudier
leurs variations en fonction de la pulsation reduite Q.

1. Résonance en amplitude

a. Etude de I'amplitude reduite |t
l

J (1- QE)2 + 4112(22

!.L:

On pose f(Q) — (1 = Qz )2 T 4n2L12

L'amplitude réduite est extremum quand cette fonction est extremurn.

%#m 49(1,,92)4*31]29 = 4Q(2n2+(22~1)




2
il = 4(2nf +30° -1)

0
2
5 1) < l alors L s'annule pour QB =41~ 2T] |
2 o
Pour cette valeur particuliere de {1, la derivee seconde est positive.
L'extremum est un minimum.

% lim p (2-0)=1
# L'amplitude réduite passe donc par un maximum lorsque Q=();. Cest le phénomene

de résonance en amplitude.
1

|
# La valeur maximale de i est : =—=Q
M-t 2N

RO w1
[Em(ﬂ'EmU‘l’T)) {]-E_ELTJ Eﬂ

W=2n




% L phenomene de resonance n'est observe que si amortissement est faible.

Il faut n< l

0

¥ Lo frequence de resonance diminue lorsque [amortissement augmente. Lorsque cet

# fow % 1 i [
amortissement est superieur @ —, lamplitude diminue de fagon monotone sans

W2

passer par un maximum.




o




b. Etude du déphasage .

¢ a est le déphasage entre x(t) (la réponse ) et la force excitatrice ( excitation )

2nL2
(1-Q°%)

tanp, = -

e
d—[P=cusEtpd{+unn?) et COS Q= 1-07)

dQ _\/{I—QEJE'F‘:"]]EQE

do  (1-Q%)° s (1+ 02
d0 T (1— 22 +4n2Q? (1 -QZ)




0O tend vers O: TN, tend vers O et % = —21).

P, = 0= L. déplacement de l'escillateur est en phase avee l'excitation

0 fend vers 1: TN, tend vere - et 4
eng vers [Pﬂ eng yers g dQ T|

g == = Lo deplacement de [eseillateun est en avance de /2 sur [excitation (quadrature de

2
phase).

0 tend vers 0 TAN(, ef 2 tendent vers 0. Puisque £ est toujours <0, le dephasage est de-n

Og =N > deplacement de [oscillateur st en avance de x sur [excitation (opposition de

phase).







2. Rasonance en vitesse

x(t) =Xy cos(0), 1+9,)

¥(F)=-0Xsin{@, t4¢,) = 0.X cos((0. 1+, +g)=\/0 cos(@, 4,

Vo=0e Xo et G=0,+1/2  On peut donc deduire les variations de Vy et de
0y a partir de 'etude precedente.




a. Etude de V;
()

Vo= Xo On peut utiliser la grandeur réduite E=QX|.|, §= J (1 L Q2 )2 " 41]292

F
=t

ma

En divisant par (0, on obtient \}







b. Etude de (y

On rajoute 7/2 au dephasage (.

Q tend vers 0:

n
Oy = E:> La vitesse de l'escillateur est en retard de /2 sur) avee l'excitation (quadreture de

phase).

0 tend vers 1.

0p = U = La vitesse de 'eccillateur est en phase avee I'excitation.

0 tend vers 09

|

0g = 2 = La vitesse de l'escillateur est en avance de m/2 sur |'excitation (quadrature de

phase).




] ]
¥ Q@ ¥ @©
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ITI. Etude énergétique en régime permanent_3

1. Expression de la puissance instantanée

On appelle p(t) la puissance fournie & l'oscillateur par l'excitateur.
En électricité : p(¥)=u(t) x i(t)

En mécanique : p(+)=F(¥) x v(t)

F(t) =Fg cosogt, x(t) =X cos(wet +09,), x(1) = -0 Xg sin(Ogt + ¢4)
p(t) = —g FpXp sin(Wgt + @, ) X cos gt

0
p(t) = —%—E Fg sin(gt + ¢@,) xcos (it avee =
“o
2

p(t) = —@Qsin{mg% Pg)XcosUct avee Q=
may

L

_ _I-mFDE
X,

Q[sin(2ot + @,)+sing,] avee n= -
mm.D

La puissance fournie a l'oscillateur varie périodiquement autour d'une valeur moyenne.




2. Expression de la puissance moyenne

i
——@qusinmﬂ
ol

On a vu lors de I'étude de |'amplitude que :

1
(1-Q%)+2jnQ

u(cos@, + jsing,) =

2nt)
L = —2unQ =-2n§

soit sinQ, =- =
T J1-Q2) +4n0?

2ni2
J1-Q2) + 40202




avec &=CQu, la vitesse réduite.

2
=L one
o

" K
En utilisant Vi =2n-2 £, on voit que
o

1
Py =%m"f§ en électricité fm =§RI§

o La puissance moyenne fournie par l'excitateur est entiérement dissipée par
'amortissement.

¢ La puissance moyenne est maximum quand Vo (€) est maximum, c'est a dire a la
résonance de vitesse.




— o
) o




—9

L Si on trace la puissance moyenne en fonction de ¥=InQ, on obtient une expression
symétrique autour de ¥=0.

P Prnux Pmux Prnux

m

] 1+Q2(é—ﬂ)2 i 1+Q%(e¥ —e7¥)° ) 1+ 4Q°% sinh® ¥

-1.0 0.0 1.0



-]
3. Acuite de la résonance _8

On appelle résonance le phénoméne physique associé & |'égalité de la pulsation propre w; de
I'oscillateur et de la pulsation cxde I'excitateur avec lequel il interagit.

RESONANCE = we=ap — Q=1

Dans le cas des faibles amortissements, on peut écrire la puissance moyenne en fonction du facteur

1
de qualité Q = —.

2

FE FE 2
Pm = %zﬂeiz = L"é_

EEI,QE
E.\E_ 1 B 1
-1 2 s 1 2 1
(ﬁ_ﬂ) + 41 {ﬁ_ﬂ} +E
2
p =FU 1 _ Pmux F.;f
" 20 2,1 2 2,1 y2 ovee Prax =5
1+ Q%= -QP 1+Q(=-Q 20
F Q-0 1+QA(=-0)



_9
L'acuite de la resonance ou finesse de resonance est definie comme la

largeur du pic de puissance a mi-hauteur.

On doit denc aveir 1+Q2(é— Q)E =2, ce qui conduit a I'équation (é—ﬂ]z =$ qui posséde

deux seolutiens Q; et .

Si 0y est solution, on remarque que 1/0); est aussi solution. Done Q,=1/);.

Ce qui implique que (%—ﬂ} est égal & la

difference entre les deux sclutions et donc a la
largeur & mi-hauteur.

1 @y
AQ=— = Am=—
Q Q

La finesse de la résonance ezt inversement
proportionnelle au facteur de qualité Q.

0.0 0.5 1.0 1.5 20



Remarques : _ %

i On définit quelquefois la bande passante comme le domaine de pulsation dans lequel
I'amplification p reste supérieure & une fraction déterminée de sa valeur. On choisit souvent un

affaiblissement & 3 db, c'est & dire que |'amplitudes est divisée par /2.
1
20 lg(—=) =-3
g( ,—2)

o Q
JQ2(1-Q%) +Q°

- Q%-Q%)° 4+t =2

Dans le cas des faibles amortissements, la
résonance est aigué et on peut écrire que =1+ ol
e est un infiniment petit.

Q° =1+2¢
42Q°% +1+2e =2 4:°Q° + 2¢ =
1
42Q° =1 -
£ Q £ 2Q

Si l'amortissement est faible, la bande passante a -

1
3db estm —
Q




IV. Ce qu'il faut savoir_$

# L'équation différenticlle du 2° ordre qui régit le mouvement d'un oscillateur a la forme suivante quand
la dissipation d'énergie résulte d'un frottement fluide.
0o k FE
x+—x+—x=-2 cos t
m m m

% Apres le régime transitoire, le systéme oscille avec une pulsation égale a celle de I'excitation.
Xo cos(m, t+¢q)

# On définit des paramétres sans dimension qui permettent d'obtenir des formules utilisables dans de
nombreux domaines de la physique.

# L'amplitude et le déphasage sont des fonctions de la pulsation réduite Q: i 1 et
J1-Q2) + 42?2

_ enfl

2

4 La résonance d'amplitude se produit si le facteur damortissement réduit est faible ,, . 1

# La fréequence de résonance en amplitude est proche de la fréquence propre du systeme mais décroit
quand l'amortissement augmente : Q_ = 41-2n°.



4 Le dephasage entre le déplacement et I'excitation varie entre O et -n. Il vaut -n/2 quand la pulsation
de I'excitation est egale a la pulsation propre du circuit.

4 Quel que soit 'amortissement, la résonance en vitesse se produit quand la fréquence de l'excitation est
egale a la frequence propre et la vitesse est alors en phase avec I'excitation.

4 Letude de la resonance en impedance permet de faire l'analogie avec le circuit RLC en électricite et
peut &tre étudiée en utilisant la notation de Fresnel.

# La puissance fournie a l'oscillateur varie periodiquement autour d'une valeur moyenne.
4 La puissance moyenne fournie par l'excitateur est entierement dissipée par lamortissement.
# La puissance moyenne est maximum quand Vo (§) est maximum, c'est a dire a la résonance de vitesse.

# L'acuité de la résonance ou finesse de résonance est définie comme la largeur du pic de puissance & mi-
hauteur.

# La finesse de la résonance est inversement proportionnelle au facteur de qualité Q




Chapitre V -
Osclllateurs Harmonigues

couplés




Considérons deux oscillateurs harmoniques de langueide | et de
raideurs ket k,reliés par un ressort de longueur L et de raideur K

On désigne pax, etX, les déplacements respectifs deetm, par rapport a
leurs positions d’équilibre.

N k, my

\
/\/\/\/\P:

Considérons la masse m
T due au ressort K.

Ty =-Kki.xg T =+ Kky(X, —Xy)




*Action du ressort k ;: son allongement étant x,, il exerce sur m, une force

T, =€ ky.x; (e=+/-1)

Si x>0 le ressort k, est allongé. Il va chercher a se raccourcir en exergant sur
m, une force T, dirigée vers la gauche. T, sera négatif et e=-1. Donc T, = -
Ky.Xq

Si x; <0 le ressort k, est comprimé. Il va chercher a s’allonger en exercant sur
m, une force dirigée vers la droite. T, > 0 et X, <0 =» € = -1 I'expression est la
méme: T, = - k,.x;

«Action du ressort K : son allongement étant ( x, — x,) il exerce sur m, une force
T =g K.(X5 — Xy).
Si(x,—x;) >0, leressort K est étire et va chercher a se raccourcir en
exercant sur m1 une force dirigée vers la droite. T est positif et donc € = +1.
T=+K(X;—Xy)
Si (X, — X;) <0 le ressort K est comprimé. Il va chercher a s’allonger en

repoussant m1l. La force T, est dirigée vers la gauche. T <O et (X, —X;) <0 =>»

€ =+ 1. L'expression est la méme.
80




Mise en équation :

Le PFD appliqué a m, donne la relation :

« Masse m,: Sachant gu’elle subit la tension du ressort K et celle du ressort k,, le
méme raisonnement conduit a la relation:

e 1) Cas du couplage d’'oscillateurs symétriques.

Les deux oscillateurs reliés par le ressort K sont identiques:
m; =m,=m et k;=k, =ko.
Le systeme devient :




Résolution:

 enposant S = (x; +X,) etD = (x; —X,) on obtient les deux équations
déecouplées suivantes:

m.S=-k,.S et mD=- (k, +2K).D

» Les solutions de ces équations sont:

S=S_cos(wt+ @) et D =D, cos(wt+ @)
avec @ =4 ;W =\

Sachant que x; =(S+D)/2 et X, = (S - D)/2 on obtient finalement :

D
X, = 820 cos(w,t+¢)+ 20 cos(w,t + @)

S

D
20 cos(w,t+¢) - 20 cos(w,t + @)




Modes propres

Remarque . les oscillations couplées x,(t) et x,(t) ne sont
en genéral pas sinusoidales

(la somme ou la différence de deux fonctions sinusoidales de
frequences différentes n’est pas une fonction sinusoidale)

Définition . On appelle du systeme couplé un

mode d’oscillation pour lequel tous les parametres ont
des mouvements sinusoidaux de méme pulsation




-SiD, =0, alors  X;(t) = X,(t) = S, /2.cos(w;t + ¢).

~ Les deux oscillateurs , avec la méme
pulsation et la méme amplitude: c’est le

-Si S, =0, alors X(t) = - X,(t) = D, /2.cos(w,t + @).

Les deux oscillateurs oscillent , avec la
méme pulsation et la méme amplitude. C’est le

Remarque:

En géneral, il y a autant de modes propres et de pulsations propres (
c.a.d de pulsations pour lesquelles tous les oscillateurs sont en phase)
gue d’oscillateurs.




2) Oscillateurs couplés dissymetriques

Les équations différentielles
m X, = — K,.X; +K(X, = X,) et

Peuvent étre mise sous la forme plus générale:

X, +a,.X,

X, +a,X, =

a) Equations aux pulsations propres:

Les modes propres sont les solutions particulieres du systeme qui sont sinusoidales et
de méme pulsation w, c.a.d

X(t)=A.e“ et x,()=A.e“

En reportant ces solutions particuliéres dans le systeme d’équations:




*On obtient : (_wz + al)z‘l — bl’z‘z =0
-b,A, +(-a® +a,)A, =0

Qui n’a de solution non nulle que si le déterminant des coefficients de
A, et A, est nul, c’est-a-dire:

(-a” +a,)(-«/ +a,)—bb, =0

C’est I'équation aux pulsations propres

Cette équation en (@ fournit les deux solutions ), et ), acceptables
(c.a.d positives) du systeme dissymeétrique couplé

Pour W= W, : les deux oscillateurs oscillent en phase

Pour W= W, :les deux oscillateurs oscillent en opposition de phase

Mais toujours avec des amplitudes differentes




 Exemples d’oscillateurs couplés

Pendules simples

X, (1) X(1) X4(1) 1)

1¢" mode propre ( w,) 2¢me mode propre ( w,)
X4 (t) = X,(t) X1(t) = - X,(t)




 Pendule double

e Corde plombée




FIN « Vibrations »




RAPPELS :
Transformée de Fourier




1) Developpement d’'une fonction périodigue
en serie de Fourier

Toute fonction périodique  f(t), de période T, bornée, est équivalente
a une somme infinie de sinusoides de fréquences f=n /T, n étant un entier
appelé « harmonique »

f(t)=a, +ian.cos(2mft )ki b, .sin(Zr nft

n~1
f(t)=a, +i[ancosrmt+ b, sinrw {
n=1

b,

eposant Co=a’+ 0> etd =- Arcté




On calcule les coefficients de Fourier p:

1 T
a, T—jo f ¢ )dt

a, TEIOT f {).cosfqawt Wt

b, = TEIOT f{).sinfwt )t

Remarque : si f(t) paire = bn=0
si f(t) impaire =» an=0

L'ensemble des valeurs a,, b, ou C_ constitue le spectre de la fonction f




les termesa, ;a, .coswt )b .simpt
sont les composantes de Fourier de f

-La composante n = 1 est la composante fondamentale.
-Les autres,n=2, 3 sont les Harmoniques

En coordonnées spatiales (x) le D.S.Ik(de s'écrit

h )= 80+iq .Coshkx}i b .sinfkx)

n=1 n=1

avek= 721 vecteur d'onde

f* ¢)dt= g+

o, 1 7
ldentité deParseval: —j
T Jo




2) Transformée de Fourier

 Toute fonction f est décomposable en une somme infinie et
continue de fonctions sinusoidales:

c(w)cos|awt + g(w)]|dw

1 +00
f —
()= —— )
F(w).exp(jat )dw

0]

ou F(w) est la Transformée de Fourierfde

1 r‘”

On voit quef  est la Transformée Invetsé-

F(w) = f(t).expFjat )dt




