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INTRODUCTION




I. Propagation d'une onde dans un milieu matériel.

1. concept d'onde
Le concept d'onde permet de parler en termes physico-mathematiques de phénoménes aussi divers que :

le =zen (ondes sonorez considérées comme des ondes de pression se
propageant danz l'air)
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la lumiere (de nature clectromagnetique, combinaison de deux champs, ‘électrigue
et magnetique, dont le couplage ezt regi par lez cquationz de Maxwell)




- Une particule n’occupe a chaque instant qu’un seul point de I'espace. Les
équation du mouvement de la particule sont des equations différentielles par
rapport au temps

- Alors qu’une onde est caractérisée par son amplitude S(r, t), définie en
tout point de I'espace-temps. A chaque instant I'onde est présente en plusieurs
points de I'espace

-Le lieu des points ou 'amplitude S(r, t) de I'onde prend simultanément une
méme valeur est la surface d’onde.

-La surface d’onde se déplace en bloc au cours du temps. Ce déeplacement est
régit par des équations dites équations de propagation

- Les equations de propagation font intervenir les derivées de 'amplitude S(r,t)
par rapport aux trois coordonnées d’espace et a celle du temps




2. Différents types d’ondes

a — Les ondes planes :La grandeur S(r, t) qui se propage possede a
chaqgue instant la méme valeur en tout point d’'un plan perpendiculaire a la
direction de propagation /

Plan d’'onde

Direction de
propagation

»

X

7

b — Les ondes longitudinales: La grandeur S(r,t) a une seule
composante qui est la direction de propagation x’x

X
Sx

S=(,0,0




C- Les ondes transversales

la grandeur physique n’a pas de composante se)l(on la direction de propagation

S

d — Les ondes progressives: la grandeur physique S se propage dans une
direction. Il n'y a pas d’ondes dans le sens opposé

e- Les ondes stationnaires : la grandeur physique S ne se propage pas mais
son amplitude déepend de la position

f — Ondes planes polarisées
- rectilignement: ( ex : S,=0, S, #0, S,=0)
- circulairement: ex : 5,=0, S, #0, S, #0 avec S+ S,*= cte
- elliptiqguement: (ex : S5,=0, S, #0, S, #0 avec aS>+ bS,?=cte




Equation de Propagation




1,/Modélisation du milieu de propagation

On peut comprendre I'existence de vibrations dans un milieu a partir des
interactions de chaque atome avec ses voisins.

Si on impose localement, a la surface par exemple, un mouvement
perturbateur qui déplace un certain nombre d'atomes de leur position
ey d'équilibre, ceux-ci agissent sur leurs voisins, et la perturbation locale
m de départ s'étend de proche en proche au solide tout entier sous forme




Nous allons considerer une chaine d‘atomes A, de masse m positionnés en X=na.
Chaque atome vibre autour de s
position d'equiibre dans le puits de

d
m k NET oy
l potentiel cree par ses voisins: ce
- -+ T - - -
- = = =

- potentiel est parabolique pour les

mowements de faible amplitude,

cest-g-dire que les forces inter-atomiques sont assimilees a des ressorts de
constante k. On dit que Ion est dans «approximation harmonique»,




On appligue le théereme fondamental de la dynamique @ latome An en supposant quil ny a pas de
deplacement perpendiculairement @ la chalhe d'atemes.

Bilan des forces
% Le ressort de gauche a unme élongation égale a (y,-v,.;). Il agit sur l'atome A, avec une force de

rappel égale a k(T -1)1,

% Le ressort de dreite a une ¢longation égale a (y,.;-v,). Il agit sur lateme A, avec une feree de rappel

égale ¢ k(Y ) 1 :




ml'pnT = K(Ll"n—l _LlJn)T T K(Ll', nt1 _l'lJ n)r

: . . K
On introduit la pulsationw, = ,[—
m

l:pn +2(D§.L|Jn_(Di(L|J n—1_L|J n+1)r = O

Méthode de Résolutian

De maniere classique on pourrait considérerlegiesolutions de cette
équation differentielle du second ordre sontaderme exp (Qt) et on
aurait a résoudre un systeme de n équations

Mais dans leeas des atomekans les matériaux, on peut faire I'approximation
d’unnombre infini d’atomest on peut alors passer d’'une description
discontinue a unéescription continue




Passage de la description discrete a la description continue:

Soit L lalongueur totale de la chaine d’atomes. Etant donné le nombrediafinmes,
la distance dx entre deux atomes voisins est tres petite : adx<L

On peut donc établir les correspondances suivantes :

P, () - W(xt)
P,(t) - P(x1)

W (1) - PX—dx )=P(x §— dx

oY (X, t) (dX)* 9°y
0X 2 90X
oY (X, t) (dX)* 0°Y
0)4 2 90X

P, () - P(x+dx ) =w(x H+ dx




En remplacant dans I'équation (1) on obtient

02L|J(X,t)_ 2,2 a2l-|J(X’t): 2
(a‘w?) 0 (2)
ot* ° OX*

La dimension de a est L (longueur) , cellewgeest rad.3 par
conséquent la dimension de @g est celle d’'une vitesse.

——» en posant : V= (w,) I'équation s’écrit

62L|J(x,t) 1 62Lp (x,1) — 0
2 2 2
0X \V ot

C’est I'égquation _de propagation de I'onde qui se propage le long
de la chaine d’atomes




6. Equation de propagation pour une onde électromagnétique dans le vide.

L'equation de propagation d'une onde ¢lectromagnetique dans le vide z'etablit & partir dez 4 équations de
Maxwell danz le vide.

JB

ret E = - ﬁ Equatien de Maxwell-Faraday

divE =0 Equation de Maxwell-Gauss

rot B =ugeq i‘]E Equation de Maxwell- Ampere

divB =0 Equation de Maxwell-Flux
On donne rof(rofE) = —AE +grad(divE) JB_ arofB_  9°E

AFE =+rof = = +£
dt g ate
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est la célérité de la lumiére dans le vide.




7 - Généralisation

/-1) Propagation :
On dit qu’une grandeur S S€ Propage sisa valeur au point (t_,t,) se

retrouve au point ( £,t ) avec un décalage dans le temps proportionnel 2 la

différence des abscisses

S(t,t) =S(r,,t,) avec

Remarques

= On exclue de cette définition le déplacementd’'unp  oint matériel a vitesse constante sur
I'axe Ox

m  La propagation de la grandeur S ne s’accompagne pas forcément d’'un déplacement de
matiére a la méme vitesse ( l'avion et son bruit par exemple)




m  Considérons la propagation sur un axe (Ox)

N

S(X,t) =S(x 1)
(t-t)=T(x-x.) ' = SEt)=S(x ,t=
C C

®  x/c doit étre homogene a un temps. La constante ¢ a donc la dimension
d’une vitesse. C’est la vitesse de propagation ou célérité.




Remarques

S(x,t) , fonction a deux variables indépendantes, devient une fonction a une
variable (t — x/c) a cause de la propagation

S(X, t) se propage a vitesse constante dans la direction des x
croissants : f(t - x/c) est une onde progressive .

A t quelconque f(t —x/c) ala méme valeur dans tout le plan x = Cte, c'est-a-
dire que tous les points du plan vibrent avec la méme amplitude : 'onde
progressive S(x,t) ¢stsplplame




7-2) Equation de propagation

Considérons S(x,t) =f(t—x/c) =f(u) avecu =(t-x/c).

0S _df(y) _df(u) du _ 1.,

ox dx du dx ¢

%S _ 10f' _ 1df'ou_ 1.,

x> cox cdudx c?




Dans un espace a trois dimensions cette équation s’écrit :

2
[12.S = 1 0°S Equation de D’Alembert

c2 Qt?

0° 0° 0°
+ +
ax° o9dy° 0z°

avec :[ 2= (O 2.S estle Laplacien dddaction §

Interprétation :

Une grandeur S, fonction deux fois dérivable des coordonnées d’espace et de
temps qui satisfait a 'équation de propagation de d’ Alembert est

appelées« ONDE»

Remarque : Le phénomene de propagation est dit « non dispersif » sila

célérité C est indépendante de la fréquence




8- Solutions de I'équation de propagation

Il n’est pas possible de résoudre directement I'équation de
propagation

0°S 1 0°S _
0Xx> Cc2 0Ot?

0

Mais comme il s’agit d’'une equation linéaire par rapport a la
fonction S, toute combinaison linéaire de solutions linéairement
indépendantes est aussi une solution

D’ou l'interét de chercher des solutions de forme particuliere




8-1) Solution en Ondes Planes Progressives __ (oPP)

Rappel

= On a une onde plane quand S prend une méme valeur en tout point d’une
surface perpendiculaires a la direction de propagation

=  Exemple:

Soit S(t,x,V,2). S1S ne dépend que de t et x elle a méme valeur dans des plans
perpendiculaires a Ox et on a :

S(x,t) = f(t —x/c¢)

m  Une onde est plane s’il est possible de trouver des axes de coordonnées cartésiennes
telles que S ne dépende que d’une seule coordonnée d’espace ( x par exemple) et du
temps




Si l'onde se propage dans une direction de vecteur unitaire n = (n,,ny,n,)
ona-.:

X

L'équation du plan m perpendiculaire a n est :
x.n +y.n +zn,=Cte. Soit: nr=Cte

D’ou




L'équation de d’Alembert :

0°S
+

En effectuant le changement de variable suivant :

u=(t—x/c) et v=(t+x/c)

cette équation devient :

Dont la solution est:

S =f(t—x/c) + g(t + x/c)




Conclusion ;

La solution générale en ondes planes de direction donnee est la
superposition de deux ondes planes progressives de forme quelconque et
Se propageant en sens inverse

Pour une direction de propagation quelconque de vecteur unitaire N :

S(t.t) = f(t -1y 4 gt + 1
C C

ou f et g sont des fonctions arbitraires d’'une seule variable et deux fois
deérivables




Significationde S, fet ¢

Considérons ce qui se passe sur une longue corde parfaitement souple
quand on produit une déformation a son extrémité..

Keesnnrnnne

Le signal mesure par la distance dun point de
la corde @ sa position dquilibre, peut étre
représentée par une fonction s(x.t) qui se
deplace dans le sens positif de faxe Ox avec

une celerite v.

= la déformation est perpendiculaire a la direction de propagation:
Ponde qui se propage est une onde transversale

= L’onde se propage dans une seule direction: c’est une onde

progressive

= S(x,t) est la distance d’un point M de la corde a sa position

d’équilibre




Le signal S(x , t) se propage. ===

Il est donc le méme a l'instant t; en x, qu'a l'instant t, en x, avec (t, >t;)
Soit : f(t; — X,/v) = f(t, — X,/V)

Ceci nécessite que (t, — X /Vv) = (t, = X,/V) === (X, — X;)=V(, - 1)) >0 =

X, > X4

La fonction f(t — x/v) correspond donc a un signal g ui se propage
dans le sens des x positifs




De méme,

Pour que g(t+ x,/v) =g (t, + X,/V) on doit avoir ({+ X,/Vv) = (t, + XJ/Vv) = (X,
—X)=V(ti—- <0 = X, <X,y

La fonction g(t + x/v) correspond a un signal quie propage
dans le sens des x négatifs

m  Remargue JI'équation de propagation étant linéaire par rapport a la fonction 8, tou
combinaison linéaire de solutions est aussi solution

S=Af+ag




m Représentation de fourrier d>’une OPP:

—

Soit une onde progressiv8(r,t) = f(t -ﬂ)
C

a) Sif est une onde périodique :

n=1

fit——)=a, + a, cos{n.oo(t LA ¢n}
C

- Nw .-
En posank,6 = —u
C

a, +» a,cos(nwt-K,.r+¢,)
n=1

f est donc une somme d'ondes sinusoidales de fréquence multiples
de celle de f




b) Sif n'est pas périodique :

elle est représentable par une intégrale de Fourrie

-0 = [ a( cos[oo (-5 )eg (oo)}

— (l)_,
En posank =—1U
C

—

f(t-%) ja(w)cos[mt T+ (;o)]doo

f estla somme de fonctions sinusoidales d'am@dyac)
de pulsationw et de phase a l'origing )




m 8-2) Solution en Ondes Planes Harmonigues ( OPPH)

Importance: Nous venons de voir que toute onde plane peut-étre décomposée en
combinaison linéaire d’ondes planes sinusoidales

m Alorigine O, la grandeur S associée a I'onde stéc

S(O,)=Aoarss(@t + ¢ )

m Sil'onde se propage dans la direction Ox :
S(x,t)=Acosp(t-x/c)+ ¢]

m Sil'onde se propage dans la direction

S(r,t)=A cos{a)(t - —




. s W
Introduisons le vecteur d'onde K =—n
C

S(r,t) = Acos[ax —k.r + ¢]

:| est la phase de I'onde et W = K.C la relation de dispersion

Remarques sur la relation de dispersion

> La relation de dispersion est linéaire si et seulementegidion d’onde est
une équation de d’Alembert

» Pour trouver la relation de dispersion on injecte I'expression d’'une OPPH
dans I'équation d’onde

» Quand I'équation d’onde n’est pas une équation de d’Alembert on cherche la
solution sous la forme d’'une OPPH en notation complexe:

S(x,t)=S e“*?  avec S =S ¢"




Le vecteur d’onde peldtéreocopiaiexek = (k, — i.k,)
k, est le facteur de propagation ( norme du vecteundg)

k, est le facteur d’attenuatiorkf >0 ). Il traduit I'attenuation du milieu
dans lequel 'onde se propage

Une telle onde s’atténue dans la direction gdeé_& milieu dans lequel
elle se propage est dodissipatif. On dit qu’il y absorptior.

Cas extrémele vecteur d’onde est un imaginaire pur. On @ omde

évanescente — N
S(x,t) =S _e"?*".e

soit, en réel  S(X,t) = S_.e™* cos wt

L’ onde évanescente ne se propage pas ( I'espde¢emhps sont
decouples)




Resume : OPPH a une dimension

s(x, )= Asin(ot £ kx) = Asino(t Ex}

(D est la pulsation de l'onde,

en -
la période temporelle est et la fréquence L = ﬂ

(1)

1

1 7 ¥ L L ] ' k:
Par comparaison avec I'efude precedente, on peut identifier — et —
m '|_|I

1)

et la célerité d'une onde sinusdidale est  y =

k est la norme du vecteur donde




s(x, 1) = Asin(wf £ kx)
s(x, 1) =s(x + A, 1)

ot tkx=wtzk(x-2A)t2n

kKh=2n=F k 1
/. est |a période spatiale de l'onde sinusaidale.

On peut alors écrire l'onde en mettant en évidence les deux périodes T et A, -

s(x,1) = Asin(z_‘:_r[‘r + E:xc) = Asin 27|

X
A i ?L)

et on obtient la relation importante }\-U =V




Déphasage de Ponde:

m  Le signal en x, a 'instant t, est décalé par rapport au signal qui était en x; a 'instant t1 de
(t—1) /T = (X - X)/Ie.T= - X;)/A
Le déphasage entre les deux signaux est donn€ par :
AD=P, - D, =k (x,-%x)) = 2T (x,-%,) / A
Si (x, - x;) est un multiple de A les deux signaux apparaissent identiques

si on d€signe par 0 la distance parcourue par I'onde entre deux points x, et x, le d€phasage de

I'onde est : AD =210 / A

Notation complexe:

on pose S(T,t) = Soei(wt_ﬁ'ﬂm = |S(r

S(F, t) est la grandeur complexe instantanéée BEpend du temps et de I'esp:x

On introduit I'Amplitude Complexe ( qui ne dépene de I'espce).

A(T) =S ™™ = S(T,t) = A(F).e"“




m Conclusion

La solution générale de I'équation de propagation en ondes planes de direction donnée est une

superposition d'ondes sinusoidales d'amplitudes et fréquences quelconques se propageant soit
dans un sens soit dans ['autre

Paquet d’onde:

Lorsque les ondes composantes se propagent toutes dans le méme sens, on
dit qu’elles constituent un groupe ou paguet d ondes

Ces composantes forment alors soit la fonction f{t - u.r/c) soit la fonction g( t + urt/c)

Train d'onde:

Si les ondes sinusoldales sont définies sur un intervalle born@ de

(t - u.r/c) et nulles ailleurs, on dit qu'il s'agit d"un #rain d ondes




8-3) Solution en Ondes Planes Stationnaires ( OPS)

Définition: Ce sont des ondes pour lesquelles la grandeur S(t,t) peut s’écrire:

Sx,y,2,t) = g(x,y,2) . £(t)

Ces ondes ne se propagent pas:
(la variation de S en x est indépendante de celle en t)
1 0°S

. : 2
Equation de propagation [ 1°S = — —
c2 Ot?

£ _ .0
f(t) g

Les coordonnées d'espace et le tempstétas variables indépendan

0%g(X, Y, 2). f(t):ég(x, y, 2. f'(9 soit

2
ona: (a) et 9 cte= C (b
9

39




Premier cas : C<0 « On pose C= - W2

@ = M+waf=0 = f(t) =acos{ .to

(b) = en posant 1(% 1 A& g+tkg)=x0

Dans le cas des ondes planes, c'esteambur g(X,y,zE g(X

cette équation s'écrit: g" + k2.g= |g(x)=bcos(k. ¢

La solution de I'équation de propagation est donc :

En chaque point S(x,t) varie sinusoidalement en fon  ction du temps




m  Noeuds : Ce sont les points de I'espace pour lesquels I'amplitude est nulle. Il sont tels
que:

kKx+y =(n+ %)n (n entier)

(Position des noeuds d'oscillation denltie stationnaire
Les noeuds sont équidistants%e

® \entres: Ce sont les points de I'espace ou I'amplitude est maximale
lls sont tels que :

_ _ Y
kx+y=nm = &/—(H-E%

Les ventres sont equidistants %e




® Remarque 1: S(x,t) peut aussi s’écrire

S(x,t):%cos(o = kx+¢ - )FAE cosp + kxo+y

L’onde stationnaire peldtétreormidine stecromenia [supgup gsitsiindeddatbrsndes

sinusoidales progressives de méme pulsation et de méme amplitpcasgeant
en sens contraire

Remarque 2 : Inversement, une onde sinusoidale progressive est la superposition
de deux ondes stationnaires en quadratiCar :

S, cos(wx - kx + @) = S_cos( kx - §) cos(wx) + S_sin(k.x - §).sin(wx)

Conclusion: ILa solution de ’équation de propagation en onde
plane de direction donnée est une superposition d’ondes

stationnaires sinusoidales




9- Influence de la dispersiomn:

= 9-1) Vitesse de phase

Definition: la vitesse de phasg M'une onde harmonique est la vitesse a
laquelle il faut se déplacer dans le sens de lpgmation, pour que la phase
reste constante.

S(x,t) = S, cosiwt —k.x + ¢) = SoamO.

Si la phas® reste constante au cours du tem@&did=0

do dx
— =w—-k(w).—=w-k(wV, =0 =
o (W) + (WA




Remargque 1

Dans le cas générald) n’est pas necessairement linéairexha vitesse de
phase \ peut dependre de. Le milieu de propagation est diti« ».

Remarque 2

Si le milieu est dispersif les différentes harmais| qui composent 'onde
n'ont pas la méme vitesse de phase: L'onde pladéfeemera au cours de sa
propagatior

Remarque 3

On appellegelation de dispersiofa fonction k) qui représente la variation
du nombre d’onde en fonction de la pulsation.

La vitesse de phasep\sera celle de 'onde harmonique de fréquence &égale
la fréguence moyenne des ondes constitutiveddd’ physique




m9-2) Vitesse de groupe

Définition: Dans la propagation du signal, le point d’amplitug@ximal
—C'est a dire celui ou les ondes hammoniquies SemE pour fonmer
'onde physique ssdéldplara falaitesssde guupd/g

Exemple simple

Soient deux OPPH de méme amplitude et de pulsation respeciivAs)) et
(w+ Aw) voisines. Leur superposition ¢

%)= Scog (rlw)t (KA R+ Scos @—Lw ) (KA B

S x ) =25 cosfw.tA kXcosp + K.




Aw <<, c’estdonc le termecosAwt — Ak x) qui module e
amplitude 'onde

C’est ce terme qui contient I'information c’esti@e qui indique de quelle
facon 'onde est moduléd_a vitesse de phasie ce terme Aw/AK )
est donc lavitesse de groupee I'onde

“‘H' il ""‘”H Rl

mRemarque :

guand la vitesse de phase est indépendarte allerng :V¢




t=3

a b Kis
1 | i
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L'onde physique se déforme car chacune des ondes
harmoniques se déplace d une vitesse différente. On ne

peut plus définir une seule vitesse pour ceffe onde
physique et on montre qu'il faut utiliser deux vitesses,

5i la célérité dans le milieu ne dépend pas de fa
fréguence, la vitesse de groupe Vg coincide avec la
vitesse de phase Vp

||| || A
L 'i""“

NRRHL

- |'-'| ﬁl ALY
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La vitesse de phase V, est celle de londe harmonique
de fréquence égale a o fréquence moyenne des ondes
g ZIEUE,

k  k

Dans la propagation du signal, le point domplitude
maximal (c'est-G-dire celui ol les ondes harmoniques se
« groupent » pour former l'onde physique) se déplace a

constitutives de F'onde physique. Vi, =

lo vitesse de groupe Vy,




S. Vitesse de phase et vitesse de groupe

5Si la célérité v de chacune des ondes harmoniques dépend de la fréquence, on dit qu'il y a dispersien et la situation
est plus compliquée.

Londe physiqgue se déforme car chacune des ondes
harmoniques se déplace d une vitesse différente. On ne

AN peut plus définir une seule vitesse pour cette onde

a Iy 1y |

.'Ill II. .! II [
TR}
LTl

i

e physigue et on montre qu'il faut utiliser deux vitesses,
[N
L

La vitesse de phase v, est celle de l'onde harmonique
de fréquence égale a la fréquence moyenne des ondes

g 2N
constitutives de l'onde physique. vy, =20 _ M :

k k

Dans la propagation du signal, le point damplitude
maximal (c'est-a-dire celui ot les ondes harmoniques se
« groupent » pour former londe physique) se déplace a

la vitesse de groupe V,.

Si la célérité dans le milieu ne dépend pas de la
fréquence, la vitesse de groupe V, coincide avec la

vitesse de phase v




Interprétation géométrigue des vitesses de phase et de groupe

Dans un milieu dispersit, la courbe de dispersion m = w(k)
n'est pas une droite

:[F";l =Jo{¥
©™" (pente de la droite OM)

. _do_ .
- & gk © "G(pente de la fangente en M d la courbe de A

L

dispersion)

m
e
Dans un milieu non dispersif, la courbe de dispersion @ = w(k)

est une droite

Vip = vg = @/k pour tout o




Applications

Onde élastique le long d’un ressort
1  Equation des cordes vibrantes

1y Ondes Sonores




| - Omdie dEsimque ke omg dium ressontt

Un ressort de masse m, de longue@t de raideuk, est le lieu de
propagation d’'une onde de déeplacement

On veut établir 'équation différentielle caracgdique de cette
propagation

Démarche :

On considere unganche infiniment mincdu ressort d’epaissedx, et
d’abscissex et de raideuK. La raideur d’un ressort étant inversement
proportionnelle a sa longuekir= k.(L/dxX




Au passage de I'onde, cette tranche se déplace.

y(x+dx,t)

Le pointM; se retrouve eM;" et on pos#M M’ = y(xt)

La face avant du ressort ( poMt, d’absciss€x +dx)) se deplace
de MM, = y(x +dx, t)




mLes déplacements étant petits on peut faire une approximation au sedanet écrire:
. d
MM, = y(x+ dx 90 y(x )+ dx
X
mL'allongement de la tranche dx est donc:
A =y(x+dx )— Y >,<)=Ex-dx

mCet allongement exerce :

=- une forceF, suivant O:* sur la partie du ressort a gauche de dx tell

L, d

E=kar=KY| dx= k1) j.dx:k.L.ij
dx dx” dx, dx,

X

=- une force F2 suivant Ogur la partie du ressort a droite de dx, telle que




mLa tranche (dx) subit donc de la part des pari@eshe et droit€édgppeisdele
ces forcessoit la force totale:

2
E=okr|9Y 99 -9y
dx dx|, dx

mLa relation fondamentale de la dynamique donneégigeant le poids:

d?y d’y dy p dzy_c

X+ dx

L.dx. =k.L ax =

G A3 d¢ KL d&

L’onde longitudinale se propage dans le ressorvani une équation de
d’Alembert, avec une célérité donnée par :

K.L
C = -
V u

Remarque: La ceélérité augmente avec la raideuretisort et avec sa
longueur a vide




Energie cinétigue et énergie potentielle élastigue du ressort

Energie cinétigue:

:%jvzdm avec dm=p .dx etv:ﬂ

L{ d .
Ssoit j (—yj dx
20\ dt

ol

Energie potentielle

dE ——(k—j (A1) ——k—(dy dj = k= (dyj dx
2 dx 2 dx\ dx 2\ dx

:jdEp — |E =X [ﬂjz.dx

P 2 dx




Il - Equation des cordes vibrantes

On considere une corde homogene et inextensiblmadse linéiqug, tendue
horizontalement, avec une tensiboonstante.

Le mouvement de la corde est décrit par le déplanequasi vertical(x,t)
d’un pointM d’abscisse

Cordeen -}
\@uvement

orde au repos




On considere I'element de corde compris entreldssiases x et x+dx

T(x+dx,t
Txt) ( /t)

B(x+dx,t)

y(x+dx,t)

L'élement de corde MN de longueur dx est soumis a 3 fo

- son poidsdP = dm.g = J.dx.g

- la forcngtangentielle exercée en M par la partie gauche de la corde.

-Fg =-T(x, t)(daprés le principe de | ‘action et de la réaction)

- La forceFdtangentielle exercée en N par la partie droite de la corde:

Fd=+T(Xx+dx,t)




Le P.F.D appligué a la tranche MN s’ecrit

dm.a= dm.g+ [+ F

Soit : H.dx.a=-TXxt) +T(x+dx,t)

a) projection sur OX :

—T(x t)cosD (X,t ¢+ T (x+ dx t).co® (¢ dx,t¥ !

Puisqued faible, co9=1 : [T(x,t) = T(x+dx,t=T

Le module de la tension est constant le long deide




b) Projection sur Oy:

2

—T.sinB (x,t)+ T.sird (x+ dx, t)= .d%

Soit :




@ La solution en onde plane progressive sinusoidale de cette équation
est de la forme:

(X, 1) = a.sinoo(t—%)

@® La vitesse transversale d’'un élément de corde d’abscisse x est :

dy

X
V=—=aw.cosw (t—-—)
ol C

@® La vitesse transversale maximale d’'un élément de corde vibrante est ;

w=ke=c = |, _2ma [T
A max A u




c) Cas ou le poids n’est pas négligeable:

Si le poids de la corde n’est pas négligeable devant les forcessien; la
relation de projection sur I'axe verticale Oy devient:
02
—u.dx.g—T.sinB (x,t)+ T.sir@ (x+ dx,tFu d)ﬁy

dx? dt?

Et on obtient une nouvelle équation d’onde d °y — 1 ( d’y + g )

d) Si la courbure de la corde est importdréieas assez petit) et le poids
négligeable,

On montre que I'équation d’onde devient:

dzy_ 1 d T dy/dX

p\/1+ 3y/dx)° | \/1+ (3y/5%°




l1l- Ondes sonores dans les fluides

On étudie la propagation du son dans les fluides
Soit un cylindre contenant un fluide compressilde ('air par exemple)

Le fluide est caractérisé par trois champs : Sa®5 pressiorP et masse
volumiquep

Au repos ces champs sont uniformes et valent= &/; p =po, 4 =0




- L'ébranlement est provoqué par une compressidiudie, a I'aide d’un piston.
-Quand on enfonce brusquement le piston :
- La tranche d’air OA est comprimée a une presgi®o +AP) > Po.
- Cette situation n’est pas stable et la tranches®4étend et repousse l'air
dans la tranche AB voisine et ainsi de suite. [a@bement est transmis de
proche en proche.

-Chaque partie atteinte par I'ébranlement joue le rde de source pour la
tranche suivante

En résumeé

1) Le passage de I'ébranlement provoque une défamai fluide (
compression ou dilatation), donc wegiation de densité
2) Les variations de densité entrainentyhsations de pression

3) Les différences de pression entre deux poinffutile engendrent un
mouvement




L'équilibre du systeme est alors perturbé

La pressiorP, la masse volumique, la vitesse du fluideV dans la
direction Ox varient en fonction du tempst de la positio dans le

cylindre

—

V=0 = V(M,t)= 0+V (M ,t)
P=p,= Pp(M,t)= p+ p(M,1)
L=} => UM, )=+ B(M, 9

L’'approximation acoustique

Vi <<c ;i m<< p ;a<<u,




Mise en équations

1)Equation de continuité
Elle traduit I'absence de fuite, de trou ou de cavité au sein die flui

Soit R, le flux massique ( variation de masse par unité de temps) eatrant
dans une tranche de cylindre comprise entre x et (x + dx)

dm dx
F :_: ISI_: ISI

Soit F, le flux massique sortant en ( x +dx) F, = (.S X+ dx )

L'exces de masse entrant dans le volugdx pendant le temps dt est :

dm=[.S\{ xJ- 4. St x dx)}. «

A cet exces de masse correspond un accroissement de daregiidui est

proportionnel

dm=Sdxqr=p. $ ¢ Xt @x gx|t




—




2) Equation d’état du fluide

La variation de pressigm est toujours proportionnelle a la variation de
masse volumiqup, :

&: C?2 (2)
Hy

C est une constante caractéristique du fluide

3) Equation fondamentale de la dynam

X+dx

(,U.S.dX).%: Sadx)- S P x dx)




dv
dt

— (,ude)——S:;Ip dx = u—
X

dp+ dv

ely 0 3
ax o gt (3)

relation valable au second ordre pres

_dp
)4

Remarquela relation (2) permet de réécrire la relatiopdn fonction de la

variation de la pression:

(2)= p,=Cc2y, =0p=Co, =

1 dp L dv
c2 dt dx

(1) devient alors | —

O p= cou

0 (4

Remarque: I'éguation aux dimensions montre qudds dimensions d’'une

vitesse




En dérivant I'équation (3) par rapporkx &t I'éguation (4) par rapport aemps
et en soustrayant les réesultats membre a membiaht@ant :

1d°p_d°p
c2 dt* dx

(5) équation satisfaite par la pressi

De méme, En deérivant I'équation (3) par rappdréet I'équation (4) par rappaxt
et en soustrayant les résultats membre a membht@nt :

l d2v: d*v
c2dt® dx

(6) équation satisfaite par la vites

Conclusion Au cours de la propagation de I'ébranlement dans ufluide
Les variations de pression ( pl) de densité (ul) @ vitesse (v1) satisfont
A la méme équation: I'eéquation de propagation desrales




Cas des processus adiabatiques

On peut admettre avec une bonne approximationeguedmpressions et
dilatations du fluide sont des processus adiabagi$ans échanges de
chaleur avec les tranches voisines)

Pour un gaz parfait :

C
avey=—" = do_ v Ly

C, du u \Y/

(7)

c'est la vitesse du son dans un gaz.

Pour l'air a la température normaie
M=29g ;g=1,40 ;R=8,31J/K; T=273K :C=330m/s




Cas des ondes acoustigues sinusoidales progressives

Pour la variation de pression on aura donc :

d\/1 1 dQ _ i-k-Aé(a).t—k.x)

en utilisant la relation (3) on peut éclire— = —

dt 4, dx L

d'oll w:k'—A.é(Mt‘k-X)———pl -~ R=yd @
,UOC() /’IO'C Vl °

Dans une onde acoustique progressive la presslarvigesse du fluide sont
liées a tout instant et en tout point par une iatate proportionnalite. C’est
une propriété générale







