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IntroductionIntroduction
LL’’objectif de ce chapitre:objectif de ce chapitre:

Donner une vue d'ensemble des outils mathDonner une vue d'ensemble des outils mathéématiques de matiques de 
base utilisbase utiliséés en ms en méécanique quantique. canique quantique. 
Regrouper les diverses notions utiles en mRegrouper les diverses notions utiles en méécanique canique 
quantique en insistant particuliquantique en insistant particulièèrement sur la commoditrement sur la commoditéé des des 
notations de Dirac.notations de Dirac.
ConnaConnaîître les notions utiles sur l'espace des fonctions tre les notions utiles sur l'espace des fonctions 
d'onde, d'onde, 
Comprendre le concept d'Comprendre le concept d'éétat d'un systtat d'un systèème physique et me physique et 
l'espace des l'espace des éétats du systtats du systèème, me, 
Savoir utiliser les notations de Dirac et faire des Savoir utiliser les notations de Dirac et faire des 
manipulations sur les kets, les bras et les opmanipulations sur les kets, les bras et les opéérateurs.rateurs.
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 dxdydzrd 3 =

1 rd )t,r(
espace

3
2

=ψ∫∫∫
→

II-- Espace de fonctions Espace de fonctions 
dd’’ondes Londes L22

représente la probabilité pour que, à
l'instant t, la particule soit trouvée dans le 

volume                           autour du point r.

rd  )t,r( 3
2

∫∫∫
→

ψ

L'interprétation probabiliste de la fonction d'onde ψ(x,t) 
d'une particule a été donnée au chapitre 2.

Ainsi, on étudiera l’ensemble des fonctions de carré
sommable pour lesquelles l’intégrale ci-dessus converge.

la probabilité totale de trouver la 
particule dans tout l'espace 
étant égale à 1, on doit avoir :

44

- Étant donné la signification attribuée à la densité de 
probabilité, les fonctions d'onde effectivement utilisées
possèdent certaines propriétés de régularité: 

- Des fonctions partout définies, continues, et même 
indéfiniment dérivables (par exemple, affirmer qu'une fonction 
est vraiment discontinue en un point donné de l'espace n'a 
aucun sens physique). 

- Des fonctions d'onde à support borné (on est sûr que la 
particule se trouve dans une région finie de l'espace). 
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11-- DDééfinition de Lfinition de L22 ::
LL22 est l'espace des est l'espace des 
fonctions de carrfonctions de carréés s 
sommables sommables 
(int(intéégrables).grables).   finie est   rd  )t,r(

)t,r()t,r(

C,

3
2

3

∫∫∫
→

→→

+

ψ

ψ→

→ℜℜ

22-- CaractCaractééristiques de Lristiques de L22 ::
LL22 a une structure da une structure d’’espace vectoriel sur le corps espace vectoriel sur le corps 

des nombres complexesdes nombres complexes

2
2211
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2
2

2
1

L   :alors,C),(
 L  et  L: Si

∈ψλ+ψλ=ψ∈λλ

∈ψ∈ψ

∗∗∗∗ ψψλλ+ψψλλ+ψλ+ψλ⇔∈ψ 21212121
2

2
2

2
2

1
2

1
2L

66

Les 2 derniers termes                                  ont la mêLes 2 derniers termes                                  ont la même me 
amplitude. amplitude. 
On peut les majorer par                                     .On peut les majorer par                                     .

ψψ est alors est alors une fonction dont l'intune fonction dont l'intéégrale converge, grale converge, 
puisque  puisque  ψψ11 et et ψψ2 2 sont de carrsont de carréé sommable. sommable. 

∗∗∗∗ ψψλλ+ψψλλ 21212121

( )2
2

2
121 ψ+ψλλ
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33-- Produit scalaire dans LProduit scalaire dans L22 ::

( ) rd t),r( t),r( ,

 L et  L

3
2121

2
2

2
1

→→
∗∫∫∫ ψψ=ψψ

∈ψ∈ψ

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) orméen  est :1 ,

esorthogonal  sont   et :0 , ,
,() , ,

0 alors  0 ,  Si   .0 ,
 , ,

iii

211221

31312121332211

1221

ψ=ψψ

ψψ=ψψ=ψψ

ψψλλ+ψψλλ=ψλ+ψλψλ

=ψ=ψψ>ψψ

ψψ=ψψ

∗∗

∗
Propriétés du produit scalaire:

LL22 muni du produit scalaire dmuni du produit scalaire dééfini comme cifini comme ci--dessus a dessus a 
une structure d'espace d'Hilbert.une structure d'espace d'Hilbert.

A tout couple de 2 A tout couple de 2 
fonctions fonctions ψψ11 et et ψψ22 pris pris 
dans cet ordre, on dans cet ordre, on 
associe un nombre associe un nombre 
complexe, notcomplexe, notéé (ψ1,ψ2)::

88

IIII-- OpOpéérateurs linrateurs linééaires:aires:
Un opUn opéérateur linrateur linééaire A est, par daire A est, par dééfinition, un être finition, un être 
mathmathéématique qui, matique qui, àà toute fonction toute fonction ψψ appartenant appartenant àà LL22, fait , fait 
correspondre une autre fonction de Lcorrespondre une autre fonction de L22 notnotéée e ϕϕ, la , la 
correspondance correspondance éétant lintant linééaireaire ::

 L et  Lavec    t),r(t),r(A 22 ∈ϕ∈ψϕ=ψ
→→

)A( )A( ) (A 22112211 ψλ+ψλ=ψλ+ψλOn a aussi:On a aussi:

Exemples:Exemples:

)z,y,x()z,y,x( −−−ψ=πψ
22-- OpOpéérateur multiplication parrateur multiplication par x, que nous désignerons par X: 

)z,y,x(x)z,y,x(X ψ=ψ
33-- OpOpéérateur drateur déérivation parrivation par rapport à x: 

x
)z,y,x()z,y,x(Dx ∂

ψ∂
=ψ

11-- OpOpéérateur paritrateur paritéé A=A=ππ::
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Des opérateurs comme X et Dx, agissant sur une fonction ψ de L2, 
peuvent la transformer en une fonction qui n'est plus 
nécessairement de carré sommable.

Produit dProduit d’’opopéérateurs:rateurs:
Soient deux opérateurs linéaires A et B. leur produit AB
Est défini par:

t),r(At)),r(B(At),r(AB
→→→

ϕ=ψ=ψ

On fait d'abord agir B sur ψ, ce qui nous donne une fonction ϕ, 
ensuite A sur la fonction ϕ. 
En général:

t)),r(BAt),r(AB
→→

ψ≠ψ

On définit le commutateur [A,B] par: [A,B]=AB - BA
Exemple:Exemple:

[ ] [ ] h
hhhh i1x
i

D,X
ix

,X
ixi

,XPX, xx =−==





∂
∂

=





∂
∂

=
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III- Bases orthonormées complètes de L2

Suivant les cas, on aura à utiliser soit une base à indice
discret, soit une base à indice continu.

a) Cas d'une base discrète :
Soit Ui(x) un ensemble de fonctions appartenant à L2

où i = 1,2,…n. n peut être fini ou infini.

i) L'ensemble des Ui(x) est dit orthonormé si : 

( ) ijjiji  dx  )x(u),x(u)x(u),x(u δ== ∫ ∗





≠
=

=δ
ji  si  0
ji  si   1

ij

Relation d’orthonormalisation

On rappelle que:

ii) L'ensemble des Ui(x) est dit complet si : 

Ccavec     )x(u c(x) :L i
i

ii
2 ∈=ψ∈ψ∀ ∑
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ψ se décompose suivant les Ui(x) de manière unique.
Cherchons l'expression de Ci. Projetons ψ(x) sur Uj(x), c'est-à-dire :

( )

( ) jij
i

iij
i

ij

i
i

ijjj

c cdx  )x(u )x(uc)x(),x(u

dx   )x(uc )x(u dx  )x( )x(u)x(),x(u

=δ==ψ

=ψ=ψ

∑∫∑

∫ ∑∫
∗

∗∗

iii) Relation de fermeture :

∑∫ ∫ ∑ 







ψ=ψ=ψ ∗∗

i
iiii   dx' )x(u  )'x(u)'x(dx' )x(u )'x( )'x(u)x(

Par conséquent, on a: ∑ −δ=∗

i
ii )'xx()x(u  )'x(u

On a:

C’est la relation de fermeture

1212

La relation de fermeture signifie que ψ(x) se décompose de 
manière unique suivant la base des Ui(x).

∑∑∑ =ψ=ψ=ψ

∈ψ∈ψ
∗∗∗

i
jj2

i
ii1

i
ii1

2
2

2
1

 :)x(u b  et  )x(u a :)x(u a
 L et  L

Calculons le produit scalaire (ψ1,ψ2)

∑

∑∑∫∑∑

∫∑ ∑

∗

∗
∞+

∞

∗∗

+∞

∞−

∗∗

=ψψ

δ==ψψ

=ψψ

i
ii21

ij
i j

ji
-

ji
i j

ji21

i j
jjii21

ba),(

ba dx  )x(u)x(uba  ),(

 dx  )x(u b)x(u a),(
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b) Cas d'une base continue :

ℜ∈α
Soit vα(x) un ensemble de fonctions repéré par indice a continu  

L'ensemble des vα(x) forme une base si :

i) L'ensemble des vα(x) est dit orthonormé si :

)( dx  )x(v)x(v  ))x(v),x(v(
-

β−αδ== ∫
+∞

∞
β

∗
αβα

ii) Relation de fermeture:

)'xx( d  )'x(v)x(v  ))'x(v),x(v(
-

−δ=α= ∫
+∞

∞
α

∗
ααα

1414

Remarque :

Même si vα(x) on peut décomposer ψ suivant cette 
base:

∞=δ=αα )0(  ))'x(v),x(v(
2L∉ 2L∈

))x(),x(v()(c   où   dx)x(v )(c)x( ψ=αα=ψ αα∫
C(α) n'est autre que la composante de ψ(x) suivant vα(x).

iii) Produit scalaire :

∫
∫∫

ββ=ψ

αα=ψαα=ψ

∈ψ∈ψ

β

∗
α

∗∗
α

d )x(v )(b)x(  et

  d )x(v )(a)x(:d )x(v )(a)x(

 L et  L

2

11

2
2

2
1
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∫

∫∫

∫∫∫

α

∗

α β

∗

β
α β

∗
α

∗

ααα=ψψ⇔

βαβαδβα=ψψ⇔

ββαα=ψψ

d )(b )(a),(

d d )-( )(b )(a),(

 dx  d )x(v )(b  d )x(v )(a),(

21

21

x
21

∫∫ αα=ααα=ψψ
α

∗ d)(ad )(a )(a),( 2
11

Cas où ψ1=ψ2:

1616

i) Base continue de Fourier - Base des ondes planes:

x pi

p e
2
1)x(v h

h

−

π
=

Exemples de bases continues :

Exercice: vérifier les relations d’orthonormalisation et de  
Fermeture? 
Par conséquent, quelle que soit ψ(x) appartenant à L2, on peut 
la décomposer en une combinaison d’ondes planes.

dp e )p(c
2
1dp )x(v )p(c)x(

x pi

p
h

h

−

∫∫ π
==ψ

C(p) n’est autre que
la T.F.(ψ(x)): dx e )x(

2
1)p(c

x pi
h

h

+

∫ψ
π

=
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Base continue de Fourier à 3  dimensions
→→

−→









π
=

r.pi2
3

p e
2
1)r(v h

h

rd  )r( )r(v)p(c

pd )r(v )p(c)r(

3
p

3
p

∫∫∫

∫∫∫
→→

∗
→

→→→

ψ=

=ψ

)'rr(pd  )'r(v)r(v

)'pp(rd  )r(v)r(v

3
pp

3
'pp

→→→→
∗

→→→→
∗

−δ=

−δ=

∫∫∫

∫∫∫

1818

ii) Base de Dirac: )xy()x()x(v y −δ=δ=α

On vérifie aisément les relations d’orthonormalisation et de  
fermeture. Par conséquent, quelle que soit ψ(x) appartenant à
L2, on peut la décomposer en une combinaison de « fonction »
de Dirac.

dy )xy( )y(c)x( −δ=ψ ∫
Une fonction d'onde ψ(x) représentant un état physique doit 
Appartenir à L2. 

On définit une représentation par le choix d'une base 
orthonormée et complète sur laquelle on développera la 
fonction d'onde ψ.
Cette base peut être soit à indice discret, soit à indice 
continu.

2L∈ψ
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IVIV-- Notation de DiracNotation de Dirac
IntroductionIntroduction
Nous avons reportNous avons reportéé dans le paragraphe III qu'une même dans le paragraphe III qu'une même 
fonction peut être reprfonction peut être repréésentsentéé par plusieurs ensembles par plusieurs ensembles 
distincts de composantes, correspondant chacun au choix distincts de composantes, correspondant chacun au choix 
d'une base.d'une base.
Nous nous trouvons alors dans une situation analogue Nous nous trouvons alors dans une situation analogue àà
celle que l'on connacelle que l'on connaîît bien pour l'espace ordinaire Rt bien pour l'espace ordinaire R33. . 

Banach, Fréchet et Hilbert ont eu l'idée d'employer un 
langage géométrique pour résoudre des problèmes 
d'analyse en considérant des fonctions comme des 
vecteurs appartenant à des espaces appropriés (abstraits).

De ce fait, Dirac a transposé cette idée aux fonctions ψ(x): : 
tout tout éétat quantique d'une particule sera caracttat quantique d'une particule sera caractéérisriséé par un par un 
vecteur d'vecteur d'éétat appartenant tat appartenant àà un espace abstrait un espace abstrait ξξ, appel, appeléé
espace des espace des éétats d'une particule.tats d'une particule.

→

i
→

i
→

i

2020

En rEn rééalitalitéé, l'introduction des vecteurs d', l'introduction des vecteurs d'éétat et de l'espace des tat et de l'espace des 
éétats n'apporte pas seulement une simplification du tats n'apporte pas seulement une simplification du 
formalisme. Elle permet aussi sa gformalisme. Elle permet aussi sa géénnééralisation. ralisation. 

En effet, il existe des systEn effet, il existe des systèèmes physiques dont la description mes physiques dont la description 
quantique ne peut pas se faire quantique ne peut pas se faire àà partir d'une fonction d'onde: partir d'une fonction d'onde: 
Nous verrons que c'est le cas, même si l'on a affaire Nous verrons que c'est le cas, même si l'on a affaire àà une une 
seule particule, lorsque l'on tient compte des degrseule particule, lorsque l'on tient compte des degréés de liberts de libertéé
de de spinspin..
Nous allons donc, dans le reste de ce chapitre, dNous allons donc, dans le reste de ce chapitre, déévelopper le velopper le 
calcul vectoriel danscalcul vectoriel dans ξ. Les notions que nous allons introduire 
et les résultats que nous obtiendrons sont valables quel que 
soit le système physique considéré. 
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Vecteur ket et espace Vecteur ket et espace 
des des éétatstats

on a vu que :on a vu que :
-- CCii = (U= (Uii(x), (x), ψψ(x))(x)) base discrbase discrèètete
-- C(C(αα) = (v) = (vαα(x), (x), ψψ(x))(x)) base continuebase continue

Ceci est analogue à la représentation d'un vecteur usuel 
suivant une base, par exemple :→

i
→

i
→

i
xVi.V =

→→

Un élément quelconque, ou vecteur, de l'espace ξ est appelé
vecteur ket, ou plus simplement ket. On le note par le symbole  

en mettant à l'intérieur un signe distinctif permettant de 
caractériser le ket correspondant par rapport à tous les autres,
par exemple : ψ

2222

Maintenant, nous allons définir l'espace ξr des états d'une particule
en associant à toute fonction d’onde de carré sommable 
un vecteur ket rξ∈ψ

2L)t,r( ∈ψ
→

r
2L)t,r( ξ∈ψ⇔∈ψ

→
En résumé:

Insistons sur le fait qu'il n'apparaît plus dans       de dépendance 
par rapport à mais seulement la lettre ψ qui rappelle à quelle
fonction il est associé :  

Nous désignerons par ξx l'espace des états d'une particule (sans 
spin) à une seule dimension, correspondant à des fonctions 
d'onde dépendant de la seule variable x.

ψ

→

r

sera interprétée comme l'ensemble des composantes de)r(
→

ψ

ψ
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Par convention |ψ> sera représenté par une matrice (ou vecteu
colonne) contenant les composantes de |ψ> dans la base 
correspondante. Par exemple:

∗∈=ψ→=ψ ∑∑ Niavec   u c)x(u c)x(
i

ii
i

ii



























=ψ

.
c
.
.
c
c

n

2

1

Base discrète B.D.



























α

α

α

=ψ

.
)(c

.

.
)(c
)(c

n

2

1

Base continue B.C.

ℜ∈ααα=ψ→αα=ψ ∫∫ αα avec   d  cd  )x(v )(c)x(

2424

Vecteur bra et lVecteur bra et l’’espace dual espace dual 
des des éétatstats

A tout vecteur ket A tout vecteur ket |ψ> de ξ , on associera un vecteur dit , on associera un vecteur dit 
vecteur bra, notvecteur bra, notéé <<ψψ| | appartenant appartenant àà un  espace appelun  espace appeléé
espace dual deespace dual de ξ et qu’on note ξ∗.
LLàà les composantes du vecteur bra seront reprles composantes du vecteur bra seront repréésentsentéées es 
par une matrice ligne contenant les composantes par une matrice ligne contenant les composantes 
conjuguconjuguéées des coordonnes des coordonnéées de es de ||ψψ>.>.

( )),..(c),..,(c),(c n21 ααα=ψ ∗∗∗( ),..c,..,c,c n21
∗∗∗=ψ

B.D.B.D. B.C.B.C.
<ψ| et |ψ> sont adjoints l'un de l'autre, ou encore <ψ| est le 
transposé conjugué de |ψ> et vis versa.
Remarque: En anglais, le symbole < | > est appelée « bracket »
(c’est-à-dire crochet), d’où l’appellation Bra pour la partie 

gauche et< | , et ket pour la partie droite | >.
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Correspondance entre |Correspondance entre |ψψ> et <> et <ψψ||

∗∗∗

∗∗

∗

ξ∈λψ+λψ→ξ∈ψλ+ψλ

ξ∈λψ→ξ∈ψλ

ξ∈ψ→ξ∈ψ

∈λ

22112211     

    

C,  Soit

2626

Produit scalaire en notationProduit scalaire en notation
de Diracde Dirac

Le produit scalaire de kets Le produit scalaire de kets ||ψψ11>>
par par ||ψψ22> est not> est notéé par:par:

12 ψψ

orméen  est :1

esorthogonal  sont  et :0

0 alors  0  Si   .0

iii

212112

31312121332211

2112

ψ=ψψ

ψψ=ψψ=ψψ

ψψλλ+ψψλλ=ψλ+ψλψλ

=ψ=ψψ>ψψ

ψψ=ψψ

∗∗

∗

Propriétés du produit scalaire:
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Choix d'une reprChoix d'une repréésentationsentation
Choisir une reprChoisir une repréésentation, c'est choisir une sentation, c'est choisir une 
base orthonormbase orthonorméée, discre, discrèète ou continue, dans te ou continue, dans 
l'espace des l'espace des éétats tats ξξ. . 
Les vecteurs et opLes vecteurs et opéérateurs sont alors rateurs sont alors 
reprrepréésentsentéés dans cette base par des s dans cette base par des nombresnombres : : 
composantes pour les vecteurs, composantes pour les vecteurs, ééllééments de ments de 
matrice pour les opmatrice pour les opéérateurs.rateurs.
Le calcul vectoriel devient alors le calcul Le calcul vectoriel devient alors le calcul 
matriciel sur ces nombres. matriciel sur ces nombres. 
Le choix d'une reprLe choix d'une repréésentation est en principe sentation est en principe 
arbitraire. Dans chaque cas, on l'effectue de arbitraire. Dans chaque cas, on l'effectue de 
fafaççon on àà simplifier au maximum les calculs. simplifier au maximum les calculs. 

2828

Relations d’orthonormalisation en 
notation de Dirac

Un ensemble discret {|Un ensemble discret {|uuii>}, ou continu {|>}, ou continu {|vvαα>}, de kets est >}, de kets est 
dit dit orthonormorthonorméé si les kets de cet ensemble satisfont si les kets de cet ensemble satisfont àà
la relation d'orthonormalisation:la relation d'orthonormalisation:

)'(vv

uu

'

ijji

α−αδ=

δ=

αα

On note que <vOn note que <vαα||vvαα> n> n’’existe pas. Les {|existe pas. Les {|vvαα>} ont une norme >} ont une norme 
infinie et ninfinie et n’’appartiennent donc pas appartiennent donc pas àà ξξ..
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Relations de fermeture 
en notation de Dirac- cas discret

Un ensemble discret {|Un ensemble discret {|uuii>}de kets constitue une >}de kets constitue une 
base si tout ket |base si tout ket |ψψ>> de ξ, peut être développé
d'une façon et d'une seule suivant les {|{|uuii>}.>}.

:uu 1I      

uu      

uu uu       

uu u c:où'D

c cuucu

:u  sur  de projection la calculons ,u c

i
i

i

i
i

i

i
i

ii
i

i

i
ii

i
ii

i
jiji

i
ijij

j
i

ii









=⇔

ψ







=ψ⇔

ψ=ψ=ψ⇔

ψ==ψ

=δ==ψ

ψ=ψ

∑

∑

∑∑

∑∑

∑∑

∑

C’est la relation 
de fermeture

3030

Relations de fermeture 
en notation de Dirac- cas continu

Un ensemble continu {|Un ensemble continu {|vvαα>}, de kets constitue une base si >}, de kets constitue une base si 
tout ket |tout ket |ψψ>> de x peut être développé d'une façon et d'une
seule suivant les {|{|vvαα>}.>}.

[ ]
[ ]:dv v1I      

dv v     

d v v      

d vv d v )(c:où'D

)'(cd )'( )(cd vv)(cv

 :v sur  de projection la calculons ,d v )(c

''

'

α=⇔

ψα=ψ⇔

αψ=ψ⇔

αψ=αα=ψ

α=αα−αδα=αα=ψ

ψαα=ψ

αα

αα

αα

ααα

ααα

αα

∫
∫
∫

∫∫
∫∫

∫

1I désigne l'opérateur identité dans ξ

C’est la relation de 
fermeture



16

3131

Equation de Schrodinger avec la Equation de Schrodinger avec la 
notation de Dirac:notation de Dirac:

ψ=ψ
∂
∂ H
t

ih

Equation  dEquation  déépendante du temps:pendante du temps:

Equation  indEquation  indéépendante du temps:pendante du temps:

φ=φ EH

3232

VV-- ReprRepréésentation de A sentation de A 
par une matrice par une matrice ««carrcarrééee»»

11-- DDééfinitionfinition ::
On peut dOn peut dééfinir les opfinir les opéérateurs linrateurs linééaires dans aires dans ξξ
comme on l'a fait dans Lcomme on l'a fait dans L2 2 (paragraphe II).(paragraphe II).
Supposons qu'Supposons qu'àà chaque ket |chaque ket |ψψ> > de de ξξ
corresponde un certain ket |corresponde un certain ket |ψψ'> de'> de ξξ. On dira que . On dira que 
||ψψ'> r'> réésulte de l'action d'un opsulte de l'action d'un opéérateur A sur |rateur A sur |ψψ>. >. 
Si de plus cette correspondance est linSi de plus cette correspondance est linééaire, aire, 
l'opl'opéérateur A ainsi drateur A ainsi dééfini est un  opfini est un  opéérateur rateur 
linlinééaire: aire: 

A|A|ψψ> = |> = |ψψ'>'>
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∀

2- Propriétés et opérations :
i) A est nul si |ψ'> = 0, quel que soit |ψ> : 

<ψ|A|ψ> = 0

ii) A et B sont égaux si <ψ|A|ψ> = <ψ|B|ψ>

iii) Si la correspondance entre |ψ> et |ψ'> est 
biunivoque, elle définit deux opérateurs linéaires A 
et B : |ψ'> = A|ψ> et |ψ> = B|ψ'>
A et B sont alors par définition inverses l'un de 
l'autre.

|ψ'> = A|ψ> = A(B|ψ'>)
|ψ> = AB|ψ>
AB = 1

3434

iv)iv) La somme des opLa somme des opéérateurs linrateurs linééaires est aires est 
commutative et associative :commutative et associative :

A + B = B + AA + B = B + A
A + (B + C) = (A + B) + CA + (B + C) = (A + B) + C

v)v) Le produit est associatif et distributif par rapport Le produit est associatif et distributif par rapport 
àà l'addition :l'addition :

A(BC) = (AB)CA(BC) = (AB)C
A(B + C) = AB + ACA(B + C) = AB + AC

vi)vi) Le produit n'est pas commutatif (en gLe produit n'est pas commutatif (en géénnééral)ral)
AB AB -- BA = [A,B]BA = [A,B] commutateurcommutateur
Si [A,B] = 0:Si [A,B] = 0: on dit que A et B commutent.on dit que A et B commutent.
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OpOpéérationsrations ::
i)i) Soit Soit λλ un nombre complexe et un nombre complexe et A un opA un opéérateurrateur

λλ11AA11||ψψ11> = A> = A11((λλ11||ψψ11>)>)
<<ψψ22|A|A22λλ22 = = λλ22 <<ψψ22|A|A22

ii)ii) A, B deux opA, B deux opéérateurs tel que : S = A + Brateurs tel que : S = A + B
S|S|ψψ> = (A + B) |> = (A + B) |ψψ>>

= A|= A|ψψ> + B|> + B|ψψ>>
<<ψψ|S = <|S = <ψψ|A + <|A + <ψψ|B|B

iii)iii) P = ABP = AB
P|P|ψψ> = (AB)|> = (AB)|ψψ> = A(B|> = A(B|ψψ>) = A|>) = A|ψψ'> = |'> = |ψψ">">
<<ψψ|P = <|P = <ψψ|(AB) = (<|(AB) = (<ψψ|A)B = <|A)B = <ψψ11|B = <|B = <ψψ22||

3636

Remarques :Remarques :
-- On dit aussi que A et B sont inverses l'un On dit aussi que A et B sont inverses l'un 
de l'autre si AB = BA = 1de l'autre si AB = BA = 1
carcar ||ψψ> = B|> = B|ψψ'> = B(A|'> = B(A|ψψ>)>)

||ψψ>> = BA|= BA|ψψ>          1 = BA>          1 = BA
AB = BA = 1         [A,B] = 0AB = BA = 1         [A,B] = 0

-- L'inverse d'un opL'inverse d'un opéérateur A  n'existe pas rateur A  n'existe pas 
toujours. Lorsqu'il existe, on le note  Atoujours. Lorsqu'il existe, on le note  A--11..
-- Si deux opSi deux opéérateurs A, C possrateurs A, C possèèdent chacun dent chacun 
un inverse, le produit AC possun inverse, le produit AC possèède un de un 
inverse tel que : (AC)inverse tel que : (AC)--11 = C= C--11AA--11..

⇔
⇔
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33-- ReprRepréésentation matricielle d'un opsentation matricielle d'un opéérateurrateur ::

On a vu que :|On a vu que :|ψψ> = > = ΣΣ CCii |U|Uii>>

ooùù {|U{|Uii>} forme une base orthonorm>} forme une base orthonorméée comple complèète danste dans ξξ. . 
Appliquons un opAppliquons un opéérateur A rateur A àà ||ψψ> tel que : > tel que : 

n1n133122111
'
1

i
jii

i
ijij

'
j

j
j

'
j

i
ii

Ac...AcAcAcc

 Ac uAuc'uc

u c'   et  u c

++++=

==ψ=

=ψ=ψ

∑∑

∑∑

ψ=ψ A'  
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c
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.. A   ...   A  A  A

.

.
.. A   ...   A  A  A

.. A   ...   A  A  A

.
c
.
.
c
c

n

2

1

nn3n2n1n

n2232221

n1131211

'
n

'
2

'
1

ψ=ψ A'
⇔
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44-- Calcul de <Calcul de <ψψ22|A||A|ψψ11> > ::

55-- Exemple d'opExemple d'opéérateur linrateur linééaire : opaire : opéérateur de rateur de 
projection ou projecteurprojection ou projecteur ::

Soit |Soit |ψψ> > appartenant appartenant àà ξξ tel que <tel que <ψψ||ψψ> = 1> = 1
<<ψψ| de| de ξξ*. On d*. On dééfinit l'opfinit l'opéérateur projecteur par :rateur projecteur par :

PPψψ = |= |ψψ> <> <ψψ||
ii-- PPψψ ||ψψ11> = (|> = (|ψψ> <> <ψψ|) ||) |ψψ11>= |>= |ψψ> <> <ψψ||ψψ11> = > = λλ ||ψψ>>
iiii-- PP22

ψψ = P= Pψψ PPψψ = (|= (|ψψ> <> <ψψ|) (||) (|ψψ> <> <ψψ|) = ||) = |ψψ> <> <ψψ||ψψ> <> <ψψ| | 
= |= |ψψ> <> <ψψ|= P|= Pψψ

D'oD'oùù: une projection est : une projection est ééquivalente quivalente àà deux projections.deux projections.

∑∑∑∑

∑∑
∗∗ ==ψψ

=ψ=ψ

i
ji

j
ji

i
ij

j
ji12

j
jj2

i
ii1

 AbauAu baA

u b   et  u a

4040

VIVI-- OpOpéérateurs adjointsrateurs adjoints ::
11-- DDééfinitionfinition ::
Deux opDeux opéérateurs A et B sont dits adjoints l'un de rateurs A et B sont dits adjoints l'un de 
l'autre si leurs matrices reprl'autre si leurs matrices repréésentatives (dans un sentatives (dans un 
reprrepréésentation bien dsentation bien dééfinie) sont adjointes l'une finie) sont adjointes l'une 
de l'autre. de l'autre. 
NotationNotation: L'adjoint de A est not: L'adjoint de A est notéé AA++ et l'adjoint et l'adjoint 
de B est notde B est notéé BB++..
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=

∗∗

∗∗
+
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a  a
a  a

A

a  a
a  a

   A

Exemple 2 matrices adjointes Exemple 2 matrices adjointes 
l'une de l'autrel'une de l'autre ::

∗+

∗∗

=

=

=

ijji

ijji

jiij

uAuuAu

uAuA

uAuA
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D'une manière générale, l'adjoint A+ de A est défini par : 
<ψ2|A+|ψ1> = (<ψ1|A|ψ2>)*

2- Propriétés :
Soit λ un nombre complexe. A et B sont des opérateurs.

i) (λA)+ = (λA)*T conjugué du transposé
= λ*T A*T =  λ* A+

ii) (A + B)+ = A+ + B+

iii) (AB)+ = B+A+

iv) (A+)+ = A
v) Un opérateur A est dit unitaire s'il est l'inverse de 
son propre adjoint : AA+ = A+A =1
Le produit C = AB (tel que A,B soient unitaires) est 
aussi unitaire.

4242

RRèègle importantegle importante ::
Pour obtenir l'expression adjointe d'une expression Pour obtenir l'expression adjointe d'une expression 
quelconque (contenant des nombres complexes, des quelconque (contenant des nombres complexes, des 
opopéérateurs, des ket et bra), on procrateurs, des ket et bra), on procèède de la fade de la faççon on 
suivante :suivante :
i)i) On inverse l'ordre des termes.On inverse l'ordre des termes.
ii)ii) Les bra deviennent ket et les ket deviennent bra.Les bra deviennent ket et les ket deviennent bra.
Les complexes deviennent complexes conjuguLes complexes deviennent complexes conjuguéés et les s et les 
opopéérateurs deviennent oprateurs deviennent opéérateurs adjoints.rateurs adjoints.

ExempleExemple ::
Soit: Soit: λλ un nombre complexeun nombre complexe..
A, B, C et D sont des opA, B, C et D sont des opéérateurs.   |rateurs.   |ψψ11> et <> et <ψψ22||

λλ ABCD |ABCD |ψψ11><><ψψ22| a pour expression adjointe :| a pour expression adjointe :
||ψψ22><><ψψ11| D| D++CC++BB++AA++ λλ**
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VII/VII/ OpOpéérateur hermitique rateur hermitique 
(ou auto(ou auto--adjoint)adjoint) ::

11-- DDééfinitionfinition ::
A est hermitique si AA est hermitique si A++ = A= A
Dans |UDans |Uii> : A*> : A*ijij = A*= A*jiji = A= Aijij

22-- Exemples:Exemples:
a)a) PPψψ = |= |ψψ><><ψψ||
PP++

ψψ = (|= (|ψψ><><ψψ|)|)++

= |= |ψψ><><ψψ| = P| = Pψψ

L'opL'opéérateur projecteur est hermitique.rateur projecteur est hermitique.
b)b)

++ =







−

=







−

= AA:
2   i
i      1

   A   et  
2   i
i      1

   A

4444

33-- DDééfinitionfinition ::
B est dit antiB est dit anti--hermitique si : Bhermitique si : B++ = = --BB
ConsConsééquencesquences ::
Un opUn opéérateur quelconque peut être rateur quelconque peut être éécrit (et d'une crit (et d'une 
seule faseule faççon) sous la forme d'une somme on) sous la forme d'une somme 
d'opd'opéérateurs hermitique et antirateurs hermitique et anti--hermitique.hermitique.

 II  et   HH :a On
2
AAI  et  

2
AAH  Où

IHA

AAAA

AA

AA

−==

−
=

+
=

+=

++

++



23

4545

- Toute combinaison linéaire à coefficients réels 
d'opérateurs hermitiques est hermitique.

- Le produit AB de deux opérateurs hermitiques n'est 
pas nécéssairement hermitique.

(AB)+ = B+A+ = BA

- si BA = AB : A et B commutent, alors (AB)+ = AB

Remarque:Remarque:

[ ]B,A
2
1

2
BAABAB +

+
=

4646

VIII/ ProblVIII/ Problèème de valeurs propresme de valeurs propres ::
11-- DDééfinition :finition :
Soit A un opSoit A un opéérateur linrateur linééaire. Par daire. Par dééfinition, on dira que le finition, on dira que le 
nombre complexe anombre complexe ann est valeur propre de A associest valeur propre de A associéé au au 
vecteur propre |vecteur propre |ψψnn> si :  A|> si :  A|ψψnn> = a> = ann ||ψψnn>>
Exemple :Exemple :
H|H|ψψ> = E|> = E|ψψ>> ééquation de Schrquation de Schröödingerdinger
De même <De même <ψψ''nn|A = a'|A = a'nn <<ψψ''nn||

Soit |Soit |ψψnn> un vecteur propre > un vecteur propre VVpp de A avec la vde A avec la vpp aann ..
soit soit λλ un complexe. un complexe. 
λλ ||ψψnn> est aussi > est aussi VVpp de A avec la même vde A avec la même vpp aann. . 

A|A|λλ||ψψnn> = > = λλ(A |(A |ψψnn> )> )
= = λλ(a(ann ||ψψnn> > ) = a) = ann ((λλ ||ψψnn> > ))
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Si <Si <ψψnn| | λλ* * λλ | | ψψnn> = 1> = 1
λλ* * λλ < < ψψnn| | ψψnn> = 1> = 1
λλ* * λλ = 1= 1
λλ = e= eiiθθ : facteur de phase: facteur de phase

Si deux Si deux VVp p ne diffne diffèèrent que par un facteur de rent que par un facteur de 
phase, ils reprphase, ils repréésentent le même sentent le même éétat quantique.tat quantique.

4848

22-- DDééggéénnéérescencerescence ::
S'il existe plusieurs kets propres linS'il existe plusieurs kets propres linééairement airement 
indindéépendants relatifs pendants relatifs àà la même valeur propre ala même valeur propre ann, toute , toute 
combinaison lincombinaison linééaire de ces kets est aussi ket propre de aire de ces kets est aussi ket propre de 
ll’’opopéérateur A relatif rateur A relatif àà la même  vla même  vpp aann..
En d'autres termes, l'ensemble des kets propres de A En d'autres termes, l'ensemble des kets propres de A 
(relatifs (relatifs àà une valeur propre donnune valeur propre donnéée ae ann) forme un espace ) forme un espace 
vectoriel que l'on appelle sous espace relatif vectoriel que l'on appelle sous espace relatif àà la vla vpp aann..

Distinguons deux casDistinguons deux cas : : 
a)a) Si ce sous espace n'a qu'une dimension, on dira que la Si ce sous espace n'a qu'une dimension, on dira que la 
vvpp aann n'est pas dn'est pas dééggéénnéérréée. En effet, e. En effet, àà une vune vpp correspond correspond 
un un VVpp seul .seul .

b)b) Si ce sous espace est de dimension gSi ce sous espace est de dimension gnn, on dira que la , on dira que la 
vvpp est est ddééggéénnéérréée e ggnn fois.fois.
ggnn est appelest appeléé ordre de dordre de dééggéénnéérescence de la vrescence de la vpp aann..
A|A|ψψinin> = a> = ann | | ψψinin >> ooùù i = 1, 2, i = 1, 2, ……ggnn
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33-- RemarquesRemarques ::
a)a) ggnn peut être infini.peut être infini.
b)b) Le texte Le texte éénoncnoncéé en 2) est valable aussi pour les bra en 2) est valable aussi pour les bra 
propres de A.propres de A.
c)c) Si A est un opSi A est un opéérateur quelconque, il n'existe pas de rateur quelconque, il n'existe pas de 
relation simple entre le problrelation simple entre le problèème de valeurs propres relatif me de valeurs propres relatif 
aux ket et celui relatif aux bra.aux ket et celui relatif aux bra.
Par contre, ces deux problPar contre, ces deux problèèmes sont mes sont éétroitement litroitement liéés si A s si A 
hermitique, ce qui est un cas d'interêt pratique. En effet, si hermitique, ce qui est un cas d'interêt pratique. En effet, si 
A est hermitique (A = AA est hermitique (A = A++), on a :), on a :

i)i) Les deux spectres de vLes deux spectres de vpp de A sont identiques. de A sont identiques. 
Langage: L'ensemble des vL'ensemble des vpp d'un opd'un opéérateur A est appelrateur A est appeléé
spectre de A.spectre de A.

ii)ii) Toutes les vToutes les vpp sont rsont rééelles. En effet : A = Aelles. En effet : A = A++ et et 
A|A|ψψnn> = a> = ann | | ψψnn >> et < et < ψψnn |A| |A| ψψnn > = a> = ann < < ψψnn||ψψnn >>

iii)iii) Tout bra conjuguTout bra conjuguéé d'un ket propre de A est bra d'un ket propre de A est bra 
propre relatif propre relatif àà la même valeur propre et inversement.la même valeur propre et inversement.

Autrement dit, le sous espace des bra propres relatifs Autrement dit, le sous espace des bra propres relatifs 
àà une valeur propre donnune valeur propre donnéée est le dual du sous espace des e est le dual du sous espace des 
kets propres relatifs kets propres relatifs àà la même vla même vpp..

5050

Les Les VVp p relatifs relatifs àà des des vvpp d'un opd'un opéérateur rateur 
hermitique sont orthogonales.hermitique sont orthogonales.
En effet, soit A opEn effet, soit A opéérateur hermitique A = Arateur hermitique A = A++

Soient: A|Soient: A|ψψ11> = a> = a11 | | ψψ11 >> et et A|A|ψψ22 > = a> = a22 ||ψψ22 > > 
avec aavec a11 diffdifféérente de arente de a22

< < ψψ22 |A = < |A = < ψψ22 |a|a22 = a= a22< < ψψ22 ||
< < ψψ22 |A|A| | ψψ11 > = > = aa22< < ψψ22 | | ψψ11 >>
< < ψψ22 ||A| A| ψψ11 > = > = aa11< < ψψ22 | | ψψ11 >>

(a(a22 -- aa11) () (< < ψψ22 | | ψψ11 >>) = 0 ) = 0 

Comme (aComme (a22 -- aa11) est diff) est difféérent de zrent de zééro: ro: < < ψψ22 | | ψψ11 >>) = 0 ) = 0 
| | ψψ11 >> et et | | ψψ22 >> sont alors orthogonauxsont alors orthogonaux

⇔
⇔
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44-- Equation caractEquation caractééristique d'un opristique d'un opéérateur:rateur:
Soit un opSoit un opéérateur tel que : A|rateur tel que : A|ψψ> = a|> = a|ψψ>.>.

∑∑

∑
=ψ=ψ

=ψ

i
ii

i
ii

i
ii

u A cA  et  u caA

  u c

( )    0 aA c  
  AcuA u c  et

  cauu ca     
     

i
jijii

i
jii

i
iji

i
jii

i
iji

∑
∑∑

∑∑
=δ−









=

δ=

On multiplie par le bra <On multiplie par le bra <uujj|, on obtient:|, on obtient:

5252

Si i = 1, 2, Si i = 1, 2, ……, n, on est en pr, n, on est en préésence d'un sence d'un 
systsystèème linme linééaire aire àà n inconnues, il aura pour n inconnues, il aura pour 
solution (autre que Csolution (autre que Ci i = 0):= 0):

Det (A Det (A -- a a ΙΙ) = 0) = 0
Ι Ι est la matrice unitest la matrice unitéé..

CC’’est lest l’é’équation caractquation caractééristique de l'opristique de l'opéérateur A rateur A 
ou ou ééquation aux valeurs propres dont les quation aux valeurs propres dont les 
solutions sont les vsolutions sont les vpp a.a.
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IX/ Observables:IX/ Observables:
11-- DDééfinitionfinition ::
Une observable est un opUne observable est un opéérateur hermitique dont rateur hermitique dont 
le systle systèème de me de VVpp forme une base orthonormforme une base orthonorméée e 
complcomplèète dans l'espace des te dans l'espace des éétats.tats.
A|UA|Uii

nn> = a> = ann |U|Uii
nn>> i = 1, 2,i = 1, 2,……, g, gnn

(g(gn n degrdegréé de dde dééggéénnéérescence)rescence)
On a :  On a :  <U<Uii

nn|U|Uii
nn’’> = > = δδnnnn‘‘ i = 1, 2,i = 1, 2,……, g, gnn

A l'intA l'intéérieur du sous espace de arieur du sous espace de ann (qu'on notera (qu'on notera 
ξξnn), on peut choisir les |U), on peut choisir les |Uii

nn> tel que : > tel que : <<UUii
nn||UUjj

nn> = > = δδijij

d'od'oùù:                 :                 
<<UUii

nn||UUjj
nn’’> = > = δδij ij δδnn'nn'

5454

L'ensemble des | UL'ensemble des | Uii
nn> est complet :> est complet :

∑ ∑ =
=n

i
n

g

1i

i
n 1uu

n

Soit Pn: projecteur sur le sous espace ξn

∑

∑
=

=
=

n
n

i
n

g

1i

i
nn

1P

uuP
n
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22-- Exemples d'observablesExemples d'observables ::
a)a) Projecteur :Projecteur :

PPψψ = |= |ψψ> <> <ψψ||

b)b) OpOpéérateur position X :rateur position X :
Soit |Soit |ψψ> de> de ξξ tel que tel que X|X|ψψ> = |> = |ψψ'> de'> de ξξ
Dans la reprDans la repréésentation {|x>} (base de Dirac),sentation {|x>} (base de Dirac),
X vX véérifie : <x|X|rifie : <x|X|ψψ> = x<x|> = x<x|ψψ> = x > = x ψψ(x)(x)

i)i) Montrer que X est hermitique : Montrer que X est hermitique : 
<<ϕϕ|X||X|ψψ> = <> = <ψψ|X||X|ϕϕ>*>*

ii)ii) Chercher les vChercher les vpp de X:de X:
X|x'> = X|x'> = λλ|x'>|x'>

xx <x| <x| …… λλ=x=x’’
Conclusion :Conclusion :
L'opL'opéérateur X appelrateur X appeléé aussi opaussi opéérateur position est rateur position est 
donc une observable.donc une observable.

5656

c)c) OpOpéérateur impulsion P :rateur impulsion P :
Soit |Soit |ψψ> de> de ξξ tel que tel que P|P|ψψ> = |> = |ψψ'> de'> de ξξ
1)1) Dans la reprDans la repréésentation {|p>} : base de Fouriersentation {|p>} : base de Fourier

<p|P|<p|P|ψψ> = p <p|> = p <p|ψψ>=p >=p ψ(ψ(pp))
i)i) Montrer queMontrer que P est hermitique :P est hermitique :

<<ϕϕ|P||P|ψψ> = <> = <ψψ|P||P|ϕϕ>*>*
ii)ii) Chercher les vChercher les vpp d Pd P

2)2) Dans la reprDans la repréésentation {|x>}sentation {|x>}
Calculons <x|P|Calculons <x|P|ψψ> et introduisons la relation de > et introduisons la relation de 
fermeture:fermeture:

1dp  p p =∫
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x
 

i
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i

x
 

ix
 

i

  p 

p p            

p 

∂
∂

→

ψ
∂

∂
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∂
ψ∂
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ψ
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∫

∫

∫
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h
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P:où'D

xPx

x)x(Px

dp)p(e
2
1Px

dpe
2
1

dpPpxPx

ipx

ipx

Conclusion:Conclusion: P est P est hermitiquehermitique et {|p>} forme une et {|p>} forme une 
base orthonormbase orthonorméée et comple et complèète, alors lte, alors l’’opopéérateur rateur 
impulsion P est une observable.impulsion P est une observable.

5858

33-- Fonctions d'observables Fonctions d'observables ::
Soit A|Soit A|ψψ> = a|> = a|ψψ>> A est une observableA est une observable
Toute fonction f(a) des valeurs propres a d'une observable A Toute fonction f(a) des valeurs propres a d'une observable A 
permet de dpermet de dééfinir un opfinir un opéérateur linrateur linééaire fonction de cette aire fonction de cette 
observable. observable. 
Par dPar dééfinition :finition :

f(A) |f(A) |ψψ> = f(a) |> = f(a) |ψψ>>
Remarques :Remarques :
i)i) Si f est une fonction polynôme, cette dSi f est une fonction polynôme, cette dééfinition cofinition coïïncide ncide 
avec celle que l'on obtient par application des ravec celle que l'on obtient par application des rèègles de gles de 
l'algl'algèèbre des opbre des opéérateurs.rateurs.

ii)ii) Tout Tout VVpp de A est de A est VVpp de f(A).de f(A).
iii)iii) Cas de dCas de dééggéénnéérescence : les rescence : les VVpp de A relatifs de A relatifs àà une une 
même vmême vp p a sont aussi a sont aussi VVpp de f(A) avec la même vde f(A) avec la même vpp f(a).f(a).
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ExemplesExemples ::
i)i) eeAA eeBB eeA+ BA+ B

ii)ii) eeAA eeBB = e= eBB eeAA sisi [A,B] = 0[A,B] = 0
iii)iii) X|x> = x|x>X|x> = x|x>
iv) au potentiel V(x), on associe liv) au potentiel V(x), on associe l’’observable V(X)observable V(X)

V(X)|x> = V(x)|x>V(X)|x> = V(x)|x>
etet

<x'|V(X)|x> = V(x) <x'|x><x'|V(X)|x> = V(x) <x'|x>
= V(x) = V(x) δδ(x' (x' -- x)x)

≠
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X/ Observables qui commutent et X/ Observables qui commutent et 
variables compatiblesvariables compatibles ::

ConsidConsidéérons deux observables A et B et supposons rons deux observables A et B et supposons 
que le spectre des  vque le spectre des  vpp est discret et qu'elles est discret et qu'elles 
posspossèèdent une fonction propre commune |dent une fonction propre commune |ψψnn>.>.

A|A|ψψnn> = a> = ann||ψψnn>>
B|B|ψψnn> = b> = bnn||ψψnn>>

Pour que ces deux Pour que ces deux ééquations soient vquations soient véérifirifiéées es 
simultansimultanéément, une condition s'impose :ment, une condition s'impose :

(AB (AB -- BA) |BA) |ψψnn> = [A,B] |> = [A,B] |ψψnn> = 0 |> = 0 |ψψnn> = 0> = 0
c'estc'est--àà--dire que le commutateur [A,B] a |dire que le commutateur [A,B] a |ψψnn> comme > comme 
VVpp correspondant correspondant àà une vune vpp nulle. En effet :nulle. En effet :
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AB|AB|ψψnn> = A (B|> = A (B|ψψnn>)>)
= A (b= A (bnn||ψψnn>)>)
= b= bnn (A|(A|ψψnn>) = b>) = bnn aann||ψψnn>>

BA|BA|ψψnn> = B A|> = B A|ψψnn>= B a>= B ann||ψψnn>= >= aannB|B|ψψnn>= >= aannbbnn||ψψnn>>
(AB (AB -- BA) |BA) |ψψnn> = 0 = 0 |> = 0 = 0 |ψψnn>>

D'une maniD'une manièère gre géénnéérale, on a le thrale, on a le thééororèème suivant : Si me suivant : Si 
deux observables commutent, elles possdeux observables commutent, elles possèèdent un dent un 
systsystèème de base commun me de base commun àà A et B, et rA et B, et rééciproquement.ciproquement.
Langage :Langage :
-- Un systUn systèème de base d'une observable donnme de base d'une observable donnéée est e est 
tout systtout systèème orthonormme orthonorméé complet de complet de VVPP de cette de cette 
observable.observable.
-- Les Les VVPP qui diffqui diffèèrent entre eux par un facteur de rent entre eux par un facteur de 
phase ne sont pas considphase ne sont pas considéérréés comme distincts. Ils s comme distincts. Ils 
reprrepréésentent le même sentent le même éétat quantique.tat quantique.
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Signification physique du thSignification physique du thééororèème :me :
Les variables dynamiques reprLes variables dynamiques repréésentsentéées par ces es par ces 
deux observables qui commutent peuvent être deux observables qui commutent peuvent être 
ddééfinies de fafinies de faççon pron préécise simultancise simultanéément : ce sont ment : ce sont 
des variables compatibles (ou variables des variables compatibles (ou variables 
simultansimultanéément mesurables).ment mesurables).
RemarquesRemarques ::
X, PX, Pxx ne sont pas compatibles car  ne sont pas compatibles car  [ ] hiP,X X =
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ThThééororèème 1me 1 ::
Soient |Soient |ψψ11> et |> et |ψψ22> deux vecteurs propres de A tel > deux vecteurs propres de A tel 
que :que :

A|A|ψψ11> = a> = a11||ψψ11>>
avec avec 

A|A|ψψ22> = a> = a22||ψψ22>>
Si [A,B] = 0, alors <Si [A,B] = 0, alors <ψψ22|B||B|ψψ11> = 0> = 0
En effetEn effet, calculons, calculons

<<ψψ22|[A,B]||[A,B]|ψψ11> = <> = <ψψ22|AB |AB -- BA|BA|ψψ11>>
0     = <0     = <ψψ22|a|a22B B -- BaBa11||ψψ11>>

= a= a22 <<ψψ22|B||B|ψψ11> > -- aa11 <<ψψ22|B||B|ψψ11>>
= (a= (a22 -- aa11) <) <ψψ22|B||B|ψψ11>  >  

Or               : <Or               : <ψψ22|B||B|ψψ11> = 0> = 0

21 aa ≠

21 aa ≠
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ThThééororèème 2me 2 ::
Si |Si |ψψii

nn> est  > est  VVP P de A avec la vde A avec la vpp aann, alors B|, alors B|ψψii
nn> est > est 

aussi aussi VVPP de A dans le cas ode A dans le cas oùù [A,B] = 0.[A,B] = 0.
Le sous espace Le sous espace ξξnn est invariant sous l'effet de B.est invariant sous l'effet de B.
ξξnn est l'espace de dest l'espace de dééggéénnéérescence de arescence de ann..

En effetEn effet ::
[A,B] |[A,B] |ψψii

nn> = 0> = 0 car A et B commutentcar A et B commutent
A(B|A(B|ψψii

nn>) >) -- B(A|B(A|ψψii
nn>) = 0>) = 0

A(B|A(B|ψψii
nn>) = a>) = ann ((B|B|ψψii

nn>)>)
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XI/XI/ E.C.O.C : Ensemble Complet E.C.O.C : Ensemble Complet 
dd’’Observables qui Commutent:Observables qui Commutent:

11-- DDééfinitionfinition ::
On dit qu'un ensemble A, B, COn dit qu'un ensemble A, B, C…… d'observables d'observables 
forme un E.C.O.C si :forme un E.C.O.C si :
i)i) les observables commutent toutes deux les observables commutent toutes deux àà deux : deux : 
[A,B] = [A,C] = [B,C] = [A,B] = [A,C] = [B,C] = …… = 0= 0
ii)ii) Si leur systSi leur systèème de base commun est dme de base commun est dééfini de fini de 
fafaççon unique.on unique.
A chaque ensemble de vA chaque ensemble de vpp a,b,ca,b,c…… d'observables d'observables 
(A,B,C(A,B,C……), correspond ), correspond un et un seul Vun et un seul Vpp commun (commun (àà
un facteur de phase prun facteur de phase prèès).s).

6666

Ce vecteur propre peut être regardCe vecteur propre peut être regardéé comme comme 
fonction des vfonction des vpp a,b,ca,b,c……
Ce vecteur est parfois notCe vecteur est parfois notéé |abc|abc……> ou encore > ou encore 
||ψψabcabc……>>

A|A|abcabc……> = a |> = a |abcabc……>>
A|A|ψψabcabc……>> = a = a ||ψψabcabc……>>
B|B|abcabc……> = b |> = b |abcabc……>>
C|C|abcabc……> = c |> = c |abcabc……>>



34

6767

a)a) Cas d'une seule observableCas d'une seule observable ::
i)i) Si A est observable et si aucune des vSi A est observable et si aucune des vpp n'est n'est 
ddééggéénnéérréée, alors la donne, alors la donnéée de la ve de la vpp ddéétermine de termine de 
manimanièère unique les re unique les VVpp correspondant.correspondant.
A forme A forme àà elle seule un E.C.O.C.elle seule un E.C.O.C.

A|A|ψψnn> = a> = ann ||ψψnn>>
A observable et aA observable et ann non dnon dééggéénnéérréée: A est un e: A est un 

E.C.O.CE.C.O.C

ii)ii) Si aSi ann est dest dééggéénnéérrééee
A|A|ψψii

nn> = a> = ann ||ψψii
nn>> i = 1, 2,i = 1, 2,……ggnn

A n'est pas un E.C.O.C.A n'est pas un E.C.O.C.
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b)b) Cas de deux observablesCas de deux observables ::
Soient deux observables A, B tel que : [A,B] = 0.Soient deux observables A, B tel que : [A,B] = 0.
Par diagonalisation de B dans le sous espace Par diagonalisation de B dans le sous espace 
propre apropre ann. On d. On déétermine les termine les VVP P communs communs àà A et B A et B 
qu'on peut noter {|qu'on peut noter {|ψψn,pn,p>} ou |np>, avec :>} ou |np>, avec :

A|A|ψψn,pn,p> = a> = ann ||ψψn,pn,p>> etet B|B|ψψn,pn,p> = b> = bpp ||ψψn,pn,p>>
i)i) Si Si àà {a{ann,b,bpp} correspond un } correspond un VVPP unique, alors {A,B} unique, alors {A,B} 
est un E.C.O.C.est un E.C.O.C.
ii)ii) Si aSi ann est dest dééggéénnéérréée (ge (gnn: : ordre de dordre de dééggéénnéérescence)rescence)

ou bou bpp est dest dééggéénnéérréée (ge (gpp: : ordre de dordre de dééggéénnéérescence)rescence)
alors {A,B} n'est pas un E.C.O.C.alors {A,B} n'est pas un E.C.O.C.
On prend alors une 3On prend alors une 3èèmeme observable C tel que : observable C tel que : 
[A,C] = [B,C] = 0 et on la diagonalise dans [A,C] = [B,C] = 0 et on la diagonalise dans ξξn,pn,p ((ξξn,pn,p
sous espace propre de bsous espace propre de bpp).).
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22-- RemarquesRemarques ::
i)i) On convient gOn convient géénnééralement ralement àà former un E.C.O.C avec le former un E.C.O.C avec le 
minimum d'observables possibles, tel que si on enlminimum d'observables possibles, tel que si on enlèève une ve une 
observable, cet ensemble cesse d'être un E.C.O.C.observable, cet ensemble cesse d'être un E.C.O.C.

ii)ii) Soit {A,B,C} trois observables formant un E.C.O.C tel que:Soit {A,B,C} trois observables formant un E.C.O.C tel que:
A A vvp p aann,      B          ,      B          vvpp bbpp et C         et C         vvpp ccqq
Le  Le  VVP P commun et unique sera notcommun et unique sera notéé : |: |ψψnpqnpq> ou encore > ou encore 
|a|annbbppccqq>>

iii)iii) Rôle des E.C.O.C dans la dRôle des E.C.O.C dans la déétermination de l'termination de l'éétat tat 
quantique d'un systquantique d'un systèème : conname : connaîître l'tre l'éétat quantique tat quantique 
d'un systd'un systèème, c'est avoir fait sur le systme, c'est avoir fait sur le systèème le me le 
maximum de mesures compatibles.maximum de mesures compatibles.
Soit aSoit ann une une vvpp ddééggéénnéérréée d'une observable A. L'e d'une observable A. L'éétat tat 
quantique du systquantique du systèème n'est pas alors parfaitement me n'est pas alors parfaitement 
connu. On fait intervenir une autre observable connu. On fait intervenir une autre observable 
jusqu'jusqu'àà l'obtention de l'E.C.O.C.l'obtention de l'E.C.O.C.
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Exemples Exemples ::
aa-- Particule sur un axe ox :Particule sur un axe ox :
X|x> = x|x>X|x> = x|x> X est lX est l’’observable positionobservable position
X est un E.C.O.C car X est un E.C.O.C car àà chaque chaque vvpp correspond un correspond un 
seul vecteur propre |x>.seul vecteur propre |x>.
bb-- Particule dans le plan oxy :Particule dans le plan oxy :
X|xy> = x|xy>X|xy> = x|xy> ooùù y est quelconquey est quelconque
X n'est pas un E.C.O.C car X n'est pas un E.C.O.C car àà chaque chaque vvpp correspond correspond 
plusieurs vecteurs propres |xy>plusieurs vecteurs propres |xy>
cc-- {X,Y} est un E.C.O.C{X,Y} est un E.C.O.C
A chaque {x,y}  un seul vecteur propre |xy>A chaque {x,y}  un seul vecteur propre |xy>
{X,Y} une observable position: suivant ox et suivant {X,Y} une observable position: suivant ox et suivant 
oy.oy.


