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Abstract

La modélisation de la mécanique classique se place dans le cadre des équations
extérieures. La mécanique symplectique est l’exemple type. Diverses généralisations
ont été proposées ces derniers temps. Citons entre autres la mécanique de Lie Nambu, la
géométrie k-symplectique, ou bien les équations symplectiques d’ordre supérieur. Cha-
cune de ces approches est fondée sur l’étude de certaines équations extérieures ou bien
des systèmes extérieurs. Le but de ce cous est de redonner les bases algébriques et
différentielles de la théorie des systèmes différentiels extérieurs.

I. SYSTEMES DIFFÉRENTIELS EXTERIEURS

A. Elie Cartan et le calcul différentiel extérieur

Elie Cartan introduisit le calcul différentiel extérieur en se basant sur le calcul extensif de Grassmann
qui était de nature purement algébrique. Il définit le produit de deux formes par la condition que la
multiplication soit bilinéaire et antisymétrique. Il définit ainsi par récurrence les formes différentielles
extérieures de degré p :

ϕ =
∑

i1,...,ip

Ai1,...,ipdxi1 ∧ dxi2 ∧ ... ∧ dxip

Une permutation paire sur les indices conserve la forme extérieure ϕ alors qu’une permutation impaire
transforme ϕ en −ϕ. En particulier si deux indices sont égaux alors ϕ = 0. Le produit extérieur d’une
forme ϕ de degré p, et d’une forme ψ de degré q vérifie

ϕ ∧ ψ = (−1)pqψ ∧ ϕ.

Elie Cartan généralisa également la notion de covariant bilinéaire (introduit par Frobenius et Darboux)
et introduisit la notion de différentielle extérieure d’une forme de degré p. Si

ϕ =
∑

i1,...,ip

Ai1,...,ipdxi1 ∧ dxi2 ∧ ... ∧ dxip

0
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alors

dϕ =
∑

i1,...,ip

dAi1,...,ip
∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ ... ∧ dxip

.

Par exemple si

ϕ = Adx1 + Bdx2

alors

dϕ =
∂A

∂x2
dx2 ∧ dx1 +

∂B

∂x1
dx1 ∧ dx2.

Cet opérateur d est invariant par changement de variables et il vérifie

d(dϕ) = 0.

De nombreuses équations de la physique peuvent s’exprimer à l’aide d’équations extérieures. Prenons par
exemple la formule classique

div(RotX) = 0.

Considérons pour X le champ de vecteurs X = (X1, X2, X3). La forme différentielle de degré 1

α = X1dx1 + X2dx2 + X3dx3

a pour différentielle extérieure

dα = P1dx2 ∧ dx3 + P2dx3 ∧ dx1 + P3dx1 ∧ dx2

et (P1, P2, P3) sont les composantes du champ rotationel Rot(X). Considérons un champ Y = (Y1, Y2, Y3)
et la forme extérieure de degré 2 donnée par

β = Y1dx2 ∧ dx3 + Y2dx3 ∧ dx1 + Y3dx1 ∧ dx2

Alors

dβ = (divY )dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

et

d(dα) = 0

est équivalent à

div(RotX) = 0.

Citons enfin un grand problème qui a intéréssé Elie Cartan dans une grande partie de son oeuvre , le
problème d’équivalence. Par exemple, dans le cas des systèmes de Pfaff, ce problème est celui de la
recherche de conditions pour que deux tels systèmes se ramènent l’un à l’autre par des changements de
variables.

B. Algèbre extérieure

1. Les algèbres Λ(E) et Λ(E∗)

Soit E un espace vectoriel réel et E∗ son dual. Un élément de E est dit un vecteur, un élément de E∗

est dit un covecteur. On a donc un produit
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E × E∗ → R
(v, f) → < v, f >

Le produit tensoriel E ⊗ E∗ peut être identifié à Hom(E,E) par

(v ⊗ f)(w) =< w, f > v.

On considère sur E l’algèbre tensorielle

T (E) = R⊕{E⊕E∗}⊕{(E ⊗ E)⊕(E∗ ⊗ E)⊕(E ⊗ E∗)⊕(E∗ ⊗ E∗)}⊕...

On note C(E) et C(E∗) les sous algèbres de T (E) définies par

C(E) = R⊕E⊕E⊗2⊕E⊗3⊕...

et

C(E∗) = R⊕E∗⊕(E∗)⊗
2⊕(E∗)⊗

3⊕...

Notons Cp(E) = E⊗p

et Cp(E∗) = (E∗)⊗
p

. Il existe un isomorphisme

(Cp(E))∗ ' Cp(E∗).

En effet, posons < v, γ >= 0 si v ∈ Cp(E) et γ ∈ Cq(E∗) si p 6= q. Si p = q, prenons

v =
∑

vi1...ipei1 ⊗ ...⊗ eip

et

γ =
∑

γi1...ipeii ⊗ ...⊗ eip ;

alors

< v, γ >=
∑

vi1...ipγi1...ip .

2. Tenseurs antisymétriques et symétriques

Soit v1 ⊗ v2...⊗ vp ∈ T p(E) et σ ∈ Σp. Le groupe symétrique Σp agit sur T p(E) par

Σp × T p(E) → T p(E)
(σ, v1 ⊗ v2...⊗ vp) → vσ(1) ⊗ vσ(2)...⊗ vσ(p)

Définition I.1 Un tenseur t ∈ T p(E) est dit antisymétrique si

σ(t) = (−1)ε(σ)t

où ε(σ) désigne la signature de la permutation σ.

On note Λp(E) le sous espace de Cp(E) formés des tenseurs antisymétriques. On définit de même
Λp(E∗). L’opérateur d’antisymétrie est donné par

P : Cp(E) → Λp(E)

∑
ti1...ipei1 ⊗ ...⊗ eip →

∑

σ∈Pp

(−1)ε(σ)tσ(i1)...σ(ip)eσ(i1) ⊗ ...⊗ eσ(ip)
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Définition I.2 Un tenseur t ∈ T p(E) est dit symétrique si

σ(t) = t

On construit également à partir d’un tenseur t ∈ T p(E) un tenseur symétrique en posant

S(t) =
∑

σ∈Pp

tσ(i1)...σ(ip)eσ(i1) ⊗ ...⊗ eσ(ip)

Notons que pour p = 2 on a 2t = P (t) + S(t).
Posons

Λ(E) = R⊕Λ1(E)⊕Λ2(E)⊕Λ3(E)⊕...

et

Λ(E∗) = R⊕Λ1(E∗)⊕Λ2(E∗)⊕Λ3(E∗)⊕...

Si ξ ∈ Λ(E) alors ξ = ξ0⊕ξ1⊕...⊕ξp avec ξi ∈ Λi(E), appelée composante homogène de degré i.

Définition I.3 Si v ∈ Λp(E) et w ∈ Λq(E) on pose

v ∧ w = P (v ⊗ w)

où P est le tenseur d’antisymétrie.

Ce produit vérifie

v ∧ w = (−1)pqw ∧ v

Remarques.
1. Soient f1 et f2 deux formes linéaires. Alors

f1 ∧ f2(X, Y ) = f1(X)f2(Y )− f2(X)f1(Y )

ce qui correspond au produit de Grassmann des formes linéaires. Plus généralement

f1 ∧ ... ∧ fp(X1, ..., Xp) = det




f1(X1) · · · fp(X1)
...

. . .
...

f1(Xp) · · · fp(Xp)




et f1 ∧ ... ∧ fp = 0 si et seulement si les formes linéaires {f1, ..., fp} sont liées.
2. Il existe une dualité entre Λp(E) et Λp(E∗). Si ξ ∈ Λp(E) et ω ∈ Λp(E∗) alors

< ξ, ω >= det(< ξi, ω
j >

où ξ = ξ1 ∧ ... ∧ ξp et ω = ω1 ∧ ... ∧ ωp.

Définition I.4 Un endomorphisme f ∈ End(Λ(E∗)) est une dérivation de degré k, k ∈ Z, si

f : Λp(E∗)→Λp+k(E∗)

et

f(ωp ∧ ωq) = f(ωp) ∧ ωq + (−1)kpωp ∧ f(ωq)

où ωp ∈ Λp(E∗) et ωq ∈ Λq(E∗). Une dérivation de degré −1 est appelée antidérivation.

Exemple d’antidérivation : le produit intérieur. Soit X ∈ E et α ∈ Λp(E∗). Alors i(X)α ∈ Λp−1(E∗) et
est définie par

i(X)α(X1, ..., Xp−1) = α(X,X1, ..., Xp−1).
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3. Idéaux gradués de Λ(E∗)

Définition I.5 Un sous anneau I ⊆ Λ(E∗) est un idéal gradué si

Définition I.6 1) α ∈ I =⇒ α ∧ ω ∈ I,∀ω ∈ Λ(E∗)
2) α ∈ I =⇒ toutes les composantes de α sont dans I.

Exemple d’idéal gradué.

Λi(E∗) = Λi(E∗)⊕Λi+1(E∗)⊕...⊕Λn(E∗)

Remarque
Soit I un idéal gradué tel que

I0 = I ∩ R = Λ0(E∗) 6= 0

Alors I = Λ(E∗).
Générateurs d’un idéal gradué.

Soit I ⊆ Λ(E∗) un idéal gradué. Soit

A(I) = {X ∈ E � i(X)α ∈ I, ∀α ∈ I}
Alors A(I) est un sous espace de E appelé espace caractéristique de Cauchy. Soit

A(I)⊥ = [f ∈ E∗ � f(X) = 0, ∀X ∈ A(I)}.
Ce sous espace de E∗ est appelé espace rétractant de I.

Théorème I.1 Il existe un système de générateurs de I constitués d’éléments de Λ(A(I)⊥)

4. Systèmes linéaires associés à une p-forme

Soient α ∈ Λp(E∗) et {e1, ..., en} une base de E. Considérons les formes linéaires

αi1...ip−1 : X → α(X, ei1 , , eip).

Le sous espace A∗(α) ⊂ E∗ engendré par les formes αi1...ip−1 est appelé le système linéaire associé à α.

Définition I.7 rang(α) = dim A∗(α)

Exemple
Soit ω = f1 ∧ f2 + f1 ∧ f4 une deux formes de R4. Alors

A∗(α) = R{f1, f2 + f4}
et rang(ω) = 2.
Remarque

Considérons l’espace Lα des diviseurs linéaires

Lα = {f ∈ E∗ � f ∧ α = 0}
On vérifie aisément que cet espace cöıncide avec A∗(α).
Applications : Etude des 2-formes extérieures

Soit ω =
∑

i<j ωijf
i ∧ f j une forme extérieure de degré 2. L’espace A∗(ω) est engendré par les formes

αi =
∑

l<i

ωlif
l −

∑

l>i

ωlif
l

Ainsi

dim A∗(ω) = rg




0 ω12 · · · ω1n

−ω12 0 · · · ω2n

... 0
−ω1n 0


 = 2p

Notons que rg(ω) = Inf{p /ωp 6= 0, ωp+1 = 0}.
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C. Systèmes extérieurs

1. Définition

Un système extérieur est défini par un nombre fini d’équations extérieures sur E

(S) :





θ1 = 0
θ2 = 0

...
θr = 0

avec θi ∈ Λpi(E∗).
Une solution du système (S) est un sous espace vectoriel H ⊂ E tel que θi(H) = 0 c’est-à-dire

θi(X1, ..., Xpi
) = 0

pour tout X1, ..., Xpi
∈ H.

Exemple. Considérons un système

(S) : {θ = 0

défini par une seule équation. Les solutions sont données par

θ(H) = 0.

Supposons que le degré soit θ soit q. Considérons les coordonnées de Plücker {ui1...ip} de H. Rappelons
que ces coordonnées sont ainsi construites : on se donne une base {v1, ..., vq} de H. Par rapport à la base
canonique (une base préalablement fixée) {ei} de E, on a

vi =
∑

αj
i ej

Alors ui1...ip correspond au mineur d’ordre i1...ip de la matrice (αj
i ). Le q−plan H est solution de

{
θ =

∑
θi1...iqf

i1 ∧ ...f iq = 0

si et seulement si
∑

θi1...iqu
i1...iq = 0.

2. Rang d’un système extérieur

Soit

I(S) = {α ∈ Λ(E∗) � α =
r∑

i=1

ψi ∧ θi}

l’idéal engendré par (S). Soit Q le plus petit sous espace de E∗ tel que ΛQ engendre I(S). alors

rang(S) = dim Q
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II. SYSTÈMES EXTÉRIEURS K-SYMPLECTIQUES

Soit

(S) :





θ1 = 0
θ2 = 0

...
θk = 0

avec θi ∈ Λ2(E∗). Considérons l’espace Q(S) associé à (S). Rappelons que

rang(S) = dim Q(S).

Remarquons que Q(S) est l’orthogonal du sous espace A(S) de E défini par

A(S) = {X ∈ E � i(X)θ = 0, ∀θ ∈ (S)}.
Exemple. Prenons dim E = n = 3, k = 2. Si rang(S) = 3 alors le système s’écrit

(S) :
{

θ1 = α1 ∧ α2 = 0
θ2 = α2 ∧ α3 = 0

Un tel système est dit 2-symplectique. Il possède une solution maximale F de dimension 2. Il suffit de
prendre F = Kerα3.

Définition II.1 Soit E de dimension n(k + 1) et F un sous espace de E de dimension n. Le système
{θ1 = 0, ..., θk = 0} est dit k-symplectique si

1. rang(S) est maximum
2. θi(X,Y ) = 0 pour tout X, Y ∈ F.

Un tel système sera noté {θ1, ..., θk, F}
Théorème II.1 Soit {θ1, ..., θk, F} un système k-symplectique sur E. Il existe une base {ωp,i, ωi}, avec
i = 1, ..., n et p = 1, ..., k telle que





θ1 = ω1,1 ∧ ω1 + ω1,2 ∧ ω2 + ... + ω1,n ∧ ωn

θ2 = ω2,1 ∧ ω1 + ω2,2 ∧ ω2 + ... + ω2,n ∧ ωn

...
θk = ωk,1 ∧ ω1 + ωk,2 ∧ ω2 + ... + ωk,n ∧ ωn

et F = Kerω1 ∩ ... ∩Kerωn.

La démonstration peut être lue dans [A.G].

III. DEUXIÈME PARTIE

A. Définition. Invariants

1. Variété intégrale d’un système de Pfaff

Un système de Pfaff défini dans la variété Rn est un système différentiel extérieur

(S) :





α1 = 0
α2 = 0

...
αs = 0

où les αi sont des formes différentielles de degré 1.
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Définition III.1 Une variété intégrale à (S) est une sous variété W ⊂ Rn telle que pour tout x ∈ W,
l’espace tangent TxW ⊂ Ker(Sx) où (Sx) désigne le système linéaire de TxRn

(Sx) :





α1(x) = 0
α2(x) = 0

...
αs(x) = 0

.

Le rang du système de Pfaff (S) au point x est par définition le rang du système linéaire (Sx). On le
notera rg(S)(x).La fonction x → rg(S)(x) n’est en général pas constante.

2. Classe d’un système de Pfaff

L’espace caractéristique de (S) en x est le sous espace de TxRn définie par

C(S)x = {X ∈ TxRn � αi(x)(X) = 0, i(X)dαi(x) ∧ α1(x)... ∧ αs(x) = 0}.
Définition III.2 La classe de (S) au point x, notée cl(S)(x) est la codimension de C(S)x dans TxRn.

Cet invariant mesure la non intégrabilité de (S). On dira que le système de Pfaff (S) est complètement
intégrable si pour tout point x il existe une variété intégrale passant par x dont la codimension est égale
au rang de (S) que l’on supposera constant. Ceci équivaut à dire qu’il existe un système de coordonnées
{x1, ..., xn} autour de x tel que le système de Pfaff, en restriction à ce voisinage, s’écrive

(S) :





α1 = dx1 = 0
α2 = dx2 = 0

...
αr = dxr = 0

Dans ce cas

cl(S)(x) = rg(S)(x) = r

pour tout x.

Théorème III.1 (de Frobenius) Soit (S) un système de Pfaff de rang constant r. Alors (S) est
complètement intégrable si et seulement si cl(S)(x) = r pour tout x.

Les systèmes complètement intégrables peuvent être caractérisés algébriquement. En effet le système
de Pfaff

(S) :





α1 = 0
α2 = 0

...
αr = 0

de rang r est complètement intégrable si et seulement si

dαi ∧ α1... ∧ αr = 0

pour i = 1, .., r.
Exemples.

1. Considérons le système de Pfaff de rang 1 de R3 donné par

α1 = dx1 + x2dx3 = 0

L’espace caractéristique C(S)(x) = {0} et l’on a cl(S)(x) = 3.
2. Soit le système de Pfaff de R4 donné par

(S) :
{

α1 = dx1 + x3dx4 = 0
α2 = dx2 + x1dx4 = 0

Ce système est de rang 2 et de classe 4 en tout point.
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3. Cas des systèmes de Pfaff de rang 1

Supposons que le système (S) soit défini par une seule équation

α = 0

Proposition III.1 Le système (S) est de classe 2s + 1 au point x si

α ∧ (dα)s(x) 6= 0, α ∧ (dα)s+1(x) = 0

Notons qu’un système de rang 1 est toujours de classe impaire (ce qui n’est plus vrai pour une forme
de Pfaff).

Théorème III.2 (de Darboux) Soit (S) = {α = 0} un système de Pfaff de rang 1 et de classe 2s + 1 en
tout point. Il existe un système de coordonnées locales (x1, ..., xs, y1, ..., ys, z, u1, ..., un−2s−1) tel que

α = x1dy1 + ... + xsdys + dz

On en déduit donc que tous les sytèmes de Pfaff de rang constant 1 et de classe constante 2s + 1 sont
localement isomorphes.
Esquisse de la démonstration [A.G].
1ère étape : On suppose qu’il existe une distribution intégrable de dimension s (et n = 2s + 1). Dans ce
cas le modèle de Darboux découle directement du théorème d’inversion locale.
2ème étape. On montre l’existence d’une telle distribution. La démonstration ci dessus permet également
de démontrer un théorème de Darboux à paramètres.

Théorème III.3 Soit F un feuilletage local de Rn de dimension p et (S) = {α = 0} un système de Pfaff
de rang 1 tel que la restriction à chaque feuille définisse un système de Pfaff de classe constante 2s + 1.
Il exsite des coordonnées (u1, ..., un−p, x1, ..., xp) tel que les feuilles de F soient définies par

du1 = 0, ..., dun−p = 0

et la restriction de α à chaque feuille s’écrive

α = dx1 + x2dx3 + ... + x2sdx2s+1.

B. Systèmes dérivés

1. Définitions

Soit (S) un système de rang constant r dans Rn.

Définition III.3 Le premier système dérivé D1(S) est le système de Pfaff

D1(S) = {α ∈ (S) � dα = 0 mod(S)}
dα = 0 mod(S) signifie que dα ∧ α1 ∧ ... ∧ αr = 0 où (S) est définie localement par les équations
α1 = ... = αr = 0.
Exemple: Soit (S) le système de R4 donné par (S) :

{
α1 = dx3 + x1dx4 = 0
α2 = dx2 + x3dx4 = 0

Alors dα1 = dx1 ∧ dx4 et dα2 = dx3 ∧ dx4d’où dα1 ∧ α1 ∧ α2 6= 0 et dα2 ∧ α1 ∧ α2 = 0. Ainsi
D1(S) = {α2 = 0}.
Remarque : (S) est complètement intégrable si et seulement si (S) = D1(S). Plus généralement on
peut définir

Dk(S) = D1(Dk−1(S))

dès que le rand du système Dk−1(S) est constant. On définit dans ce cas une suite

Dk(S) ⊂ Dk−1(S) ⊂ ... ⊂ D1(S) ⊂ (S)

Si l’un de ces systèmes dérivés est complètement intégrable, cette suite est stationnaire.
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2. Systèmes totalement réguliers (ou systèmes de Goursat)

L’étude de tels systèmes a été initiée par P. Libermann.

Définition III.4 Un système de Pfaff est dit totalement régulier si tous les systèmes dérivés sont de
rang constant

Dans ce cas :
1. soit il existe k tel que Dk(S) = 0
2. soit Dk(S) est complètement intégrable.
Un système complètement régulier est appelé système en drapeau (P. Libermann) si

rg(Dk(S)) = rg(Dk−1(S)) + 1

Une classification de ces systèmes a fait dernièrement l’objet d’une note aux CRASc Paris.
Exemple. Soit le système





α1 = dx1 + x2dx5 = 0
α2 = dx2 + x3dx5 = 0
α2 = dx3 + x4dx5 = 0

Son rang est égal à 3, sa classe est égale à 5. On a

D1(S) = {α1 = 0, α2 = 0}
D2(S) = {α1 = 0}
D3(S) = {0}

Remarquons que l’intérêt des systèmes en drapeau est de pouvoir les intégrer par quadrature.

C. Invariant d’Engel. Variétés intégrales maximales

Soit (S) un système de Pfaff de rang constant r et de classe constante c. L’invariant d’Engel de (S)
est l’entier

e(S) = Inf{l � (dα)l+1 = 0 mod(S), ∀α ∈ (S)}
Ainsi e(S) = 0 si et seulement si (S) est complètement intégrable.

Proposition III.2 (Gardner)

c− r

r + 1
≤ e(S) ≤ c− r

2

Démonstration. Soit (α1, ..., αr) une base locale de (S) que nous complétons en une base
(α1, ..., αr, β1, ..., βn−r) dans T ∗Rn. On peut écrire

dαi =
∑

Ai
jkαj ∧ αk +

∑
Bi

jkαj ∧ βk +
∑

Ci
jkβj ∧ βk

Comme cl(S) = c, alors le rang du système linéaire
{∑

Ci
jkβj est majoré par c−r. Soit θ =

∑
Ci

jkβj∧βk.

Son rang est inférieur ou égal à c−r
2 . Ainsi

(dαi)
c−r
2 +1 = 0 mod(S)

et

e(S) ≤ c− r

2

On procède de même pour la deuxième inégalité.
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Proposition III.3 (Goze-Haragushi) Soit (S) un système de Pfaff de rang r et de classe maximum n.
Soit D une distribution intégrable, D ⊂Ker(S), de dimension d. Alors

d ≤ r(n− r)
r + 1

Remarque. Cette inégalité a été généralisée par P. Libermann pour des systèmes de classe constante
quelconque. Supposons que (S) contienne une distribution intégrable de dimension maximum

q =
r(n− r)

r + 1

Alors n = p + r + rp et e(S) = (n− r)/(r + 1).

Théorème III.4 ([G.H]). Si le noyau du système de Pfaff (S) contient une distribution intégrable de
dimension q = r(n−r)

r+1 , alors il existe des coordonnées

(x1, ..., xr, y1, ..., yp, z1, ..., zp−r)

telles que (S) s’écrive localement





α1 = dx1 + z1dy1 + .... + z(p−1)r+1dyp

α2 = dx2 + z2dy1 + .... + z(p−1)r+2dyp

· · ·
αr = dxr + zrdy1 + .... + zprdyp

Ce modèle local a été également étudié par Bryant dans l’étude de la variété des jets [B.C.G.G.G].

1. Systèmes de Pfaff involutifs

Soit (S) un système de Pfaff. Un élément de contact est un couple (x, Π) , x ∈ Rn,Π variété linéaire
affine de Rn passant par x. Cet élément de contact est dit intégral à (S) si αi(X)(x) = 0 pour tout X ∈ Π
et tout αi de (S).

Définition III.5 Un système de Pfaff (S) est dit involutif s’il existe, pour tout point x, une chaine

E1 ⊂ E2 ⊂ ... ⊂ En

d’éléments intégraux à (S).

Elie Cartan a démontré l’existence de variétés intégrales locales pour les systèmes en involution.

D. Classification locale des systèmes de Pfaff

Seuls les systèmes de Pfaff de moins de 6 variables ont été classés. Le problème rencontré est celui
de l’existence, dès la dimension 5 de paramètres donnés par des fonctions dont on ne connait pas les
invariants.
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1. Classification en dimension 3

(
S1

3

)
= {ω1 = dy1. r = 1, c = 1

(
S2

3

)
= {ω1 = dy1 − y2dy3. r = 1, c = 3

(
S3

3

)
=

{
ω1 = dy1,
ω2 = dy2.

r = 2, c = 2

(
S4

3

)
=





ω1 = dy1,
ω2 = dy2,
ω3 = dy3.

r = 3, c = 3

2. Classification en dimension 4

rank (S) class (S) rank (D1(S)) class (D1(S))

S1
4 =





ω1 = dy1,
ω2 = dy2,
ω3 = dy3.

3 3 3 3

S2
4 = {ω1 = dy1. 1 1 1 1

S3
4 = {ω1 = dy1 + y2dy3 1 3 0 0

S4
4 =

{
ω1 = dy1,
ω2 = dy2.

2 2 2 2

S5
4 =

{
ω1 = dy1 + y3dy4,
ω2 = dy2.

2 4 1 1

S6
4 =

{
ω1 = dy3 + y1dy4,
ω2 = dy2 + y3dy4.

2 4 1 3

S0
4 =





ω1 = dy1,
ω2 = dy2,
ω3 = dy3,
ω4 = dy4.

4 4 4 4

3. Classification en dimension 5

c
S1

5 1 {ω1 = dx1

S2
5 3 {ω1 = dx1 + x2dx3

S3
5 5 {ω1 = dx1 + x2dx3 + x4dx5

S4
5 5 {ω1 = dx1, ω2 = dx2, ω3 = dx3, ω4 = dx4, ω5 = dx5

S5
5 4 {ω1 = dx1, ω2 = dx2, ω3 = dx3, ω4 = dx4

S6
5 3 {ω1 = dx1, ω2 = dx2, ω3 = dx3

12
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S7
5 5 {ω1 = dx1, ω2 = dx2, ω3 = dx3 + x4dx5

S8
5 5 {ω1 = dx1, ω2 = dx2 + x3dx4, ω3 = dx3 + x5dx4

S9
5 5 {ω1 = dx1 + x2dx3, ω2 = dx2 + x4dx3, ω3 = dx3 + x5dx4

S10
5 5 {ω1 = dx1 + x2dx3, ω2 = dx2 + x4dx3, ω3 = dx4 + x5dx3

S11
5 (F ) 5 {ω1 = dx1 + x3dx4, ω2 = dx2 + Fdx4, ω3 = dx3 − x5dx4

S12
5 2 {ω1 = dx1, ω2 = dx2,

S13
5 4 {ω1 = dx1 + x3dx4, ω2 = dx2

S14
5 4 {ω1 = dx1 + x3dx4, ω2 = dx2 + x1dx4

S15
5 5 {ω1 = dx1 + x4dx3, ω2 = dx2 + x5dx3

S16
5 (f) 5 {ω1 = dx1 + x3dx4, ω2 = dx2 + x5dx3 + fdx4

Notons que la liste proposé par E. Cartan mentionné comme localement isomorphes deux systèmes
projectivement équivalents mais non isomorphes. Cette erreur a été relevée pour la première fois par
Kumpera-Ruiz. Il s’agit des systèmes S9

5 et S10
5 . La non isomorphie peut être prouvée en utilisant comme

invariant les dimensions de sous algèbres de Lie associées à chacun de ces systèmes.

4. Algèbres de Lie libres associées à un système de Pfaff

Soit (S) un système de Pfaff de rang r défini globalement par les équations indépendantes α1 =
0, ..., αr = 0. Le noyau Ker(S)(x) au point x ∈ Rn est le noyau du système linéaire αi(x) = 0, i = 1, ...r.
Soient X1, ..., Xn−r des champs indépendants tels que X1(x), ..., Xn−r(x) engendrent Ker(S)(x). Ici
aussi, nous pouvons supposer ces champs définis globalement.

Définition III.6 L’algèbre de Lie L(S)(X1, ..., Xn−r) associé à (S) est l’algèbre de Lie libre engendrée
par les champs X1, ..., Xn−r.

Il est clair que cette algèbre dépend du choix de ces générateurs. Considérons les sous algèbres de Lie
de L(S)(X1, ..., Xn−r) de dimension finie. La plus petite dimension possible de ces algèbres, pour tout
système de générateurs du noyau est un invariant de (S) que l’on notera g(S).
Exemple [O] Considérons les systèmes à cinq variables

(S1) =





ω1 = dy1 + y2dy3

ω2 = dy2 + y4dy3

ω3 = dy3 + y5dy4

(S2) =





ω1 = dy1 + y2y3

ω2 = dy2 + y4dy3

ω3 = dy4 + y5dy3

Ker(S1) est engendré par X1 = ∂
∂y5

et X2 = ∂
∂y4

− y5
∂

∂y3
+ y4y5

∂
∂y2

+ y2y5
∂

∂y1
. L’algèbre de Lie

L(S1)(X1, X2) est une algèbre de dimension 6 définie par

[X1, X2] = X3; [X2, X3] = X4; [X3, X4] = X5; [X2, X4] = X6; [X1, X6] = X5

Considérons un autre système de générateurs Z1, Z2 de Ker(S1). Alors{
Z1 = f1X1 + f2X2

Z2 = f3X1 + f4X2
avec g =

∣∣∣∣
f1 f2

f3 f4

∣∣∣∣ = f1f4 − f2f3 6= 0 partout.

L’algèbre de Lie L(S1)(Z1, Z2) est au moins de dimension 6, car on a les crochets suivants :
[Z1, Z2] = g1X1 + g2X2 + gX3 = Z3 avec g 6 =0

[Z1, Z3] = h1X1 + h2X2 + h3X3 + hX4 = Z4 avech = f2g
[Z2, Z3] = α1X1 + α2X2 + α3X3 + αX4 = Z5 avec α = f4g

[Z1, Z4] = β1X1 + β2X2 + β3X3 + β4X4 + βX6 = Z6 avec β = f2
2 g

[Z3, Z4] = λ1X1 + λ2X2 + λ3X3 + λ4X4 + λX5 + λ6X6 = Z7 avec λ = f2g
2

[Z2, Z5] = δ1X1 + δ2X2 + δ3X3 + δ4X4 + δX6 = Z8 avec δ = f2
4 g

[Z3, Z5] = µ1X1 + µ2X2 + µ3X3 + µ4X4 + µX5 + µ6X6 = Z9 avec µ = f4g
2
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Comme g 6= 0, l’une des deux fonctions f2 ou f4 est non nulle. Si f2 6= 0, alors les les champs
de vecteurs Z1, Z2, Z3, Z4, Z6, et Z7 sont linéairement indépendants. De même, si f4 6= 0, le système
{Z1, Z2, Z3, Z5, Z8, Z9} est libre. Par conséquent dans les deux cas, la dimension de L(S1)(Z1, Z2) est
supérieure ou égale à 6. Ainsi

g(S1) = 6.

Un calcul analogue pour le système (S2) montre que

g(S2) = 5.

Ainsi les systèmes (S1) et (S2) ne sont pas isomorphes.

5. Sur les systèmes S11
5 (F ) ou S16

5 (f)

En utilisant un procédé de réduction, on peut prouver (voir [A.G]) que le système S11
5 (f) peut se

réduire sous la forme

(S11
5 (f)) =





α1 = dy1 + y3dy4,

α2 = dy2 − y5dy3 +
(

1
2y2

5 + y5g(y1, y4) + h(y1, y4)
)
dy4,

α3 = dy3 − (y5 + g(y1, y4)) dy4.

IV. SYSTEMES DIFFERENTIELS EXTÉRIEURS

Dans ce chapitre les formes extérieures sont définies sur une variété M de classe C∞ , les formes étant
également de classe C∞. On note A∗(M) le module sur l’anneau des donctions des formes différentielles
sur M . Il es gradué :

A∗(M) = ⊕n
0Ap(M)

où Ap(M) est l’espace des p-formes alternées sur le fibré des champs de vecteurs X (M).

A. Définition

1. Définition

Un système différentiel extérieur est un système de la forme

(S) :





α1 = 0
α2 = 0

...
αs = 0

où αi ∈ A∗(M).
On note I(S) l’idéal de A∗(M) engendré par α1, ..., αs.

2. Exemples

1. Systèmes de Pfaff.
Dans ce cas αi ∈ A1(M).

14
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2. Systèmes symplectiques
Prenons M = R2p. Le système est donné par une seule équation

θ = ω1 ∧ ω2 + ω3 ∧ ω4 + ... + ω2p−1 ∧ ω2p

vérifiant dθ = 0 où {ω1, ω2, .., ω2p−1, ω2p} est une base de A1(R2p).
3. Systèmes k-symplectiques
Prenons M = Rn(k+1). Considérons le système

(S) :





θ1 = dx11 ∧ dx1 + .... + dx1n ∧ dxn = 0
θ2 = dx21 ∧ dx1 + .... + dx2n ∧ dxn = 0

...
θk = dxk1 ∧ dx1 + .... + dxkn ∧ dxn = 0

Ici θi ∈ A2(Rn(k+1)) et vérifient dθi = 0. Un tel système est appelé système k−symplectique.
4. Systèmes symplectiques d’ordre k.
Le système est définie par une seule équation

θ = 0

avec θ ∈ Ak(M) et vérifiant dθ = 0 et θ non dégénéré.
5. Equation de Korteweg-de Vries (KDV).
Prenons M = R5. On considère le système de coordonnées (x, t, u, z, p) et le système

(S) :





θ1 = du ∧ dt− zdx ∧ dt = 0
θ2 = dz ∧ dt− pdx ∧ dt = 0
θ3 = −du ∧ dx + dp ∧ dt− 12uzdx ∧ dt = 0

Ici θi ∈ A2(M). Nous verrons que les solutions de ce système coincident avec les solutions de l’équation
de Korteweg-de Vries (KDV) :

ut + uxxx + 12uux = 0

où u : R2 → R.
6. EDP du premier ordre.
Soit u : R2 → R une fonction vérifiant une équation aux dérivées partielles du premier ordre

f(x, t, u, ux, ut) = 0

où ux(x, t) = ∂u
∂x (x, t) et ut(x, t) = ∂u

∂t (x, t). Considérons M = R5 avec comme système de coordonnées
(x, t, u, p, q) et soit le système différentiel extérieur

{
f(x, t, u, p, q) = 0
du− pdx− qdt = 0

Il est constitué d’une équation de degré 0 et d’une équation de degré 1. Ici aussi les solutions du système
extérieur coincident avec les solutions de l’EDP.

3. Solutions d’un système différentiel extérieur

Soit x ∈ M et Wx ⊂ TxM un sous espace de l’espace tangent TxM.

Définition IV.1 Wx est un élément intégral du système différentiel extérieur (S) au point x si

α1(x)(Wx) = 0, ..., αs(x)(Wx) = 0.

Ainsi Wx est solution de chacune des formes extérieures αi(x) et quelle que soit θ ∈ I(S) on a θx(Wx) =
0.

Définition IV.2 Une sous variété V de M est dite sous variété intégrale du système différentiel extérieur
(S) si pout tout x ∈ V, l’espace tangent TxV est élément intégral de (S) en x.

En particulier les formes induites i∗(αj) où i : V → M est le plongement canonique sont nulles sur V .
Le but de l’étude des systèmes différentiels extérieurs est la recherche de sous variétés intégrales.
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B. Systèmes complets, gradués, fermés

1. Systèmes complets

Soit (S) un système différentiel extérieur et soit I(S) l’idéal associé. Considérons l’ensemble Î constitué
des formes extérieures θ telles que θx(Wx) = 0 pour tout élément intégrale Wx en x de (S).

Proposition IV.1 Î ⊇ I et Î est un idéal de A∗(M) .

Définition IV.3 Le système différentiel extérieur (S) est dit complet si Î = I.

Remarquons que l’idéal Î de A∗(M) est un idéal associé à un système différentiel extérieur (Ŝ) qui par
définition sera complet.
Etude d’un système différentiel extérieur : première étape .

Soit (S) un système différentiel extérieur. S’il n’est pas complet, on remplace (S) par son complété
(Ŝ). Notons que cette opération est loin d’être aisée.

2. Systèmes gradués

Définition IV.4 Le système différentiel extérieur (S) est dit gradué si son idéal I = I(S) est gradué.

Supposons que (S) ne soit pas gradué. Pour chaque αi ∈ (S) posons

αi = α0
i + α1

i ... + αn
i

où αj
i ∈ Aj(M). Le système

(Sg) :





α0
1 = 0, ..., αn

1 = 0
α0

2 = 0, ..., αn
2 = 0

...
α0

s = 0, ..., αn
s = 0

est gradué. Il vérifie

(Ŝg) = (Ŝ)

Le système (Sg) est appelé le gradué associé. Il a le même complété que (S) et ses équations sont toutes
homogènes.
Etude d’un système différentiel extérieur : deuxième étape

On remplace (S) par son gradué (Sg) puis (Sg) par (Ŝg).

3. Systèmes fermés

Définition IV.5 Le système différentiel extérieur (S) est fermé si

dαi ∈ I(S)

pour tout αi ∈ S.

La fermeture du système (S) est le système

(Sf ) :





α1 = 0, dα1 = 0
α2 = 0, dα2 = 0

...
αs = 0, dαs = 0

.
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On peut noter qu’un système différentiel extérieur et sa fermeture ont les mêmes variétés intégrales. Par
contre ils n’ont pas les mêmes éléments intégraux.
Conséquence
On pourra toujours ramener un système différentiel extérieur à un système gradué et fermé, sans équations
de degré 0 (en effet ces équations ramènent l’étude du système à une sous variété V de M définie par ces
équations de degré 0). On essayera également d’éliminer les équations qui sont conséquences des autres,
c’est-à-dire on considèrera un système minimal de générateurs de I(S). On dira qu’un tel système est
régulier.

C. Champs de vecteurs caractéristiques

Soit (S) un système différentiel extérieur fermé.

Définition IV.6 Un champ X ∈ X (M) est dit caractéristique de (S) si

i(X)α ∈ I(S)

pour tout α ∈ (S).

Soit C(S) l’ensemble des champs caractéristiques. C’est une sous algèbre de Lie de l’algèbre de Lie des
champs de vecteurs X (M). Notons

Cx(S) = {Xx ∈ TxM � X ∈ C(S)}.

Si dim Cx(S) = p est constante, alors C(S) est un sous module localement libre de X (M). Il sera dit, dans
ce cas, régulier.

Définition IV.7 1. On appelle rang du module régulier C(S) la dimension p de Cx(S) (qui ne dépend
pas de x)

2. Si C(S) est régulier de rang p , le système caractéristique est l’ensemble des 1− formes qui s’annulent
sur C(S).

Le système caractéristique est alors un système de Pfaff complètement intégrable.
Réduction d’un système différentiel extérieur admettant un système caractéristique.

Considérons un système différentiel extérieur gradué, fermé et régulier. Il s’écrit

(S) :





α0
1 = 0, ..., αn

1 = 0
α0

2 = 0, ..., αn
2 = 0

...
α0

s = 0, ..., αn
s = 0

avec αj
i ∈ Aj(M). supposons que ce système admette un système caractéristique de rang q. Alors,

en utilisant le théorème de Frobenius, on peut trouver un système de coordonnées locales (x1, ..., xn)
tel que les αj

i ne s’expriment qu’en fonction de (x1, ..., xq) et de (dx1, ..., dxq). dans ce cas les variétés
intégrales du système caractéristique sont aussi des variétés intégrales de (S). Ces variétés sont appelées
les caractéristiques de Cauchy.

D. Recherche des éléments intégraux

1. Recherche des éléments intégraux de dimension 1

Un vecteur Xx définit un élément intégral régulier si

α1
1(x)Xx = 0, ..., α1

s(x)Xx = 0.
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Soit

r0(x) = rg{α1
1(x) = 0, ..., α1

s(x) = 0}
et

r0 = Maxx∈M{r0(x)}.
Un point x ∈ M est régulier r0(X) = r0. On se place au voisinage U d’un point régulier. On peut donc
définir les éléments intégraux de dimension 1.

2. Elements intégraux de dimension 2

Etant donné un élément intégral X1(x) en x, cherchons les espaces {X1(x), X2(x)} ⊂ TxM élément
intégral de dimension 2 en x. Le vecteur X2(x) doit vérifier :

{
α1

1(x)X2(x) = 0, ..., α1
s(x)X2(x) = 0

α2
1(x)(X1(x), X2(x)) = 0, ..., α2

s(x)(X1(x), X2(x)) = 0

Le rang r1(x) du système
{

α1
1(x) = 0, ..., α1

s(x) = 0
i(X1(x))α2

1(x) = 0, ..., i(X1(x))α2
s(x) = 0

est supérieur ou égal à r0. Posons r1(x) = r0 + f1(x) et

r1 = Maxx∈U{f1(x)}.
Quitte à diminuer U , on peut supposer que f1(x) = r1 en tout point de U . Ainsi le rang du système
précédent est égal à r0 + r1. Dans ce cas le système intégral de dimension 2 ainsi défini sera dit régulier.

On itère ce procédé pour déterminer les éléments intégraux maximaux, c’est-à-dire de dimension max-
imale.

3. Exemple.

Soit

F (x, t, u, ux, ut) = 0

une EDP du premier ordre. L système différentiel extérieur associé s’écrit dans R(x,≈,u, p, q) :
{

F (x, t, u, p, q) = 0
du− pdx− qdt = 0

Le système fermé associé est R




F (x, t, u, p, q) = 0
dF = 0, α = du− pdx− qdt = 0
dα = −dp ∧ dx− dq ∧ dt = 0.

L’équation F = 0 définit une sous variété V ⊂ R5. Plaçons nous sur cette variété. Le système fermé
induit devient :

{
(du− pdx− qdt)V = 0
(−dp ∧ dx− dq ∧ dt)V = 0

et α ∧ dF 6= 0 sinon αV = (du − pdx − qdt)V ≡ 0. Ici r0 = 1 car les éléments intégraux de dimension 1
sont définis par

{αV (Xx) = 0, Xx ∈ TxV

et r1 = 1 et les éléments intégraux maximaux sont de dimension 2.
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E. Existence de variétés intégrales

Le seul théorème d’existence est basé sur le théorème de Kowalewska. Si le système différentiel extérieur
est analytique, il existe alors localement des variétés intégrales analytiques.
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[C] E.Cartan, Les systèmes de pfaff à 5 variables. Ann. Sci. Ec. Nor. Sup. 27, 109-192 (1910).
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