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4, rue des Frères Lumière, 68093 Mulhouse, France

e-mail: M.Bordemann@univ-mulhouse.fr

Abstract

Une variété de Poisson (M, P ) est une variété différentiable munie d’un champ de
bivecteurs P ∈ Γ

�
Λ2TM

�
tel que pour toutes fonctions f, g de classe C∞ à valeurs réelles

sur M l’application bilinéaire (f, g) 7−→ P (df, dg) , le crochet de Poisson soit un crochet
de Lie. En particulier, chaque variété symplectique (M, ω) est une variété de Poisson. Le
sujet de la quantification par déformation selon [1] est la déformation formelle associative
de l’algèbre associative commutative C∞ (M) (l’algèbre de toutes les fonctions C∞ sur M
à valeurs réelles) telle que le commutateur d’ordre 1 est égal au crochet de Poisson. Plus
précisément, sur l’espace C∞ (M) [[λ]] de toutes les séries formelles à coefficients dans
C∞ (M) on cherche une multiplication ∗ : C∞ (M) [[λ]]× C∞ (M) [[λ]] 7−→ C∞ (M) [[λ]]
(le star-produit) qui soit bilinéaire par rapport à l’anneau de toutes les séries formelles
à coefficients réels, associative et telles que f ∗ g = fg mod λ et f ∗ g − g ∗ f =
λP (df, dg)mod λ2. La multiplication déformée ∗ prend la forme d’une série formelle
∗ =

P∞
r=0 λrMr où on demande en plus que les Mr soient des opérateurs bidifférentiels

sur C∞ (M) . Cette construction avait été motivée par les développements limités à λ = i}
de la multiplication des opérateurs différentiels dans la mécanique quantique. Il est assez
difficile de satisfaire la condition d’associativité de ∗ et une démonstration d’existence
n’a été établie qu’en 1997 par M.Kontsevitch [4] pour toutes les variétés de Poisson.
Une démonstration pour les variétés symplectiques avait été trouvée par M.DeWilde
P.Lecomte en 1983 et par Fedosov en 1985; voir [3] .

Le but de ce minicours est une introduction à cette théorie.

I. INTRODUCTION

Depuis l’article fondateur de Bayen, Flato, Frønsdal, Lichnerowicz et Sternheimer en 19787 la quan-
tification par déformation est devenu un domaine de recherche assez vaste qui couvre plusieur domaines
algébriques comme la théorie des déformations formelles des algèbres associatives et, plus récemment, la
théorie des opérades, le domaine des variétés de Poisson qui inclut celui des variétés symplectiques et,
également plus récemment, le domaine de physique de la théorie des cordes et la théorie des jauges non-
commutative. Dans cette théorie, on regarde la multiplication noncommutative associative des opérateurs
apparaissant dans la mécanique quantique comme une déformation formelle associative du produit point-
par-point de l’algèbre des “symboles des ces opérateurs”, ce qui veut dire en termes de physique l’algèbre
des “quantités classiques”, ce qui correspond à l’algèbre des toutes les fonctions de classe C∞ à valeurs
complexes sur une variété de Poisson, “l’espace des phases” de la mécanique classique. Le paramètre
formel s’identifie à la constante de Planck ~ dans les situations convergentes. L’avantage de cette approche
est son universalité: d’après un théorème de Kontsevitch63 cette construction est possible pour toutes
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les variétés de Poisson. Ensuite, l’intuition géométrique “classique” sert beaucoup aux constructions
concrètes parce que tout est formulé en termes géométriques d’une variété différentiable contrairement
à l’approche de la mécanique quantique où il faut d’abord spécifier un espace de Hilbert. D’autre part,
la quantification par déformation est formulée dans le cadre des séries formelles dont la convergence doit
être réglée cas par cas.

Le but principal de ce minicours que j’ai donné lors de l’école dété de Safi au mois de juillet 2001
est une introduction plutôt pédagogique au sujet: ceci veut dire que je n’ai pas décrit en détail les
démonstrations d’existence ou de classification qui sont très techniques. Je n’ai pas non plus inclu un
aperçu de la théorie des opérades qui fournit le cadre algébrique de cette théorie depuis Kontsevitch. J’ai
voulu plutôt souligner quelques motivations de physique de la théorie de quantification par déformation,
discuter des exemples concrets et décrire les représentations en plus de détails.

Dans les premier deux chapitres, j’ai donné une petite esquisse des liens entre la mécanique classique et
la géométrie symplectique et poissonienne et de la mécanique quantique usuelle. La motivation centrale
pour l’apparition des multiplications déformées, les star-produits, sera le calcul symbolique des opérateurs
différentiels en chapitre 3 pour plusieurs ‘préscriptions d’ordre’ d’une certaine significance de physique.
J’ai inclu le chapitre 4 pour fixer la notation des séries formelles et citer une formule de déformation
universelle, due à Gerstenhaber, à l’aide de laquelle on a une vue plus uniforme des star-produits intro-
duits en chapitre 3. La définition et les théorèmes d’existence et de classification des star-produits se
trouvent en chapitre 5. Quelques exemples explicites différents de R2n sont discutés en chapitre 6. Une
première discussion des représentations des star-produits est faite en chapitre 7 où les analogues avec la
théorie des algèbres stellaires (fonctions linéaires positives, construction GNS) sont discutées. Après une
deuxième discussion de la géométrie de Poisson, à savoir des applications de Poisson et des applications
et sous-variétés cöısotropes dans chapitre 8, j’ajoute une discussion speculative et quelques nouveaux
résultats sur le problème ouvert de la déformation des applications de Poisson en tant que homorphismes
d’algèbres associatives et de la déformation des sous-variétés cöısotropes en tant que représentations des
star-produits.

Je me dois excuser d’avance pour la liste des références: je n’avais pas beaucoup de temps pour
profondément rechercher tous les articles importants dans le domaine, alors je les ai ramassés d’une façon
hâtive, même pas brassensienne (les copains d’abord), et je prie le lecteur de me pardonner des omissions
et de regarder des résumés comme81,75 ou les comptes rendus de la conférence Moshé Flato 199935 pour
plus de références.

II. MÉCANIQUE CLASSIQUE, GÉOMÉTRIE SYMPLECTIQUE ET GÉOMÉTRIE DE
POISSON

A. Mécanique classique

La mécanique classique est gouvernée par les équations de Newton: Le mouvement d’une particule
de masse m ∈ R strictement positive dans un ouvert U de Rn est décrit par le système d’équations
différentielles d’ordre 2 suivant:

m
d2xi

dt2
= Fi(x1, . . . , xn) (2.1)

où x := (x1, . . . , xn) désignent les n coordonnées de la particule et F = (F1, . . . , Fn) : U → Rn est une
application de classe C2, le ‘champ de force’. S’il y a plusieurs particules de masses strictement positives
m1, . . . ,mN le système (2.1) se généralise de façon évidente aux Nn coordonnées, à savoir (x11, . . . , xnN

où le champ de force est maintenant une application RNn ⊃ U → RNn de classe C2 où V est un ouvert
de RNn. L’exemple canonique est le système solaire avec 10 particules, à savoir les neuf planètes et le
soleil, où U est égal à R30 privé de tous les sous-espaces vectoriels décrivant toutes les situations où deux
positions (dans R3) de deux particules distinctes cöıncident, et F est le champ de force gravitationnelle
de Newton. Ce dernier est un exemple d’un champ conservateur, c’est-à-dire pour lequel il existe une
fonction (l’énergie potentielle) V : U → R de classe C∞ telle que F soit donnée par le gradient de V

Fi = − ∂V

∂xi
quel que soit 1 ≤ i ≤ n. (2.2)

22



M. Bordemann African Journal Of Mathematical Physics Volume2Number2 (2005)21-61

L’idée principale de la mécanique Hamiltonienne est la transformation du système d’ordre 2 (2.1) à n
variables en un système d’ordre 1 à 2n variables

(q, p) := (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) := (x1, . . . , xn,m
dx1

dt
, . . . ,m

dxn

dt
); (2.3)

en introduisant la fonction de Hamilton (somme de l’énergie cinétique et de l’énergie potentielle)

H(q, p) :=
n∑

i=1

pi
2

2m
+ V (q) (2.4)

le système (2.1) se récrit de façon suivante (1 ≤ i ≤ n):

dqi

dt
=

pi

m
=

∂H

∂pi
(q, p) =: XHqi(q, p)

dpi

dt
= −∂V

∂qi
(q) = −∂H

∂qi
(q, p) =: XHpi

(q, p)

(2.5)

où XH := (XHq, XHp) := (XHq1 , . . . , XHqn , XHp1 , . . . , XHpn
) : U × Rn → R2n s’appelle le champ

hamiltonien associé à la fonction H. Un tel champ peut être associé à une fonction arbitraire H : U →
R. Il est évident que la fonction hamiltonienne H est une intégrale première du système (2.5), c.-à-d.
H

(
q(t), p(t)

)
= H

(
q(0), p(0)

)
, ce qui correspond bien à la conservation de l’énergie. On appelle l’espace

C∞(U,R) := {f : U → R|f C∞} l’ensemble des observables classiques. Les éléments (q, p) ∈ U s’appellent
les états (purs) du système.

B. Géométrie symplectique I

La géométrie symplectique est la généralisation directe des concepts locaux du paragraphe précédent.
Soit M une variété différentiable. Une 2-forme ω s’appelle symplectique si et seulement si elle est fermée

(c.-à-d. dω = 0) et nondégénérée (c.-à-d. ωm(X,Y ) = 0 quels que soient m ∈ M et Y ∈ TmM implique
X = 0), et le couple (M, ω) est dite variété symplectique. L’exemple standard est l’espace vectoriel R2n

(dont on rappellera les coordonnées canoniques (q, p) := (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn)) muni de la forme

ω :=
n∑

i=1

dqi ∧ dpi. (2.6)

Pour une fonction de classe Cinf H : M → R on peut définir son champ hamiltonien XH par

dH =: ω(XH , ) (2.7)

ce qui est bien défini grâce à la nondégénérescence d’ω. En plus,

LXH ω = diXH ω + iXH dω = ddω + 0 = 0, (2.8)

et chaque champ hamiltonien est une symétrie infinitésimale d’ω. Le triplet (M, ω,H) est appelé un
système hamiltonien et la fonction H la fonction hamiltonienne du système. Les équations de Hamilton
sont les équations différentielles suivantes

dc

dt
(t) = XH

(
c(t)

)
. (2.9)

Le théorème de Darboux nous fournit des coordonnées particulières (q, p) := (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) dans
lesquelles la forme symplectique prend la forme (2.6), voir1, p.175, thm 3.2.2. Le fait que la forme
symplectique est antisymétrique implique immédiatement que la fonction hamiltonienne est toujours une
intégrale première pour son système hamiltonien, c.-à-d.

dH
(
c(t)

)

dt
= dH

(
c(t)

)
XH

(
c(t)

)
= ωc(t)

(
XH

(
c(t)

)
, XH

(
c(t)

))
= 0.
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ce qui est conservation de l’énergie en physique.
On rappelle la définition du crochet de Poisson pour deux fonctions f, g : M → R de classe C∞:

{f, g} := ω(Xf , Xg) = df Xg = −dg Xf . (2.10)

et on a la proposition suivante:

Proposition II.1 Soient f, g, h : M → R trois fonctions de classe C∞ sur une variété symplectique
(M,ω). Alors:

1. {f, g} = −{g, f} (antisymétrie).

2. {f, gh} = {f, g}h + g{f, h} (dérivation).

3. {{f, g}, h}+ {{g, h}, f}+ {{h, f}, g} = 0 (identité de Jacobi).

4. [Xf , Xg] = −X{f,g}

Démonstration: Les deux premiers énoncés sont triviaux et le troisième suit du quatrième en l’applicant à la
fonction h; ce dernier se déroule du fait que ω est fermée:

i[Xf ,Xg ]ω = [LXf , iXg ]ω
eqn(2.8)

= LXf iXg ω = diXf iXg ω + iXf diXg ω

dω=0
= d{g, f}+ iXf (diXg + iXg d)ω

eqn(2.8)
= −iX{f,g}ω + 0.

2

Alors le crochet de Poisson définit sur l’espace C∞(M) la structure d’une algèbre de Lie.

Définition II.1 Soit (M, ω) une variété symplectique. Une connection ∇ dans le fibré tangent TM
s’appelle symplectique ssi

∇Xω = 0 quel que soit le champ de vecteurs X sur M.

La proposition suivante (selon Heß, Lichnerowicz, Tondeur, voir par exemple55) est un analogue au
Théorème de Levi-Civita de la géométrie riemannienne bien que l’unicité de la connection symplectique
sans torsion ne se répète pas:

Théorème II.1 Soit (M, ω) une variété symplectique et ∇̃ une connection sans torsion dans le fibré
tangent TM de M .
1. Alors la formule suivante définit une connection symplectique ∇ sans torsion dans TM :

ω(∇XY, Z) := ω(∇̃XY, Z) +
1
3
(∇Xω)(Y, Z) +

1
3
(∇Y ω)(X, Z)

quels que soient les champs de vecteurs X,Y, Z.
2. La différence entre deux connections symplectiques sans torsion ∇ et ∇′ définit un champ de tenseurs
S totalement symétrique de rang 3 dans Γ(S3T ∗M) moyennant

ω(∇′XY,Z)− ω(∇XY, Z) =: S(X, Y, Z),

quels que soient les champs de vecteurs X,Y, Z sur M .
3. Pour tout champ de tenseurs S totalement symétrique de rang 3 dans Γ(S3T ∗M) et toute connection
symplectique sans torsion ∇ dans TM la connection ∇′ définie par

ω(∇′XY,Z) := ω(∇XY, Z) + S(X, Y, Z),

quels que soient les champs de vecteurs X, Y, Z sur TM , est une connection symplectique sans torsion
dans TM .

La démonstration est un calcul direct.
Pour qu’une variété différentiable compacte admette une structure symplectique il faut des conditions

topologiques: la classe de toute 2k-forme fermée ω∧k, 1 ≤ k ≤ n := dim M est toujours non nulle, car s’il
existait une k − 1-forme θ telle que ω∧k = dθ, alors la forme volume ω∧n serait égale à dθ ∧ ω∧(n−k) =
d(θ ∧ ω∧(n−k)) ce qui serait absurde puisque son volume

∫
M

ω∧n s’annulerait. Par exemple les sphères
S2n n’admettent pas de structure symplectique quel que soit n ≥ 2.
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1. Fibrés cotangents

Soit Q une variété différentiable arbitraire, T ∗Q son fibré cotangent et τ∗Q : T ∗Q → Q la projection
canonique du fibré. La 1-forme canonique θ0 sur la variété T ∗Q est définie de la forme suivante: soit
q ∈ Q, α ∈ TqQ

∗ et Wα ∈ TαT ∗Q, alors

θ0(α)
(
Wα

)
:= α

(
Tατ∗Q Wα

)
. (2.11)

Si
(
(U, (q1, . . . , qn)

)
est une carte de Q, et

(
T ∗U, (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn)

)
une carte canonique de T ∗Q

(c.-à-d. qk(α) := qk
(
τ∗Q(α)

)
et pl(α) := α(∂/∂ql)) alors θ0 prend la forme

θ0 :=
∑

k=1

pkdqk (2.12)

d’où le fait que la 2-forme canonique

ω0 := −dθ0 (2.13)

est nondégénérée, alors une forme symplectique sur T ∗Q. Les fibrés cotangents généralisent les espaces
des phases des physiciens où Q est l’espace des configurations et les fibres représentent les quantités de
mouvement conjuguées.

2. L’espace projectif complexe

On considère la variété Cn+1 \ {0} munie des coordonnées complexes z := (z1 := q1 + ip1, . . . , zn+1 :=
qn+1 + ipn+1) et de la forme symplectique

ω0 :=
i

2

n+1∑

k=1

dzk ∧ dz̄k =
n+1∑

k=1

dqk ∧ dpk. (2.14)

L’espace projectif complexe CPn est défini par la relation d’équivalence

z ∼ z′ si et seulement si ∃α ∈ C \ {0} tel que z′ = αz, (2.15)

donc CPn := Cn+1 \ {0}/ ∼. Soit

π : Cn+1 \ {0} → CPn : z 7→ [z] (2.16)

la projection canonique dont les fibres sont visiblement les droites complexes dans Cn+1 \ {0} passant
par l’origine. Il y a n + 1 cartes complexes (Uk, v) définies par

Uk := {[z] ∈ CPn|zk 6= 0}
v :=

(
v1 :=

z1

zk
, . . . , vk−1 :=

zk−1

zk
, vk+1 :=

zk+1

zk
, . . . , vn+1 :=

zn+1

zk

)
.

La forme de Fubini-Study ω est définie de la forme suivante dans la chaque carte (Uk, v) (où on note
|v|2 :=

∑n+1
l=1,

l 6=k
|vl|2):

ω|Uk
:=

i

2(1 + |v|2)




n+1∑
l=1,

l 6=k

dvl ∧ dv̄l − 1
(1 + |v|2)

n+1∑

l,l′=1,

l,l′ 6=k

v̄ldvl ∧ vl′dv̄l′


 (2.17)

On peut montrer que ω est une forme symplectique bien-définie. En outre, l’application

Φ : CP 1 → S2 : [z1, z2] 7→ 1
|z1|2 + |z2|2

(
z1z2 + z̄1z̄2,−i(z1z2 − z̄1z̄2), |z1|2 − |z2|2

)

est un difféomorphisme.
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C. Géométrie de Poisson I

La géométrie de Poisson est une généralisation de la géométrie symplectique dans le sens suivant:
Soit M und variété différentiable et H : M → R une fonction de classe C∞. Si l’on voudrait définir

un champ de vecteurs associé à H qui dépend linéairement de dH et pour lequel H est une intégrale
première on a besoin d’un champ de bivecteurs P , c.-à-d. d’une section de classe C∞ du fibré Λ2TM .
Dans une carte locale

(
U, (x1, . . . , xn)

)
P prendra la forme

P =
1
2

n∑

i,j=1

P ij ∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
. (2.18)

Le rang d’un champ de bivecteurs P en m ∈ M est défini par le rang de la matrice P ij(m) dans une carte
arbitraire.

Tout champ de bivecteurs peut être regardé de manière canonique comme une forme bilinéaire anti-
symétrique sur le fibré cotangent T ∗M en utilisant l’accouplement naturel: soient α, β deux 1-formes sur
M

P (α, β) = iβiαP =
n∑

i,j=1

P ijαiβj (2.19)

Avec une telle section on définit le champ hamiltonien XH de façon analogue à (2.7):

XH := P ( , dH) =
n∑

i,j=1

P ij ∂H

∂xj

∂

∂xi
. (2.20)

On voit facilement que H est toujours une intégrale première du système dynamique défini par XH . En
outre, on pourrait définir un crochet de Poisson pour f, g ∈ C∞(M) analoguement à (2.10) par

{f, g} := P (df, dg) = df Xg = −dg Xf . (2.21)

En général, l’analogue de la proposition II.1 n’est plus vrai quant à l’identité de Jacobi. Pour étudier
celle-ci on introduit la structure suivante sur les sections de classe C∞ du fibré ΛTM , les champs de
multivecteurs:

1. Crochet de Schouten

Définition II.2 Soient X1, . . . , Xk, Y1, . . . , Yl des champs de vecteurs sur M et f, g ∈ C∞(M). On définit
le crochet de Schouten1 sur M par:

[X1 ∧ · · · ∧Xk, Y1 ∧ · · · ∧ Yl] :=
k∑

i=1

l∑

j=1

(−1)i+j [Xi, Yj ] ∧X1 ∧ · · · ∧Xi−1 ∧Xi+1 ∧ · · · ∧Xk

∧ Y1 ∧ · · · ∧ Yj−1 ∧ Yj+1 ∧ · · · ∧ Yl,

[X1 ∧ · · · ∧Xk, f ] :=
k∑

i=1

(−1)k−iXi(f)X1 ∧ · · · ∧Xi−1 ∧Xi+1 ∧ · · · ∧Xk

=: −(−1)k−1[f,X1 ∧ · · · ∧Xk],
[f, g] := 0

1La prononciation est “S-khaouteune”.
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A l’aide de la proposition suivante on voit que ce crochet ne dépend pas de la décomposition en champs
de vecteurs:

Proposition II.2 Soit ∇ une connection sans torsion dans le fibré tangent de M , soient X ∈ Γ(ΛkTM)
et Y ∈ Γ(ΛlTM) et soit

(
U, (x1, . . . , xn)

)
une carte.

Alors le crochet de Schouten se calcule par la formule suivante

[X,Y ] =
n∑

i=1

(−1)k−1idxi(X) ∧∇ ∂
∂xi

Y

− (−1)(k−1)(l−1)
n∑

i=1

(−1)l−1idxi(Y ) ∧∇ ∂
∂xi

X

qui ne dépend ni de la carte ni de la connection sans torsion choisies.

L’espace des champs de multivecteurs, Γ(ΛTM), muni du crochet de Schouten, est une superalgèbre de
Lie, c.-à-d.:

Proposition II.3 Soient X ∈ Γ(ΛkTM), Y ∈ Γ(ΛlTM) et Z ∈ Γ(ΛrTM). Alors:

1. [X, Y ] = −(−1)(k−1)(l−1)[Y, X].

2. [X, Y ∧ Z] = [X,Y ] ∧ Z + (−1)(k−1)lY ∧ [X,Z].

3. (−1)(k−1)(r−1)[[X,Y ], Z] + (−1)(l−1)(k−1)[[Y, Z], X]+
(−1)(r−1)(l−1)[[Z,X], Y ] = 0.

La démonstration est un calcul direct.

2. Structures de Poisson

Définition II.3 Un champ de bivecteurs P s’appelle une structure de Poisson si et seulement si

[P, P ] = 0 ou
n∑

r=1

(
∂Pij

∂xr
Prk +

∂Pjk

∂xr
Pri +

∂Pki

∂xr
Prj

)
= 0

Le couple (M,P ) d’une variété munie d’une structure de Poisson s’appelle une variété de Poisson.

Les deux propositions suivantes se démontrent par calcul direct:

Proposition II.4 Soit P un champ de bivecteurs sur M . Le crochet de Poisson défini par (2.21) satisfait
l’identité de Jacobi si et seulement si P est une structure de Poisson.

Proposition II.5 Soient (M, P ) et (M ′, P ′) deux variétés de Poisson et s, t ∈ R. Moyennant
l’identification T(m,m′)(M ×M ′) = TmM × Tm′M ′ quels que soient m ∈ M et m′ ∈ M ′ et les injections
canoniques i(m,m′) : TmM → TmM×Tm′M ′ : v 7→ (v, 0) et i′(m,m′) : Tm′M ′ → TmM×Tm′M ′ : w 7→ (0, w)
on écrit P(1)(m,m′) := (i(m,m′) ⊗ i(m,m′))(Pm) et P ′(2)(m,m′) := (i′(m,m′) ⊗ i′(m,m′))(P

′
m′).

Alors sP(1) + tP ′(2) est une structure de Poisson sur la variété produit M ×M ′.

L’exemple canonique est R2n muni du crochet de Poisson symplectique

P :=
n∑

k=1

∂

∂qk
∧ ∂

∂pk
(2.22)

Contrairement au cas d’une variété symplectique où l’existence d’une structure symplectique restreint
la topologie de la variété il n’est plus vrai qu’une structure de Poisson non nulle influence la nature globale
de la variété:
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Théorème II.2 : Soit M une variété différentiable de dimension n ≥ 2, p un point de M et k ≤ E(n/2)
(la partie entière de n/2).
Alors il existe une structure de Poisson P sur M dont le rang est égal à 2k au point p.

Démonstration: (C.Nowak, J.Schirmer, 1996). On note d’abord que dans Rn les champs de vecteurs Z1, . . . , Zn

suivants sont indépendants à l’origine, à support compact et commutent deux-à-deux:

Zj(x) := φj(x1) · · ·φj(xj−1)φ1(xj)φj+1(xj+1)φj+2(xj+2) · · ·φn(xn)
∂

∂xj

∀ 1 ≤ j ≤ n

où φj : R→ R est une fonction positive de classe C∞ qui s’annule pour |x| ≥ j et est égale à 1 pour |x| ≤ j−(1/2).
A l’aide d’une carte (U, ψ) de M on les retire sur la variété et les prolonge par zéro en dehors de U . Ces champs
de vecteurs commutent toujours. En suite, on choisit parmi ces champs sur la variété 2k champs de vecteurs
X1, . . . , Xk, Y1, . . . , Yk indépendants à l’origine de la carte (au point qui est envoyé sur l’origine de Rn par ψ).
Alors, la combinaison

P :=

kX
i=1

Xi ∧ Yi

est évidemment une structure de Poisson de rang 2k à l’origine de la carte. 2

3. L’espace dual d’une algèbre de Lie

Un autre exemple très important s’obtient en considérant l’espace dual g∗ d’une algèbre de Lie (g, [ , ])
réelle de dimension finie n: soit e1, . . . , en une base de g, e1, . . . , en la base duale et ck

lm := ek([el, em]) les
constantes de structure de g, alors pour tout ξ ∈ g∗

Pg(ξ) := ξ([ , ]) =
1
2

n∑

k,l,m=1

ξkck
lm

∂

∂ξk
∧ ∂

∂ξl
. (2.23)

L’identité de Jacobi pour ce crochet de Poisson est une conséquence directe de l’identité de Jacobi pour
le crochet de Lie de g.

III. MÉCANIQUE QUANTIQUE

Dans la mécanique quantique, le tableau classique des observables, des états et des lois de mouvement
est remplacé par des structures plus compliquées, selon la philosophie suivante: d’après de Broglie toute
particule (comme, par exemple, un électron) a toujours l’aspect d’une onde, et il associe à son énergie E
la formule de Planck E = ~ω où ω est la fréquence de l’onde et ~ la constante de Planck, et à sa quantité
de mouvement p le vecteur ~k où la longueur du vecteur k est donnée par 2π/λ, λ étant la longueur
d’onde de l’onde. Une particule libre (pour laquelle l’énergie potentielle V s’annule) est décrite par une
onde plane

(t, q) 7→ ψ(t, q) = exp(−iωt + ik · q) (3.1)

où k · q :=
∑n

j=1 kjqj . La fonction d’onde ψ est évidemment une solution de l’équation

Eψ = i~
∂ψ

∂t
= − ~

2

2m
∆ψ =

p2

2m
ψ

où ∆ :=
∑n

j=1
∂2

∂q2
j

est l’opérateur de Laplace et p2 := p · p. Schrödinger a généralisé cette équation pour
inclure des forces par son équation de Schrödinger

i~
∂ψ

∂t
(t, q) = − ~

2

2m
∆ψ(t, q) + V (q)ψ(t, q) =:

(
Ĥψ

)
(t, q) (3.2)

28



M. Bordemann African Journal Of Mathematical Physics Volume2Number2 (2005)21-61

où l’opérateur différentiel Ĥ s’appelle opérateur hamiltonien du système par son analogie évidente avec
la fonction hamiltonienne H. Cette description de Schrödinger avait un grand succès pour l’atome
d’hydrogène pour lequel V (q) = −α/|q|, α étant une constante: l’ensemble des valeurs propres de Ĥ

correspondait exactement au spectre mesuré. Ici, Ĥ est considéré comme un opérateur autoadjoint, défini
sur un domaine dense D(Ĥ) dans l’espace de Hilbert H := L2(R3, d3q). Les (classes des) fonctions d’onde
dans H –à un multiple complexe près– sont interprétées comme des états purs du système quantique, c.-
à-d. elles donnent déjà une description complète du système. Le carré du module de ψ, |ψ|2, est considéré
comme une distribution de probabilité pour la position au cas où la norme de ψ vaut 1. Evidemment,
la fonction d’onde pour la particule libre ne fait pas partie de H: vue comme distribution tempérée (au
sens de Laurent Schwartz) elle s’obtient par approximation avec des éléments de H, le dernier espace
étant dense dans l’espace de distributions. En général, comme déjà dans la mécanique classique, on peut
considérer d’autres observables quantiques comme par exemple la position

Qk : ψ 7→ (
q 7→ qkψ(q)

)
(3.3)

ou l’impulsion (qui est proportionelle à la vitesse pour les systèmes non relativistes)

Pl : ψ 7→ ~
i

∂ψ

∂ql
, (3.4)

en général tous les opérateurs autoadjoints A définis sur un domaine de définition D(A) ⊂ H dense (pour
lesquels on a une bonne définition du spectre). Un espace d’observables mathématiquement plus commode
est B(H), l’espace de tous les opérateurs linéaires bornés : H → H. Heisenberg observa que l’effet de
dispersion d’une onde se traduit dans la fameuse relation d’incertitude entre la position et l’impulsion. Il
en déduisit que les seules valeurs que l’on puisse mesurer dans une expérience sans aucune déviation sont
les valeurs propres (plus général: les valeurs spectrales) de l’opérateur hamiltonien.

On a le tableau suivant:

Eléments MECANIQUE CLASSIQUE MECANIQUE QUANTIQUE

Ensemble des
états purs

variété de Poisson (M, P ) (ou
symplectique)

espace projectif d’un espace de
Hilbert complexe H

Ensemble des
observables

C∞(M,R) {opérat. autoadj. de H}

Structure algé-
brique des ob-
servables

algèbre de Poisson algèbre associative B(H)

Générateur d’un
système dyna-
mique concrèt

fonction hamiltonienne
H : M → R

opérateur hamiltonien
Ĥ : D(Ĥ) ⊂ H → H

Equation de
mouvement

equation de Hamilton:
dc
dt = XH(c)

equation de Schrödinger:
i~∂ψ

∂t = Ĥψ

Valeur d’une ob-
servable dans un
état

valeur réelle de la fonction f en m,
f(m)

valeur moyenne de A dans ψ,
〈A〉ψ := 〈ψ, Aψ〉/〈ψ, ψ〉

Valeur d’une ob-
servable exacte-
ment mesurable

valeur réelle de la fonction f en m,
f(m)

valeur spectrale de A

2 systèmes:
{états}

variété produit
(M1 ×M2, P(1) + P(2))

espace projectif du produit ten-
soriel
H1 ⊗̂ H2

2 systèmes:
{observables}

C∞(M1,R) ⊗̂ C∞(M2,R) B(H1) ⊗̂ B(H2)
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Les difficultés de l’interprétation de la mécanique quantique prennent leur origine dans le fait que la
combinaison des ensembles des états de deux systèmes (par exemple le système mesuré et le système
décrivant l’appareil de la mesure), à savoir l’espace projectif du produit tensoriel des deux espaces de
Hilbert, contient plus d’états que des états dits séparés qui sont contenus dans le produit cartésien des
deux espaces projectifs: par exemple, si H1 = Cm+1 et H2 = Cn+1, alors CP (m) × CP (n) est une
sous-variété de dimension réelle 2(m + n) de l’espace projectif CP

(
(m + 1)(n + 1) − 1

)
(application de

Segre en géométrie algébrique). Ces états additionnels sont toujours présents pour toute interaction
non triviale entre ces deux systèmes et furent appelés “états enchevêtrés” (verschränkte Zustände en
allemand) par Schrödinger. Si la combinaison des deux systèmes est dans un état enchevêtré il n’est plus
possible de dire que “système 1 est dans l’état 1 et système 2 est dans l’état 2” comme dans la mécanique
classique où l’ensemble des états est toujours un produit cartésien. Contrairement à l’ensemble des états,
il n’y a plus de différence conceptuelle entre les ensembles des observables pour la combinaison des deux
systèmes: pour les deux cas, c’est le produit tensoriel (topologique) des deux algèbres. Pour cette raison,
il me semble plus raisonnable de considérer les observables comme objets plus fondamentaux que les
états –contrairement aux approches historiques et plus intuitives de la physique, mais en accord avec
les mathématiques des algèbres stellaires (C∗-algèbres). Pour une discussion détaillée des problèmes
d’interprétation de la mécanique quantique voir par exemple le livre de d’Espagnat30.

IV. CALCUL SYMBOLIQUE ET STAR-PRODUITS ÉLÉMENTAIRES

Afin de décrire un système quantique il faut d’abord connâıtre son opérateur hamiltonien Ĥ. Normale-
ment, la source de l’inspiration est la fonction hamiltonienne du système de la mécanique classique, et
une recette de ‘traduire’ une fonction hamiltonienne en un opérateur hamiltonien s’appelle quantification.

Selon P.A.M. Dirac, toutes les quantifications doivent satisfaire la condition de la limite classique,
c.-à-d. quels que soient les observables classiques f, g

f̂ ĝ = f̂g + o(~) (4.1)

f̂ ĝ − ĝf̂ = i~{̂f, g}+ o(~2) (4.2)

Dans ce paragraphe, on va discuter quelques quantifications possibles. On rappelle les opérateurs
différentiels Q (3.3) et P (3.4) dans le cas où n = 1: (Qψ)(q) := qψ(q) et P := (~/i)∂/∂q.

Dans les sections qui suivront, on note C[s1, . . . , sN ] pour l’espace des polynômes complexes dans les N
variables s1, . . . , sN . En outre le symbole Diffoppoly(R) désigne l’espace de tous les opérateurs différentiels
à coefficients polynomiaux dans l’espace C∞(R,C), c.-à-d. un élément D prend la forme suivante

N∑

k=0

fk∂k/∂qk (4.3)

où f1, . . . , fN ∈ C[q].

A. Ordre standard

On considère l’application linéaire ρs suivante de l’espace des polynômes complexes à deux variables
C[q, p] dans l’espace Diffoppoly(R):

1 7→ ρs(1) := 1 (4.4)
q 7→ ρs(q) := Q (4.5)
p 7→ ρs(p) := P (4.6)

qmpn 7→ ρs(qmpn) := QmPn (4.7)

Vu que tout opérateur différentiel dans Diffoppoly(R) prend la forme (4.3) il est évident que cette applica-
tion linéaire est une bijection. L’idée principale des star-produits est de tirer en arrière la multiplication
des opérateurs différentiels par l’application ρs:
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Proposition IV.1 Soient f, g ∈ C[q, p] et φ ∈ C∞(R,C). Alors

ρs(f)
(
φ
)

=
∞∑

r=0

(~/i)r

r!
∂rf

∂pr

∣∣∣∣
p=0

∂rφ

∂qr
. (4.8)

En outre

f ∗s g := ρ−1
s

(
ρs(f)ρs(g)

)
=

∞∑
r=0

(~/i)r

r!
∂rf

∂pr

∂rg

∂qr

est une multiplication associative noncommutative bien définie sur l’espace C[q, p] qui satisfait la limite
classique

f ∗s g = fg − i~
∂f

∂p

∂g

∂q
+ o(~2).

Démonstration: La démonstration est un calcul direct; puisque ∗s est évidemment isomorphe à la multiplication

associative des opérateurs différentiels, alors la multiplication ∗ l’est aussi. 2

On note que pour deux polynômes concrets f, g la serie en ~ est toujours une somme finie. En outre,
chaque terme de cette série est un opérateur bidifférentiel (1/i)r

r!
∂rf
∂pr

∂rg
∂qr .

B. Ordre de Weyl-Moyal

Du point de vue de physique, l’ordre standard n’est pas encore suffisant: quand on considère l’espace
préhilbertien

D(R) := {f : R→ C|f est C∞ et supp(f) est compact} (4.9)

muni du produit scalaire (quelles que soient φ, ψ ∈ D(R)):

〈φ, ψ〉 :=
∫

dq φ(q)ψ(q) (4.10)

on voit rapidement que les deux fonctions réelles q et p correspondent à des opérateurs symmétriques,
c.-à-d. pour A = Q ou A = P

〈φ,Aψ〉 = 〈Aφ,ψ〉, (4.11)

tandis que la fonction réelle qp correspond à l’opérateur QP dont l’adjoint dans D(R) est égal PQ =
QP − i~1: alors ρs(qp) n’est plus symétrique ce qui serait nécessaire pour le rendre autoadjoint dans la
complétion L2(R, dq) de D(R). Afin d’éviter ces problèmes-là, on a introduit l’ordre de Weyl-Moyal qui
utilise une symétrisation des monômes en Q et P :

On considère l’application linéaire ρw suivante de l’espace des polynômes complexes à deux variables
C[q, p] dans l’espace Diffoppoly(R):

1 7→ ρw(1) := 1 (4.12)
q 7→ ρw(q) := Q (4.13)
p 7→ ρw(p) := P (4.14)

qmpn 7→ ρs(qmpn) :=
1

(m + n)!

∑

σ∈Sm+n

Aσ(1) · · ·Aσ(m+n) (4.15)

où les opérateurs A1, · · · , Am+n sont donnés par

Ak :=
{

Q si 1 ≤ k ≤ m
P si m + 1 ≤ k ≤ m + n
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Par exemple, ρw(qp) = (QP +PQ)/2 et ρw(q2p) = (Q2P +QPQ+PQ2)/3. Par définition, les opérateurs
ρw(f) sont symétriques si f est réel, parce qu’on calcule facilement que

ρw(f)† = ρw(f̄)

où A† est l’opérateur adjoint de A dans
(D(R)), 〈 , 〉).

Pour deux paramètres formels α, β la fonction exponentielle exp(αq+βp) a l’image ρw

(
exp(αq+βp)

)
=

exp(αQ + βP ). En utilisant le fait que ρs

(
exp(αq + βp)

)
= exp(αQ) exp(βP ), le fait que [Q,P ] = i~1 et

la formule de Baker, Campbell et Hausdorff, on calcule

e(αQ+βP ) = e
~αβ
2i eαQeβP .

Vu que la fonction exponentielle exp(αq+βp) est une fonction génératrice pour tous les polynômes en q, p
on voit bien que l’on a la relation fondamentale suivante entre l’ordre standard et l’ordre de Weyl-Moyal:

ρw(f) = ρs(Nf) (4.16)

où l’application N : C[q, p] → C[q, p] est définie par

N := e
~
2i

∂2
∂q∂p . (4.17)

Il est clair que N est bien définie et inversible, et l’on en déduit que ρw : C[q, p] → Diffoppoly(R) est une
bijection linéaire. On a la proposition suivante analogue à Prop. IV.1:

Proposition IV.2 Soient f, g ∈ C[q, p]. Alors

f ∗w g := ρ−1
w

(
ρw(f)ρw(g)

)
=

∞∑
r=0

(i~/2)r

r!

r∑
a=0

(
r

a

)
(−1)r−a ∂rf

∂qapr−a

∂rg

∂qr−apa
(4.18)

est une multiplication associative noncommutative bien définie sur l’espace C[q, p] qui satisfait la limite
classique

f ∗w g = fg +
i~
2
{f, g}+ o(~2).

et est isomorphe à ∗s via N :

N(f ∗w g) = (Nf) ∗s (Ng).

Démonstration: La démonstration est un calcul direct où l’on utilise l’opérateur N . 2

Cette fois aussi, on voit que ∗w se compose des opérateurs bidifférentiels.

C. Ordre de Wick

Il y a une troisième quantification liée à l’oscillateur harmonique dont on se sert beaucoup dans la
théorie des champs quantiques: on forme d’abord la variable complexe

z := q + ip. (4.19)

Sur l’espace

Ō(C) := {φ : C→ C|φ antiholomorphe }

on définit le produit scalaire suivant

〈φ, ψ〉 :=
1

4π~

∫
dzdz̄e−

|z|2
2~ φ(z̄)ψ(z̄) (4.20)
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(qui peut encore diverger), et finalement l’espace hilbertien des fonctions antiholomorphes L2

H := {φ ∈ Ō(C)|〈φ, φ〉 < ∞}, (4.21)

qui est un sous-espace fermé de l’espace L2
(
R2, e−(q2+p2)/(2~)dqdp/(2π~)

)
. L’espace des polynômes dans

la variable z̄, C[z̄], est un sous-espace dense de H. Par intégration par parties on déduit que l’opérateur
A qui multiplie par la variable z induit l’opérateur d’annihilation

A := 2~
∂

∂z̄
(4.22)

sur C[z̄]. Par une deuxième intégration par partie sur C[z̄] on voit que son adjoint A† (l’opérateur de
création) est l’opérateur

(A†φ)(z̄) := z̄φ(z̄) (4.23)

Par conséquent, de façon complètement analogue à l’ordre standard on considère l’application linéaire
ρwick suivante de l’espace des polynômes complexes à deux variables C[z, z̄] dans l’espace Diffoppoly(z̄)
de tous les opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux dans l’espace des polynômes C[z̄]:

1 7→ ρwick(1) := 1 (4.24)
z 7→ ρwick(z) := A (4.25)
z̄ 7→ ρwick(z̄) := A† (4.26)

z̄mzn 7→ ρwick(z̄mzn) := A†mAn (4.27)

Il est évident que cette application linéaire est une bijection.

Proposition IV.3 Soient f, g ∈ C[q, p] et φ ∈ C[z̄]. Alors

ρwick(f)
(
φ
)

=
∞∑

r=0

(2~)r

r!
∂rf

∂zr

∣∣∣∣
z=0

∂rφ

∂z̄r
.

En outre

f ∗wick g := ρ−1
wick

(
ρwick(f)ρwick(g)

)
=

∞∑
r=0

(2~)r

r!
∂rf

∂zr

∂rg

∂z̄r

est une multiplication associative noncommutative bien définie sur l’espace C[q, p] qui satisfait la limite
classique

f ∗s g = fg + 2~
∂f

∂z

∂g

∂z̄
+ o(~2).

Démonstration: La démonstration est complètement analogue à celle de la proposition IV.1. On note que

∂

∂q
∧ ∂

∂p
=

2

i

∂

∂z
∧ ∂

∂z̄
.

2

Comme pour l’ordre standard et l’ordre de Weyl il y a aussi un analogue pour l’opérateur N (4.17):
on définit

∆′ :=
∂2

∂q2
+

∂2

∂p2

et

N ′ := e
~
4 ∆′ .

Alors, pour tous f, g ∈ C[z, z̄]:

N ′(f ∗w g) = (N ′f) ∗wick (N ′g).

Remarque: La considération des fonctions antiholomorphes au lieu des fonctions holomorphes est une
tradition des physiciens: la création (augmentation du degré d’un ploynôme) est liée à A†.
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V. DÉFORMATIONS FORMELLES

A. Séries formelles

Dans ce paragraphe je rappellerai quelques notions élémentaires des séries formelles dont j’aurai be-
soin plus tard; pour plus de renseignements voir par exemple74. Soit R un anneau (par exemple un
corps) et M un module gauche sur R (par exemple un R-espace vectoriel). On écrit une application
a : Nature(London) → M sous la forme d’une série formelle à coefficients dans M

a =:
∞∑

r=0

λrar

où ar := a(r) et le symbole λ s’appelle paramètre formel. L’ensemble des toutes les séries formelles à
coefficients dans M se note M [[λ]]. Les ensembles M [[λ]] et R[[λ]] sont des groupes abéliens de façon
canonique (b =

∑∞
r=0 λrbr où br ∈ M):

a + b :=
∞∑

r=0

λr(ar + br).

En outre, R[[λ]] devient un anneau moyennant (α =
∑∞

r=0 λrαr, β =
∑∞

r=0 λrβr, αr, βr ∈ R)

αβ :=
∞∑

r=0

λr
r∑

s=0

αsβr−s

et M [[λ]] devient un R[[λ]]-module gauche moyennant

αb :=
∞∑

r=0

λr
r∑

s=0

αsbr−s.

On définit l’ordre d’une série formelle a, o(a), par le minimum de l’ensemble de tous les entiers positifs r
tels que ar 6= 0 quand a 6= 0 et +∞ si a = 0. On peut démontrer que la fonction

d : M [[λ]]×M [[λ]] → R : (a, b) 7→ d(a, b) :=
{

2−o(a−b si a 6= b
0 si a = b

est une métrique sur M [[λ]] qui y induit une topologie séparée qui s’appelle la topologie λ-adique de
M [[λ]].

Le lemme suivant est très utile:

Lemme V.1 Soient M1 et M2 deux R-modules et Φ : M1[[λ]] → M2[[λ]] une application R[[λ]]-linéaire.
Alors il y a des applications R-linéaires Φr : M1 → M2 quel que soit r ∈ Nature(London) telles que

Φ(a) =
∞∑

r=0

λr
r∑

s=0

Φs(ar−s)

quel que soit a =
∑∞

r=0 λrar ∈ M1[[λ]].

Démonstration: La restriction de Φ à M1 est une application R-linéaire dans M2[[λ]]. Les composantes de cette

application sont des applications R-linéaires Φr : M1 → M2. Le membre droit de l’énoncé que l’on appelle

Φ̂ est une application R[[λ]]-linéaire de M1[[λ]] dans M2[[λ]]. Par sa définition, la différence Φ − Φ̂ s’annule

sur toutes les séries formelles dont les coefficients nonnuls forment un ensemble fini. Supposons qu’il existe

une série formelle a ∈ M1[[λ]] telle que b := (Φ − Φ̂)(a) ne soit pas égale à 0. Soit k l’ordre de b. Puisque

b = (Φ − Φ̂)(a − a0 − λ1a1 − · · · − λkak) et a − a0 − λ1a1 − · · · − λkak =: λk+1a′ il s’ensuivrait que l’ordre de b

serait supérieur ou égal à k + 1 ce qui serait absurde. Par conséquent, Φ = Φ̂ et le lemme est démontré. 2

Quand l’anneau R est commutatif on peut aisément généraliser ce lemme au cas des applications
R-multilinéaires.
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B. Déformations formelles des algèbres associatives

Soit (A0, µ0) une algèbre associative unitaire sur un anneau commutatif unitaire R.

Définition V.1 Une déformation associative formelle de l’algèbre associative unitaire (A0, µ0) est la
donnée d’une suite µ1, µ2, ... d’applications R-bilinéaires A0 ×A0 → A0 telles que

1.
r∑

s=0

(
µs

(
µr−s(a, b), c

)− µs

(
a, µr−s(b, c)

))
= 0 (5.1)

quels que soient r ∈ Nature(London) et a, b, c ∈ A0.

2. µr(1, a) = 0 = µr(a, 1) quels que soient r ∈ Nature(London), r ≥ 1 et a ∈ A0.

La proposition suivante est évidente:

Proposition V.1 L’espace A := A0[[λ]] muni de la multiplication µ :=
∑∞

r=0 λrµr, c.-à-d.

µ(a, b) :=
∞∑

r=0

λr
∑

s+t+u=0

µs(at, bu)

quels que soient a =
∑∞

t=0 λtat et b =
∑∞

u=0 λubu dans A, est une algèbre associative sur l’anneau R[[λ]].

Pour le cas r = 1 de l’équation (5.1) on obtient (en écrivant µ0(a, b) =: ab):

0 = aµ1(b, c)− µ1(ab, c) + µ1(a, bc)− µ1(a, b)c =: (δHµ1)
(
a, b, c

)

où δH est l’opérateur cobord de Hochschild défini sur

C(A0,A0) :=
∞⊕

k=0

Ck(A0,A0) :=
∞⊕

k=0

HomR(A0 ⊗R · · · ⊗R A0,A0)

par

(δHf)(a1 ⊗ · · · ⊗ ak+1) := a1f(a2 ⊗ · · · ⊗ ak+1)

+
k∑

r=1

(−1)rf(a1 ⊗ · · · ⊗ ar−1 ⊗ arar+1 ⊗ · · · ⊗ ak+1)

+(−1)k+1f(a1 ⊗ · · · ⊗ ak)ak+1

Il est bien connu que δ2
H = 0, alors cet opérateur définit une cohomologie, à savoir la cohomologie de

Hochschild:

Zk(A0,A0) := Ker
(
δH : Ck(A0,A0) → Ck+1(A0,A0)

)

Bk(A0,A0) := Im
(
δH : Ck−1(A0,A0) → Ck(A0,A0)

)

HHk(A0,A0) := Zk(A0,A0)/Bk(A0,A0)

Les éléments de Zk(A0,A0) s’appellent les k-cocycles de Hochschild de A0, les éléments de Bk(A0,A0)
s’appellent les k-cobords de Hochschild de A0 (où B0(A0,A0) := 0), et HHk(A0,A0) s’appelle le keme

groupe de cohomologie de Hochschild de A0.
Par conséquent, pour toute déformation formelle µ1 est toujours un 2-cocycle de Hochschild. Dans le

cas plus général où µ n’est pas nécessairement associative on déduit aisément pour l’associateur de µ

A(a, b, c) := µ
(
µ(a, b), c

)− µ
(
a, µ(b, c)

)

l’identité suivante:
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0 = µ
(
a,A(b, c, d)

)−A
(
µ(a, b), c, d

)
+ A

(
a, µ(b, c), d

)

−A
(
a, b, µ(c, d)

)
+ µ

(
A(a, b, c), d

)

quels que soient a, b, c, d ∈ A0. Pour une déformation formelle on veut que A =
∑∞

r=0 λrAr = 0.
Supposons que les composantes A0, A1, . . . , Ak soient toutes zéro. Grâce à l’identité précédente on obtient
à l’ordre r + 1 de λ:

δHAr+1 = 0.

Puisque

Ar+1 = δHµr+1 + A′r+1

où le reste A′r+1 ne contient que les termes µ0, · · · , µr il s’ensuit que

On a : δHA′r+1 = 0 =⇒ A′r+1 ∈ Z3(A0,A0)

On veut :A′r+1
!= −δHµr+1=⇒ A′r+1

!∈ B3(A0,A0)

Par conséquent, les obstructions pour continuer la construction des termes µr d’une déformation associa-
tive formelle de µ0 se trouvent à chaque étape dans HH3(A0,A0).

Pour le cas particulier très important A0 = C∞(M,C) on considère les cochâınes de Hochschild qui
constituent des opérateurs multi-différentiels. Ce sous-espace du complex C

(
C∞(M,C), C∞(M,C)

)
qui

est abbrévié par Cdiff

(
C∞(M,C), C∞(M,C)

)
est un sous-complex par rapport à l’opérateur cobord

de Hochschild. Sa cohomologie s’appelle la cohomologie de Hochschild différentielle de C∞(M,C) est
dénotée par HHdiff

(
C∞(M,C), C∞(M,C)

)
. Le calcul de cette cohomologie est due à Hochschild-Kostant-

Rosenberg56, Cahen-DeWilde-Gutt22 et DeWilde-Lecomte31 dont le résultat est

Théorème V.1

HHdiff

(
C∞(M,C), C∞(M,C)

) ∼= Γ(ΛTM).

Une généralisation de ce résultat fut obtenue par A.Connes en 1985 (voir27, p.207-210) qui avait remplacé
les cochâınes différentielles par les cochâınes continues par rapport à la topologie de Fréchet de cette
algèbre. Pflaum72 et Nadaud64 on montré qu’on peut laisser tomber l’hypothèse de Connes que la
caractéristique d’Euler s’annule. Dans tous ces cas, la cohomologie de Hochschild obtenue est isomorphe
au membre droit du théorème V.1, à savoir à l’espace des champs de multivecteurs Γ(ΛTM).

C. La formule de Gerstenhaber

Les formules pour les multiplications associatives ∗s, ∗w et ∗wick se généralisent de façon algébrique:
le théorème suivant est dû à M.Gerstenhaber47, p.13, Thm.8:

Théorème V.2 Soit (A,µ0) une algèbre associative unifère sur un anneau commutatif k qui contient
Q où µ0 : A ⊗ A → A désigne la multiplication de A. Soient D1, . . . , Dn, E1, . . . , En 2n dérivations de
(A,µ0) qui commutent deux-à-deux, c.-à-d. Dkµ0 = µ0(Dk ⊗ 1 + 1 ⊗Dk), Elµ0 = µ0(El ⊗ 1 + 1 ⊗ El),
DkDl = DlDk, DkEl = ElDk et EkEl = ElEk quels que soient 1 ≤ k, l ≤ n. Soit r :=

∑n
k=1 Dk ⊗ Ek.

Alors sur l’espace A[[λ]] il y a une multiplication associative k[[λ]]-bilinéaire µ définie par

µ := µ0 ◦ eλr. (5.2)

Démonstration: Le raisonnement élégant suivant a été trouvé par A.Dimakis et F.Müller-Heussen dans34 pour
un cas particulier: on définit les trois applications linéaires: A ⊗ A ⊗ A → A ⊗ A ⊗ A suivantes (où 1 désigne
l’application identique A → A) r12 := r ⊗ 1, r23 := 1 ⊗ r et r13 :=

Pn
k=1 Dk ⊗ 1 ⊗ Ek. Puisque les dérivations

commutent on a [r12, r13] = 0, [r12, r23] = 0 et [r13, r23] = 0. Grâce à l’identité de dérivation il s’ensuit

r µ0 ⊗ 1 = µ0 ⊗ 1 (r13 + r23) et

r 1⊗ �0 = 1⊗ �0 (r12 + r13),
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alors

eλr µ0 ⊗ 1 = µ0 ⊗ 1 e(r13+r23) et

eλr 1⊗ �0 = 1⊗ �0 e(r12+r13),

donc, puisque les rij commutent entre eux:

µ µ⊗ 1 = �0 e�r �0 ⊗ 1 e�r12 = �0 �0 ⊗ 1 e�(r12+r13+r23).

De façon analogue:
µ 1⊗ � = �0 e�r 1⊗ �0 e�r23 = �0 1⊗ �0 e�(r12+r13+r23).

Puisque µ0 est associative on a µ0 µ0 ⊗ 1 = �0 1⊗ �0, d’où l’associativité de la multiplication µ. 2

D. Ordre standard, Weyl-Moyal et Wick dans R2n

On voit facilement que les multiplications ∗s et ∗w sont des cas particuliers de la formule de Gersten-
haber si l’on remplace le nombre réel ~ par le paramètre formel λ et si l’on met

rs :=
1
i

∂

∂p
⊗ ∂

∂q

pour retrouver ∗s,

rw :=
i

2

(
∂

∂q
⊗ ∂

∂p
− ∂

∂p
⊗ ∂

∂q

)

pour ∗w et

rwick := 2
∂

∂z
⊗ ∂

∂z̄

pour ∗wick. Ainsi on obtient des multiplications associatives sur l’espace C∞(R2,C)[[λ]]: dans ce cadre
de séries formelles les multiplications ∗s et ∗w restent bien-définies bien que l’on ne puisse plus mettre
λ = ~ parce que les séries formelles ne convergent plus en général.

Les généralisations de ces formules ∗s, ∗w et ∗wick pour le cas R2n = Cn sont assez claires:

rs :=
1
i

n∑

k=1

∂

∂pk
⊗ ∂

∂qk
(5.3)

rw :=
i

2

n∑

k=1

(
∂

∂qk
⊗ ∂

∂pk
− ∂

∂pk
⊗ ∂

∂qk

)
(5.4)

rwick := 2
n∑

k=1

∂

∂zk
⊗ ∂

∂z̄k
(5.5)

et l’on obtient

f ∗s g =
∞∑

r=0

(λ/i)r

r!

n∑

k1,...,kr=1

∂rf

∂pk1 · · · ∂pkr

∂rg

∂qk1 · · · ∂qkr

(5.6)

pour le produit standard, et (tout en écrivant
∑n

k=1
∂

∂qk
∧ ∂

∂pk
= 1

2

∑2n
k,l=1 P kl ∂

∂xk
∧ ∂

∂xl
avec (q, p) = x)

pour le produit de Weyl-Moyal:

f ∗w g =
∞∑

r=0

(iλ/2)r

r!

2n∑

k1,...,kr,l1,...,lr=1

P k1l1 · · ·P krlr
∂rf

∂xk1 · · · ∂xkr

∂rg

∂xl1 · · · ∂xlr

.

(5.7)

et

f ∗wick g =
∞∑

r=0

(2λ)r

r!

n∑

k1,...,kr=1

∂rf

∂zk1 · · · ∂zkr

∂rg

∂z̄k1 · · · ∂z̄kr

. (5.8)
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E. Symboles standards des opérateurs multidifférentiels

Les formules pour ∗w et ∗s de la section précédente convergent dans la variable λ au cas où les
fonctions f et g sont des polynômes en p1, . . . , pn à coefficients dans C∞(Rn,C) et On appelle cet espace
C∞pp(R2n,C). Pour α ∈ R2n∗ soit eα la fonction exponentielle

eα(x) := eα(x)

Soit D un opérateur différentiel dans C∞(Rn,C), c.-à-d. il y a un entier N et des fonctions Da;i1...ia ∈
C∞(Rn,C) telles que

D =
N∑

a=0

n∑

i1,...,ia=1

Da;i1...ia
∂a

∂xi1 · · · ∂xia
(5.9)

On définit son symbole standard

Ď(q, α) := (Deα)(q)e−α(q) =
N∑

a=0

n∑

i1,...,ia=1

Da;i1...iaαi1 · · ·αik
. (5.10)

On voit aisément que

ρ̌s(f)(q,
ip

~
) = f(q, p) (5.11)

Il est évident que le symbole standard définit une bijection linéaire entre l’espace Diffop(Rn) des tous les
opérateurs différentiels dans Rn et l’espace C∞pp(R2n,C).

Soit k un entier positif et D un opérateur k-différentiel, c-à-d. il existe un entier N et fonctions
D(a1,...,ak),I1,...,Ik où I1 := (i11, . . . , i1a1), I2 := (i21, . . . , i2a2),. . .,Ik := (ik1, . . . , ikak

) sont des multi-
indices (les ibc varient entre 1 et n) telles que

D(f1, . . . , fk) =
N∑

a1,...,ak=1

∑

I1,...,Ik

D(a1,...,ak),I1,...,Ik
∂a1f1

∂xI1
· · · ∂

akfk

∂xIk
(5.12)

où par exemple ∂a1/∂xI1 est une abbréviation pour ∂a1/(∂xi11 · · · ∂xi1a1 ). On définit le symbole standard
d’un opérateur k-différentiel D pour α(1), . . . , α(k) ∈ Rn∗ par

Ď(q, α(1), . . . , α(k)) :=
(
D(eα(1) , . . . , eα(k))

)
(q)e−(α(1)+···+α(k))(q). (5.13)

Comme dans le cas des opérateurs différentiels ceci revient à dire que l’on remplace les dérivées partielles
dans (5.12) par les nk variables additionnelles α(1), . . . , α(k) desquelles Ď dépend de façon polynomiale.
Le lemme suivant est évident:

Lemme V.2 Tout opérateur multidifférentiel D dans Rn est uniquement déterminé par son symbole
standard Ď quelque soit l’entier strictement positif k ou, de façon équivalente, par ses valeurs sur toutes
les fonctions exponentielles.

VI. STAR-PRODUITS

Dans le chapitre précédent on a vu que l’on peut construire des multiplications noncommutatives ou
“quantiques” ∗ sur C[q, p] et même sur C∞(R2n,C)[[λ]] en s’appuyant sur le calcul symbolique, c.-à-d. en
utilisant une bijection linéaire entre C[q, p] et une algèbre associative déjà donnée, à savoir l’algèbre des
opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux sur C∞(R,C). L’idée principale des star-produits est
de construire une telle multiplication associative ∗ directement sur C∞(M,C)[[λ]] (où M est une variété
de Poisson) sans utiliser une ‘représentation’ dans une algèbre d’opérateurs différentiels: pour la plupart
des variétés de Poisson il n’est pas du évident ce que l’on pourrait choisir comme ‘algèbre d’opérateurs
différentiels’. Du point de vue de la physique, ceci veut dire que l’on renonce tout d’abord à l’espace de
Hilbert pour la description du système quantique, et on commence par établir la théorie en considérant
l’algèbre des observables.
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A. Définition

La définition suivante fut donnée par F. Bayen, M. Flato, C. Frønsdal, A. Lichnerowicz et D. Stern-
heimer en 19787:

Définition VI.1 Soit (M,P ) une variété de Poisson. La structure d’un star-produit sur M ou d’une
quantification par déformation sur M est la donnée d’une suite d’applications C-bilinéaires

Cr : C∞(M,C)× C∞(M,C) → C∞(M,C)

quels que soient r ∈ Nature(London) qui satisfassent les conditions suivantes (f, g, h ∈ C∞(M,C)):

1. Tout Cr est un opérateur bidifférentiel, c.-à-d. il existe un entier positif Nr tel que dans chaque
carte

(
U, (x1, . . . , xn)

)
il existe des fonctions C

(a,b),i1···ia,j1···jb
r : U → C de classe C∞ telles que dans

U :

Cr(f, g) =
Nr∑

a,b=0

n∑

i1,...,ia,j1,...,jb=1

C(a,b),i1···ia,j1···jb
r

∂af

∂xi1 · · · ∂xia

∂bg

∂xj1 · · · ∂xjb
.

2. C0(f, g) = fg (limite classique).

3. C1(f, g)− C1(g, f) = i{f, g} := iP (df, dg) (limite classique).

4. Cr(1, g) = 0 = Cr(f, 1) quel que soit r ≥ 1 (la fonction 1 reste élément neutre).

5.
∑r

s=0

(
Cs(Cr−s(f, g), h

)
=

∑r
s=0

(
Cs(f, Cr−s(g, h)

)
quel que soit r ∈ Nature(London) (associa-

tivité).

La série formelle

∗ :=
∞∑

r=0

λrCr

s’appelle un star-produit sur M .
En outre, si pour tout r ∈ Nature(London) et f, g ∈ C∞(M,C)

Cr(f, g) = Cr(ḡ, f̄)

(où ¯ dénote conjugaison complexe point-par-point) le star-produit s’appelle symétrique ou hermitien. Un
star-produit symétrique s’appelle de type Weyl-Moyal ssi

Cr(g, f) = (−1)rCr(f, g).

Si l’ordre Nr de l’opérateur bidifférentiel Cr est égal à r le star-produit s’appelle de type Vey. Finalement,
si (M,P ) est une variété semi-Kählerienne (c.-à-d. (M,ω) est symplectique et admet une structure
complexe J telle que ω(JX, JY ) = ω(X, Y ) pour tous champs de vecteurs X,Y ) le star-produit s’appelle
de type Wick ou à séparation des variables ssi dans chaque carte complexe

(
U, (z1, . . . , zn)

)
il existe des

fonctions C
(a,b),i1···ia,j1···jb
r : U → C de classe C∞ telles que dans U :

Cr(f, g) =
Nr∑

a,b=0

n∑

i1,...,ia,j1,...,jb=1

C(a,b),i1···ia,j1···jb
r

∂af

∂zi1 · · · ∂zia

∂bg

∂z̄j1 · · · ∂z̄jb
.

Par exemple, ∗s, ∗w et ∗wick sont de type Vey, ∗w est symétrique et de type Weyl-Moyal et ∗wick est de
type Wick.
Le corollaire suivant est assez évident:
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Corollaire VI.1 Soit ∗ un star-produit sur la variété de Poisson (M, P ). Alors l’espace C∞(M,C)[[λ]]
devient une algèbre associative sur l’anneau C[[λ]] moyennant (F =

∑∞
r=0 λrFr, G =

∑∞
r=0 λrGr ∈

C∞(M,C)[[λ]])

F ∗G :=
∞∑

r=0

λr
∑

s+t+u=0

Cs(Ft, Gu).

Si le star-produit est en plus symétrique, alors la conjugaison complexe point-par-point ¯ devient un
antiautomorphisme de l’algèbre (C∞(M,C)[[λ]], ∗), c.-à-d.:

F ∗G = G ∗ F.

Pour deux star-produits ∗ et ∗′ il y a la notion suivante d’isomorphie formelle que l’on a déjà vu pour
∗s et ∗w:

Définition VI.2 Soit (M, P ) une variété de Poisson et ∗, ∗′ deux star-produits. On dit que ∗ est
équivalent à ∗′ si et seulement s’il existe une série formelle, appelée une transformation d’équivalence

S = id +
∞∑

r=1

λrSr

(où Sr sont des opérateurs différentiels sur M) telle que

F ∗′ G = S−1
(
(SF ) ∗ (SG)

)

quels que soient F,G ∈ C∞(M,C)[[λ]].

Puisque l’opérateur N (voir eq. (4.17) prend la forme 1+ λ
2i

∂
∂q

∂
∂p + o(λ2), il définit une transformation

d’équivalence entre les star-produits ∗w et ∗s.

B. Existence

1. Variétés symplectiques

Après quelques résultats importants pour des cas particuliers (des variétés symplectiques dont le
troisième groupe de de Rham s’annule,65 et des fibrés cotangent des variétés parallélisables23) le pre-
mier résultat d’existence complèt fut démontré par M.DeWilde et P.Lecomte en 1983,32:

Théorème VI.1 (DeWilde,Lecomte 1983) Sur une variété symplectique (M, ω) quelconque il existe
un star-produit.

La démonstration s’appuyait sur les calculs de la cohomologie de Hochschild de l’algèbre associative
commutative

(C∞(M,C), ·) et le deuxième et troisième groupes de cohomologie de Chevalley-Eilenberg
de l’algèbre de Lie C∞(M,C) munie du crochet de Poisson { , }, voir33 d’une part et sur une homogénéité
locale par une généralisation du champ d’Euler d’un fibré cotangent d’autre part.

Indépendamment de ce résultat, B.Fedosov donna une démonstration du Théorème VI.1 en 1985,40. Sa
démonstration est remarquable parce qu’elle utilise plutôt des connections symplectiques que des cartes
locales: alors sa méthode permet de construire des star-produits avec des propriétés particulières, par
exemple avec quelques symétries.

2. Variétés de Poisson

Dans le domaine des star-produits, la sensation spectaculaire de l’an 1997 fut l’annonce du résultat
suivant par Maxim Kontsevitch:
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Théorème VI.2 (Kontsevitch 1997) Il existe un star-produit sur une variété de Poisson (M,P ) quel-
conque.

Pour les idées et le cadre de cette construction voir le travail original63 et l’article3 pour plus de détails
de la démonstration. Cattaneo et Felder ont retracé les origines du théorème de Kontsevitch dans la
théorie des modèles de Poisson-sigma, voir25, et ont donné une globalisation à la Fedosov dans26.

Pour la variété de Poisson (Rn, 1
2

∑n
a,b=1 P ab∂a ∧ ∂b) Kontsevitch utilise l’Ansatz suivant pour

l’opérateur bidifférentiel Cr du star-produit: soient f, g ∈ C∞(Rn,C), soit 2r = n1 + · · · + nr + M + N
une partition de l’entier positif 2r en somme d’entiers positifs, et soit σ une permutation de {1, 2, . . . , 2r}.
On dénote le couple

(
(n1, . . . , nr,M,N), σ

)
=: Γr et l’on définit l’opérateur bidifférentiel

CΓr
(f, g) :=

n∑
a1,...,a2r=1

(
∂n1P aσ(1)aσ(2)

∂xa1 · · · ∂xan1

· · · ∂nrP aσ(2r−1)aσ(2r)

∂xan1+···+nr−1+1 · · · ∂xan1+···+nr

∂Mf

∂xan1+···+nr+1 · · · ∂xan1+···+nr+M

∂Ng

∂xan1+···+nr+M+1 · · · ∂xa2r

)
.

(6.1)

L’opérateur Cr s’obtient par une combinaison linéaire particulière sur les opérateurs précédents
paramétrée par tous les couples Γr possibles. Kontsevitch représente les Γr par des graphes à r + 2
sommets (correspondant à r structures de Poisson et à deux fonctions) et 2r arrêtes (correspondant
à 2r dérivées partielles) dans le demi-plan supérieur, et les coefficients wΓr de la combinaison linéaire
s’obtiennent par une intégration liée à l’image géométrique du graphe:

Cr(f, g) =
∑

Γr

wΓrCΓr (f, g). (6.2)

3. Variétés semikähleriennes

En tant que variétés symplectiques les variétés semikähleriennes sont munies des star-produits. La
question de savoir si ces star-produits sont de type Wick devait être démontrée séparément:

Théorème VI.3 Sur une variété semikählerienne (M, ω, I) quelconque il existe un star-produit de type
Wick.

Ce théorème est dû à A.Karabegov57 et –plus tard, mais indépendamment– par S.Waldmann et
l’auteur18. Karabegov a recollé des opérateurs différentiels locaux sur les fonctions holomorphes locales
tandis que Bordemann/Waldmann ont utilisé une modification évidente de la méthode de Fedosov.

4. Supervariétés symplectiques paires

Soit τ : E → M un fibré vectoriel sur une variété symplectique (M, ω) muni d’une métrique fibre q et une
connection ∇E dans E compatible à q. L’espace des sections de classe C∞ du fibré ΛE∗, C′ := −(∗E∗) est
une algèbre associative commutative graduée par rapport à la multiplication extérieure ∧ point par point.
C′ est appelée algèbre des superfonctions. Cette structure s’appelle supervariété scindée, voir5,38,39,49 pour
plus de détails. Il y a un crochet de Poisson gradué { , }R : C′ × C′ → C′ sur cette algèbre qui est dû
à Rothstein73 et se definit de façon suivante: soit U le domaine d’une carte de M qui trivialise le fibré
E où: (x1, . . . , xm) désigne la carte de M , ∂1, . . . , ∂m désigne une base locale des champs de vecteurs de
M correspondant à cette carte, P kl (1 ≤ k, l ≤ m) les composantes de la structure de Poisson de M ,
e1, . . . , en est une base des sections locales de E, e1, . . . , en est la base duale, qAB (1 ≤ A,B ≤ m) sont
les composantes de la métrique q par rapport aux bases précédentes, qAB (la matrice inverse de qAB) les
composantes de la métrique q−1 induite par q et R(E)A

Bkl les composantes du tenseur de courbure de la
connection ∇E . On forme d’abord le champ de tenseur R̂(E) ∈ Γ

(
Hom(TM)⊗ Λ2E∗) par

(
R̂(E)

)k

lAB
:= −1

2

m∑
r=1

n∑

C=1

qACP krR(E)C

Brl. (6.3)
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L’espace des sections Γ
(
Hom(TM) ⊗ ΛE∗) est une algèbre associative de façon naturelle, et l’élément

R̂(E) est visiblement nilpotent. Alors la série géométrique

(1− 2R̂(E))−1 :=
m∑

a=0

(
2R̂(E)

)a (6.4)

est bien définie. Soient φ ∈ Γ(ΛsE∗) et ψ ∈ Γ(ΛE∗). Alors le supercrochet de Rothstein est défini de
manière suivante:

{φ, ψ} :=
m∑

i,j,k=1

P ij
(
(1− 2R̂(E))−1

)k

i
∧∇E

∂k
φ ∧∇E

∂j
ψ

+
n∑

A,B=1

qAB(−1)s−1(iea
φ) ∧ (ieB

ψ) (6.5)

En utilisant quelques éléments de la construction de Fedosov, j’ai montré dans21 (voir aussi10) le résultat
suivant:

Théorème VI.4 L’algèbre C′ admet une déformation associative formelle telle que le terme d’ordre 1
est égal à iλ

2 fois le supercrochet de Rothstein.

R.Eckel a formulé la construction de Fedosov dans le cadre des supervariétés dans sa thèse de doctorat39.

C. Equivalence

1. Variétés symplectiques

Près de dix ans après la démonstration d’existence, la classification des classes d’équivalences fut
achevée par Deligne29, Nest-Tsygan66,67 et Bertelson-Cahen-Gutt9:

Théorème VI.5 Soit (M, ω) une variété symplectique. Alors les classes d’équivalence des star-produits
sur (M, ω) sont en bijection avec les séries formelles à coefficients dans H2

dR(M), le deuxième groupe de
cohomologie de de Rham de la variété M .

On peut fixer la bijection de façon géométrique (par exemple voir53), et on identifie la classe
d’équivalence [∗] d’un star-produit ∗ avec sa série formelle à coefficients dans le deuxième groupe de
cohomologie de de Rham. Cette série est appelée la classe de Deligne de ∗. Dans la construction de
Fedosov on peut également introduire une série formelle de classes de 2-formes fermées: Neumaier a
montré qu’elles cöıncident avec les classes de Deligne, voir68.

2. Variétés de Poisson

Dans le cas d’une variété de Poisson le résultat de classification s’avérait plus difficile et fut achevé
par Kontsevitch63: Une structure de Poisson formelle P sur une variété différentiable M est une série
formelle P =

∑∞
r=0 λrPr où les coefficients Pr sont des champs de bivecteurs dans Γ(Λ2TM) tels que

[P, P ] = 0 ⇐⇒
r∑

a=0

[Pa, Pr−a] = 0 quel que soit r ∈ Nature(London)

où [ , ] désigne le crochet de Schouten. Un champ de vecteurs formels X est une série formelle X =∑∞
r=0 λrXr où les coefficients Xr sont des champs de vecteurs sur M . On définit la dérivée de Lie de P

par rapport à X de façon naturelle

LX(P ) := [X,P ] =
∞∑

r=0

λr
r∑

a=0

[Xa, Pr−a]
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et l’on dit finalement que deux structures de Poisson formelles P et P ′ sont formellement difféomeophes
ss’il existe un champ de vecteurs formel X tel que

P ′ = eλLX (P ).

Avec ces structures-là les star-produits se classifient de la manière suivante:

Théorème VI.6 (Kontsevitch 1997) Soit (M,P0) une variété de Poisson. Alors les classes
d’équivalence des star-produits sur (M, P0) sont en bijection avec les classes de difféomorphismes formels
des structures de Poisson formelles dont le terme d’ordre 0 vaut P0.

VII. EXEMPLES EXPLICITES

A. Fibré cotangent de Sn

Cet exemple est dû à F. Bayen, M. Flato, C. Frønsdal, A. Lichnerowicz et D. Sternheimer7:
On considère la variété symplectique M ′ := T ∗(Rn+1\{0}) = (Rn+1\{0})×Rn+1 avec des coordonnées

canoniques (q, p) munie de la forme symplectique
∑n+1

k=1 dqk ∧ dpk. Les deux fonctions

H1(q, p) :=
n+1∑

k=1

qkpk =: q · p (7.1)

H2(q, p) :=
n+1∑

k=1

(qk)2 =: |q|2 (7.2)

engendrent une algèbre de Lie de dimension 2 par rapport au crochet de Poisson, et l’on a

{H1,H2} = −2H2. (7.3)

En outre, les flots de H1 et de H2 prennent la forme

Φ1
s(q, p) = (esq, e−sp) (7.4)

Φ2
t (q, p) = (q, p− 2tq) (7.5)

et ils engendrent une action du groupe de Lie

G := {(α, t) ∈ R2|α > 0} (7.6)

sur M ′ donnée par

(α, t).(q, p) := (αq,−2tq + α−1p). (7.7)

Soit T ∗Sn définie par

M := T ∗Sn := {(q, p) ∈ M ′|q · p = 0 et |q|2 = 1}. (7.8)

On voit rapidement que cette définition correspond bien au fibré tangent de la sphère, ce qui est isomorphe
au fibré cotangent moyennant la métrique riemannienne canonique sur Sn. Il existe une projection

π : M ′ → M : (q, p) 7→
(

q

|q| , |q|p−
q · p
|q| q

)
(7.9)

qui est une submersion surjective. Les fibres de la projection sont les orbites du groupe G. Par conséquent

Lemme VII.1 Soit F ∈ C∞(M ′,C). Alors il existe une fonction f ∈ C∞(M,C) telle que F = f ◦ π si
et seulement si F est G-invariante, c.-à-d. F

(
(α, t).(q, p)

)
= F

(
q, p

)
.
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Puisque G est connexe, une telle fonction F est G-invariante ssi

{F,H1} = 0 = {F, H2}. (7.10)

En utilisant le star-produit ∗w (5.7) sur M ′ on voit que pour tout polynôme quadratique F et toute
fonction F̃ ∈ C∞(M ′,C) on a la formule importante

F ∗w F̃ − F̃ ∗w F = iλ{F, F̃} (7.11)

où les termes d’ordre supérieur s’annulent. Si l’on applique cette formule à F = H1 ou F = H2 on voit
directement –utilisant (7.10)– qu’une fonction G est G-invariante si et seulement si elle commute avec
H1 et H2 par rapport à ∗w. Il s’ensuit que l’espace des fonctions G-invariantes est une sous-algèbre
associative de (C∞(M ′,C)[[λ]], ∗w). Par conséquent:

Théorème VII.1 Il existe un star-produit ∗BFFLS sur M pour lequel on a la formule explicite suivante:

f ∗BFFLS g
(
π(q, p)

)
= (π∗f) ∗w (π∗g)(q, p).

B. L’espace projectif complexe

La formule explicite décrite ci-dessous pour un star-produit sur l’espace projectif complexe CPn a été
trouvée dans20 où l’on peut trouver les détails de la déduction.

Soit

π : Cn+1 \ {0} → CPn (7.12)

la projection canonique dont les fibres sont les droites complexes dans Cn+1 \ {0} passant par l’origine.
Comme dans l’exemple précédent, les fibres s’obtiennent par l’action d’un groupe de Lie de dimension
réelle 2, à savoir du groupe multiplicatif C \ {0}. Malheureusement, ce groupe ne préserve plus un star-
produit sur Cn+1 \ {0} ce qui rend la déduction un peu plus difficile. Avec les coordonnées complexes
z := (z1, . . . , zn+1) sur Cn+1 \ {0} on définit

x :=
n+1∑

k=1

|zk|2. (7.13)

Théorème VII.2 Soient f, g ∈ C∞(CPn,C). Alors la formule suivante donne un star-produit ∗ de type
Wick sur la variété de Kähler CPn:

π∗(f ∗ g)(z) := π∗(fg)(z)

+
∞∑

r=1

(2λ)r

r!
xr

(1 + λ) · · · (1 + rλ)

n+1∑

k1,...,kr=1

∂rπ∗f
∂zk1 · · · ∂zkr

(z)
∂rπ∗g

∂z̄k1 · · · ∂z̄kr

(z).

Dans19 on a montré que ce star-produit converge bien sur les fonctions représentatives de l’action
canonique du groupe de Lie U(n + 1) pour certaines valeurs réelles de λ.

C. L’espace dual d’une algèbre de Lie

Cet exemple très important a été trouvé indépendemment par V.Drinfel’d et S.Gutt,36,52:
Soit (g, [ , ] une algèbre de Lie réelle et g∗ son espace dual qui est une variété de Poisson (voir (2.23)).

Ici on utilise le paramètre formel ν := iλ. Soit H : g × g → g[[ν]] la loi de groupe formel de Baker-
Campbell-Hausdorff:
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H(x, y) := x + y

+
∞∑

n=1

(−1)n

n + 1

∑
k1,...,kn≥0
l1,...,ln≥0

ki+li≥1

ν
Pn

i=1 ki+li

(
ad(x)

)k1
(
ad(y)

)l1 · · · (ad(x)
)kn

(
ad(y)

)ln

(k1 + · · ·+ kn + 1)k1! · · · kn!l1! · · · ln!
x

(7.14)

On voit aisément que l’on peut prolonger H à g[[ν]]× g[[ν]]. Par sa définition, H est égal au logarithme
d’un produit de deux fonctions exponentielles dans l’algèbre libre complétée, alors on a

H
(
H(x, y), z

)
= H

(
x,H(y, z)

) ∀x, y, z ∈ g. (7.15)

On définit le symbole standard de ∗: x, y ∈ g ∼= g∗∗

ex ∗ ey := eH(x,y) (7.16)

Puisqu’il est évident de (7.14) que H(x, y)−x−y est un multiple de ν le symbole standard de ∗ est une série
formelle en ν. En outre, pour chaque puissance de ν il n’y a qu’un nombre fini de sommands dans H(x, y)
(7.14) ce qui implique que le symbole standard de ∗ est polynomial dans (x, y) pour chaque puissance de
ν. Alors la formule (7.16) est bien définie. Le star-produit est associatif parce que (x, y, z ∈ g)

(ex ∗ ey) ∗ ez = eH(x,y) ∗ ez = e
H

(
H(x,y),z

)

= e
H

(
x,H(y,z)

) = ex ∗ eH(y,z) = ex ∗ (ey ∗ ez)

grâce à (7.15). Alors les deux opérateurs tri-différentiels définis par leurs symboles standards (ex ∗ey)∗ez

et ex ∗ (ey ∗ ez) cöıncident sur les fonctions exponentielles, donc il sont égaux grâce à lemme V.2. La série
formelle du symbole standard de ∗ a les termes d’ordre zéro et un suivants:

∗̌(ξ, x, y) = eξ(H(x,y)−x−y) = 1 +
ν

2
ξ([x, y]) + o(ν2)

d’où on déduit la limite classique de ∗. Finalement, l’opérateur

ν
∂

∂ν
+

n∑

k=1

ξk
∂

∂ξk

qui compte la somme des degrés en ν et en ξ ∈ g∗ est une dérivation de ∗ d’après (7.14), donc l’opérateur
bidifférentiel Cr de ∗ (qui est de degré r en ν) a au moins r derivées partielles par rapport à ξ distribuées
sur les deux fonctions f et g. Il s’ensuit que f ∗ g est une polynôme en ν si f et g sont des polynômes
sur g∗. Alors on peut mettre ν = 1 sur les polynômes. Cette dernière algèbre associative complexe est
isomorphe à l’algèbre enveloppante Ug complexifiée (voir52).

Théorème VII.3 Soit g une algèbre de Lie réelle de dimension finie. Alors il existe un star-produit
∗ appelé BCH (Baker-Campbell-Hausdorff) et défini par (7.14) sur la variété de Poisson (g∗, Pg) qui
converge (en ν) sur le sous-espace des polynômes sur g∗ où la multiplication est isomorphe à l’algèbre
enveloppante complexifiée de g.
En particulier, pour ξ, η ∈ g il suit pour les fonctions linéaires ξ̃ et η̃ définies sur g∗ par ξ̃(α) := 〈α, ξ〉:

ξ̃ ∗ η̃ − η̃ ∗ ξ̃ = iλ ˜[ξ, η].

D. L’espace dual d’une algèbre associative

Cet exemple est une version simplifiée de l’exemple précédent qui est due à l’auteur.
Soit A une algèbre associative réelle de dimension finie n. Dans une base e1, . . . , en de A (et la base

duale e1, . . . , en de A∗) on peut exprimer les constantes de structure

mi
jk := ei(ejek) ∈ R (7.17)
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On définit le star-produit ∗ suivant sur A∗ (f, g ∈ C∞(A∗,C)):

f ∗ g (ξ) :=
∞∑

r=0

νr

r!

∑
1≤i1,...,ir≤n
1≤j1,...,jr≤n
1≤k1,...,kr≤n

mi1
j1k1

· · ·mir

jrkr
ξi1 · · · ξir

∂rf

∂ξj1 · · · ∂ξjr

(ξ)
∂rg

∂ξk1 · · · ∂ξkr

(ξ)

(7.18)

Pour vérifier l’associativité on calcule le symbole standard de ∗: soient x, y, z ∈ A ∼= A∗∗, alors

ex ∗ ey = ex+y+νxy

et par conséquent

(ex ∗ ey) ∗ ez = ex+y+νxy ∗ ez = ex+y+z+ν(xy+xz+yz)+ν2xyz et
ex ∗ (ey ∗ ez) = ex ∗ ey+z+νyz = ex+y+z+ν(xy+xz+yz)+ν2xyz,

ce qui prouve l’associativité. On peut démontrer le

Théorème VII.4 Soit A une algèbre associative réelle de dimension finie. Alors il existe un star-
produit ∗ défini par (7.18) sur la variété de Poisson A∗ (munie de la structure (2.23) pour le crochet
de Lie (x, y) 7→ [x, y] := xy − yx) qui converge (en ν) sur le sous-espace des polynômes sur A∗ où la
multiplication est isomorphe à l’algèbre enveloppante complexifiée de (A, [ , ]).

VIII. REPRÉSENTATIONS DES STAR-PRODUITS I

A. Définition

Soit (M,P ) une variété de Poisson et C une variété différentiable. On considère l’espace Diffop(C)
de tous les opérateurs différentiels sur l’espace C∞(C,C). Ceci est une algèbre associative munie de
la multiplication usuelle d’opérateurs différentiels. Il en est de même avec Diffop(C)[[λ]]. Soit ∗ un
star-produit sur M .

Définition VIII.1 Une représentation du star-produit ∗ dans C est un homomorphisme d’algèbres as-
sociatives ρ : C∞(M,C)[[λ]] → Diffop(C)[[λ]] sur C[[λ]].

Les applications ρs et ρw de la section IV (étendues aux séries formelles) sont des exemples des
représentations des star-produits. On obtient un autre exemple en choisissant M = C et en définissant
ρ(f) := Lf : g 7→ f ∗ g comme la multiplication gauche. On va étudier d’autres propriétés des
réprésentations en paragraphe X B.

B. Représentations GNS

Une classe de représentations particulières s’obtient par un procédé analogue à celui qu’on utilise pour
les représentations de Gel’fand, Naimark et Segal (GNS) des algèbres stellaires et a été étudiée par17,78:

Supposons que le star-produit ∗ sur la variété de Poisson (M, P ) soit symétrique, c.-à-d. f ∗ g = g ∗ f

quelles que soient f, g ∈ A := C∞(M,C)[[λ]] où ( ) désigne la conjugaison point-par-point. L’anneau
C := C[[λ]] s’écrit visiblement de façon C = R ⊕ iR où R := R[[λ]]. On observe que R est un anneau
commutatif unitaire ordonné: ceci veut dire que R se décompose en trois parties R = R+ ∪ {0} ∪ (−R+)
où R+ désigne l’ensemble des éléments strictement positifs dont la définition est la suivante:

α =
∞∑

r=0

λrαr





> 0 si αo(α) > 0

< 0 si αo(α) < 0
(8.1)
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et on a R+ + R+ ⊂ R+ et R+R+ ⊂ R+. On a la conjugaison complexe r1 + ir2 = r1 − ir2 dans C et
on écrit |c|2 pour cc. Soit maintenant A′ un idéal bilatère de A stable par la conjugaison complexe (par
exemple A′ = A ou A′ := C∞0(M,C)[[λ]], l’espace des séries formelles à coefficients dans l’espace des
fonctions de classe C∞ à valeurs complexes à support compact), et ω : A′ → C une fonction C-linéaire.
ω est dite réelle ssi ω(f) = ω(f) et positive ssi

ω(f ∗ f) ≥ 0 quel que soit f ∈ A′ (8.2)

où la relation ≥ est celle dans R ⊂ C. Grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour une forme linéaire
réelle positive,

ω(f ∗ g) ω(f ∗ g) ≤ ω(f ∗ f) ω(g ∗ g), (8.3)

il s’ensuit que l’idéal de Gel’fand,

Iω := {{ ∈ A′ | ω({ ∗ {) = ′} (8.4)

est un idéal gauche de A. L’espace quotient

Hω := A′/Iω (8.5)

(pour lequel on note f 7→ ψf la projection canonique) est un A-module gauche de façon naturelle

ρω(f)ψg := ψf∗g. (8.6)

En outre Hω est muni d’un produit scalaire 〈 , 〉 à valeurs dans C défini par

〈ψf , ψg〉 := ω(f ∗ g) (8.7)

avec les propriétés de sequilinéarité et positivité (〈ψf , ψf 〉 > 0 quel que soit ψf 6= 0), et la représentation
ρω satisfait

〈ρω(f)ψg, ψh〉 = 〈ψg, ρω(f)ψh〉. (8.8)

Alors Hω peut être regardé comme un espace préhilbertien sur l’anneau C et l’algèbre A se représente
dans Hω. La construction précédente (qui s’appelle la construction GNS dans le cadre des algèbres
stellaires) est indépendante de la nature de C = R⊕ iR: les seules choses importantes sont les faits que R
est un anneau commutatif unitaire ordonné, que C = R ⊕ iR avec i2 = −1 et que (A, ∗) est une algèbre
associative sur C munie d’un antihomomorphisme antilinéaire involutif f 7→ f (c.-à-d.: ∀α, β ∈ C et
∀f, g ∈ A on a αf + βg = αf + βg et f ∗ g = g ∗ f).

Un exemple simple est donné par la variété symplectique (R2n,
∑n

k=1 dqk ∧ dpk) (où j : Q = Rn →M :
(q1, . . . , qn) 7→ (q1, . . . , qn,0, . . . ,0) désigne l’espace des configurations), A := (C∞(R2n,C)[[λ]], ∗w),

A′ := {
∞∑

r=0

λrfr | fr ∈ C∞(R2n,C) et supp(fr) ∩Q est compact} (8.9)

et la fonction linéaire ω

ω : A′ → C[[λ]] : f 7→
∫

Q

dnq f
(
j(q)

)
. (8.10)

On peut montrer que ω est positive et que Hω est isomorphe à l’espace C∞0(Rn,C) muni du produit
scalaire L2 standard, c.-à-d.

〈φ1, φ2〉 =
∫

Q

dnq φ1(q)φ2(q)

et la représentation ρω est égale à ρw (voir (4.16) dans le cas n = 1) ce qui est une espèce de représentation
de Schrödinger sur les fonctions d’onde définies sur l’espace des configurations (voir17 pour plus de détails).

Il y a beaucoup d’autres exemples de représentations de physique qui se formulent dans le cadre
des représentations GNS formelles précédentes comme la représentation de Schrödinger pour un fibré
cotangent T ∗Q d’une variété différentiable arbitraire Q (voir le paragraphe prochain et14 et13 pour plus
de détails où se trouve également le cas de la représentation semiclassique WKB) et la représentation dans
un fibré en droites complexes holomorphe pour des monopôles magnétiques (voir15). Dans ce domaine,
surtout Stefan Waldmann a continué la recherche, voir par exemple78.

47



M. Bordemann African Journal Of Mathematical Physics Volume2Number2 (2005)21-61

C. Fibrés cotangent

Soit Q une variété différentiable arbitraire de dimension n, τ∗Q : T ∗Q → Q son fibré cotangent,
i : Q → T ∗Q la section nulle et ∇Q une connection sans torsion dans le fibré tangent de Q. La
généralisation directe de la représentation standard ρs dans Diffop(R)[[λ]] (voir eqn (4.8) est la suiv-
ante où f ∈ C∞(T ∗Q,C)[[λ]] et φ ∈ C∞(Q,C)[[λ]]

ρs(f)φ :=
∞∑

r=0

(λ/i)r

r!

n∑

i1,...,ir=1

i∗
( ∂f

∂pi1 · · · ∂pir

)
(∇Q)(r)(

∂

∂qi1
,..., ∂

∂qir

)φ, (8.11)

où on a utilisé une carte (q, p) pour rendre l’expression moins encombrante et (∇Q)(r) désigne la rme

dérivée covariante de φ, c.-à-d. quels que soient les champs de vecteurs X1, . . . , Xr+1 ∈ Γ(TQ):

(∇Q)(1)X1
φ := LX1φ = X1φ

(∇Q)(r+1)
(X1,...,Xr+1)

ψ := (∇Q)(1)X1

(
(∇Q)(r)(X2,...,Xr+1)

φ
)

−
r+1∑

k=2

(∇Q)(r)
(X2,...,Xk−1,∇Q

X1
Xk,Xk+1,...,Xr+1)

φ.

On peut montrer à l’aide de la construction de Fedosov qu’il existe un star-produit ∗s sur la variété
symplectique (T ∗Q,ω0) (voir paragraphe II B 1) –qui est d’une certaine manière défini par eqn (8.11),
voir14,13–, tel que ρs est une représentation de

(C∞(T ∗Q,C), ∗s)[[λ]], ∗s

)
dans Diffop(Q)[[λ]].

Il y a aussi une possibilité (nonunique) de définir un analogue au star-produit Weyl-Moyal ∗w (voir
(4.18)) à l’aide d’une série opérateurs différentiels, N , due à N.Neumaier, qui généralise l’application N
(eqn (4.17)) du paragraphe IV B:

Soit RQ le tenseur de courbure de ∇Q. On fixe un champ de densités positives µ sur Q. Alors il y
a une 1-forme unique α sur Q définie par ∇Qµ =: αµ, et l’on calcule dα = −traceRQ. On considère
l’opérateur différentiel

∆ :=
n∑

k=1

∂2

∂qk∂pk
+

n∑

j,k,l=1

(τ∗Q)∗Γj
klpj

∂2

∂pk∂pl
+

n∑

k,l=1

(τ∗Q)∗Γk
kl

∂

∂pl
+

n∑

k=1

αk
∂

∂pk

(8.12)

(où α =
∑n

k=1 αkdqk et Γj
kl := dqj(∇Q

∂

∂qk

∂
∂qk désignent les symboles de Christoffel de la connection

∇Q) qui ne dépend pas de la carte choisie (en fait, la somme des premiers trois termes constituent le
Laplacien de la métrique semi-riemannienne sur T ∗Q obtenue par l’accouplement naturel entre les champs
de vecteurs horizontaux (définis par la connection ∇Q) et les champs de vecteurs verticaux) et l’on pose

N := e
λ
2i ∆. (8.13)

Alors le star-produit

f ∗w g := N−1
(
(Nf) ∗s (Ng)

)
(8.14)

est symétrique et est représenté par

ρw(f) := ρs(Nf). (8.15)

Cette représentation est GNS: on définie la fonction linéaire positive ωµ sur l’idéal bilatère
C∞0 (T ∗Q,C)[[λ]] de C∞(T ∗Q,C)[[λ]]:

ωµ(f) :=
∫

Q

µ(i∗f) ∀f ∈ C∞0 (T ∗Q,C)[[λ]] . (8.16)

On a montré14,13 que ωµ est positive, que l’idéal de Gel’fand est donné par l’image par N−1 du sous-espace
de toutes les fonctions appartenant à C∞0 (T ∗Q,C)[[λ]] qui s’annulent sur Q, et que l’espace préhilbertien
Hωµ de la construction GNS est isométrique en tant que C∞(T ∗Q)[[λ]]-module à C∞0 (Q)[[λ]] (muni
du produit scalaire L2 moyennant µ) via ψf 7→ i∗(Nf) quelle que soit f ∈ C∞0 (T ∗Q,C)[[λ]]. La
représentation ρw mentionnée ci-dessus cöıncide avec la représentation GNS.
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IX. GÉOMÉTRIE DE POISSON II

Pour préparer la discussion de la déformation (ou quantification) des morphismes de Poisson,
je rappelle quelques propriétés des variétés de Poisson et des applications intéressantes entre elles
(voir76,61,80,11,24,37,43,50,54,60,79).

A. Applications de Poisson

Définition IX.1 Soient (M,P ) et (M ′, P ′) deux variétés de Poisson. Une application Φ : M → M ′ de
classe C∞ s’appelle application de Poisson ssi P et P ′ sont Φ-liées, c.-à-d.

TmΦ⊗ TmΦ
(
Pm

)
= P ′Φ(m) quel que soit m ∈ M.

La proposition suivante est une conséquence directe de la définition:

Proposition IX.1 Soit Φ : (M,P ) → (M ′, P ′) une application de Poisson entre deux variétés de Pois-
son.
Alors l’application Φ∗ : C∞(M ′,C) → C∞(M,C) : g 7→ g◦Φ est un homomorphisme d’algèbres de Poisson,
c.-à-d.:

Φ∗(g1g2) = (Φ∗g1)(Φ∗g2)
Φ∗{g1, g2}′ = {Φ∗g1, Φ∗g2}

quelles que soient g1, g2 ∈ C∞(M ′,C).

1. Applications moment

L’outil principal pour la description des symétries dans le cadre des variétés de Poisson et celui des
application moment:
Soit (g, [ , ]) une algèbre de Lie réelle de dimension finie et g∗ son espace dual.

Définition IX.2 Soit (M,P ) une variété de Poisson. Une application J : M → g∗ s’appelle application
moment (pour l’algèbre de Lie g) ssi

{〈J, x〉, 〈J, y〉} = 〈J, [x, y]〉 quels que soient x, y ∈ g

Cette définition entrâıne évidemment la proposition suivante:

Proposition IX.2 Toute application moment est une application de Poisson (M,P ) → (g∗, Pg).

La définition classique d’une application moment par J.-M. Souriau commence par une action gauche
d’une groupe de Lie G sur M , G × M → M : (g, m) 7→ gm =: Φg(m) telle que 1. l’algèbre de Lie de
G soit égale à g, 2. l’action préserve la structure de Poisson, c.-à.-d. toutes les Φg sont des application
de Poisson, 3. il existe une application moment J : M → g∗ comme dans définition IX.2, 4. les champs
hamiltoniens X〈J,x〉 cöıncident avec les générateurs infinitésimaux xM (m) := d/dt

(
exp(tx)m

)|t=0 et 5. J

est G-équivariante: J(gm) = Ad∗(g)
(
m

) ∀ g ∈ G. Ici, propriétés 4. et 5. impliquent propriété 3.

2. Systèmes intégrables

Définition IX.3 Soit (M, ω, H) un système hamiltonien sur une variété symplectique (M, ω) de dimen-
sion 2n. Il est dit complètement intégrable (dans le sens de Liouville) ss’il existe n fonctions de classe
C∞ F1, . . . , Fn : M → R telles que

1. Les fonctions F1, . . . , Fn sont des intégrales premières, c.-à-d. {H, Fi} = 0 quel que soit 1 ≤ i ≤ n,
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2. les fonctions F1, . . . , Fn sont en involution, c.-à-d. {Fi, Fj} = 0 quels que soient 1 ≤ i, j ≤ n,

3. F1, . . . , Fn sont indépendantes, c.-à-d. la mesure (par rapport à la forme de volume ω∧n) de
l’ensemble singulier S := {m ∈ M | dF1(m) ∧ · · · ∧ dFn(m) = 0} s’annule, et

4. il existe une fonction h : Rn → R de classe C∞ telle que H(m) = h
(
F1(m), . . . , Fn(m)

)
quel que

soit m ∈ M .

Le nom ‘intégrabilité’ provient du fait qu’il y a une procédure algébrique due à Liouville de trouver des
coordonnées locales (Q1, . . . , Qn) autour de tout point régulier de l’application F := (F1, . . . , Fn) telles
que les coordonnées (Q1, . . . , Qn, F1, . . . , Fn) forment une carte de Darboux: les solutions des équations
d’Hamilton se simplifient drastiquement:

dQk

dt
=

∂h

∂Fk
(F ) =: αk(F )

dFk

dt
= 0

alors
(
Q(t), F (t)

)
=

(
Q(0) + tα(F (0)), F (0)

)
.

Les sous-variétés F−1(µ) pour des valeurs régulières µ ∈ Rn sont invariantes par le flot de H, et au
cas où elles sont compactes et connexes elles sont difféomorphes au tore S1 × · · · × S1 (Théorème de
Liouville-Arnol’d, voir4, p.271-285, ou1, p.392-400).

On vérifie rapidement l’intégrabilité des systèmes hamiltoniens (M, ω, H) importants suivants:

1. La particule libre dans Rn: (M, ω) = (R2n,
∑n

k=1 dqk ∧ dpk) et

H(q, p) :=
1
2

n∑

k1

p2
k (9.1)

Fk(q, p) := pk ∀1 ≤ k ≤ n. (9.2)

2. L’oscillateur harmonique dans Rn: (M, ω) = (R2n,
∑n

k=1 dqk ∧ dpk) et

H(q, p) :=
1
2

n∑

k1

(
p2

k + q2
k

)
(9.3)

Fk(q, p) :=
1
2
(
p2

k + q2
k

) ∀1 ≤ k ≤ n. (9.4)

3. Le flot géodésique sur la sphère Sn (voir section VII A): on commence par (M, ω) = (Rn+1 \ {0} ×
Rn+1,

∑n+1
k=1 dqk ∧ dpk) et

H(q, p) :=
1
2

n+1∑

l,l′=1

(
q2
l p2

l′ − qlplql′pl′
)

(9.5)

F1(q, p) :=
n+1∑

l=1

qlpl (9.6)

Fk(q, p) :=
1
2

k∑

l,l′=1

(
q2
l p2

l′ − qlplql′pl′
) ∀2 ≤ k ≤ n + 1. (9.7)

Etant invariantes par le groupe G de dimension 2 (voir (7.6)) ces fonctions se restreignent bien sur
la sous-variété symplectique T ∗Sn (donnée par F1(q, p) = 0 et

∑n+1
l=1 q2

l = 1) où F2, . . . , Fn+1 = H
définissent un système intégrable qui représente le flot géodésique sur Sn dont les solutions sont des
grands cercles paramétrés avec leurs vitesses.
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Il est clair que chaque système intégrable est un cas particulier d’une application moment

J : M → Rn∗ : m 7→ (
F1(m), . . . , Fn(m)

)
(9.8)

où Rn est considérée comme une algèbre de Lie abélienne (c.-à-d. où tous les crochets s’annulent).

B. Sous-variétés et applications cöısotropes

Soit M une variété différentiable. Soit E un sous-espace vectoriel de l’espace tangent TmM au point
m ∈ M . On note

Eann := {α ∈ TmM∗ | α(v) = 0 ∀v ∈ E} (9.9)

l’espace annihilateur de E.

Définition IX.4 Soient (M,P ) une variété de Poisson et C une variété quelconque et Φ : C → M une
application de classe C∞.

1. Φ s’appelle cöısotrope ssi

PΦ(c)(α, β) = 0 quels que soient c ∈ C; α, β ∈ (TcΦ TcC)ann.

2. En particulier, si Φ est l’injection canonique d’une sous-variété fermée C de M , alors C s’appelle
sous-variété cöısotrope quand Φ est cöısotrope.

Il est immédiat que l’application identique d’une variété de Poisson est une application cöısotrope.
Pour une variété symplectique (M,ω) et un sous-espace E d’un espace tangent TmM il y a la notion

du sous-espace ω-orthogonal

Eω := {w ∈ TmM | ωm(v, w) = 0 ∀v ∈ E}, (9.10)

et l’on en déduit aisément la

Proposition IX.3 Soit (M, ω) une variété symplectique et C une sous-variété fermée de M . Alors C
est cöısotrope ssi

TcC
ω ⊂ TcC quel que soit c ∈ C.

Remarque: Si une sous-variéte cöısotrope C d’une variété symplectique (M, ω) est telle que

TcC
ω = TcC quel que soit c ∈ C. (9.11)

elle est appelée sous-variété lagrangienne. Les sous-variétés lagrangiennes jouent un rôle principal dans
la théorie du développement semiclassique des opérateurs différentiels, voir par exemple6.

Proposition IX.4 Soient (M, P ) et (M ′, P ′) des variétés de Poisson, Φ : M → M ′ une application de
Poisson et C ′ une sous-variété cöısotrope de M ′ qui soit transverse à Φ, c.-à-d. TmΦ(TmM)+TΦ(m)C

′ =
TΦ(m)M

′ quel que soit m ∈ M .
Alors l’image réciproque C := Φ−1(C ′) est une sous-variété cöısotrope de M .

Démonstration: Grâce à la transversalité de Φ et C′ il s’ensuit que C est une sous-variété de M qui a la même
codimension que C′. Soit c ∈ C et α′, β′ ∈ TΦ(c)C

′ann. Alors, puisque TcΦ v ∈ TΦ(c)C
′ quel que soit v ∈ TcC il

s’ensuit que α := α′ ◦TcΦ et β := β′ ◦TcΦ sont des éléments de TcC
ann. Si α = 0 alors α′ s’annule sur TcΦ(TcM)

et sur TΦ(c)C
′, donc α′ = 0 grâce au fait que Φ et C′ sont transverses. Alors les élements de TcC

ann sont tous de
la forme α = α′ ◦ TcΦ. On calcule

Pc(α, β) = Pc(α
′ ◦ TcΦ, α′ ◦ TcΦ) = (TcΦ⊗ TcΦ)(Pc)(α

′, β′) = P ′Φ(c)(α
′, β′) = 0,

et C est cöısotrope. 2
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Proposition IX.5 Soient (M, P ) et (M ′, P ′) deux variétés de Poisson et C une variété quelconque. Soit
Ψ : C → (M,P ) une application cöısotrope et Φ : (M, P ) → (M ′, P ′) une application de Poisson.
Alors la composée Φ ◦Ψ : C → M ′ est une application cöısotrope.
En particulier, le cas C = M et Ψ = 1M montre que toute application de Poisson est une application
cöısotrope.

Démonstration: Soient c ∈ C et α′, β′ ∈ TΦ(Ψ(c))M
′∗ telles que α′ ◦ Tc(Φ ◦ Ψ) = 0 et β′ ◦ Tc(Φ ◦ Ψ) = 0. Alors

α ◦ TcΨ :=
�
α′ ◦ TΨ(c)Φ

� ◦ TcΨ = 0 et β ◦ TcΨ :=
�
β′ ◦ TΨ(c)Φ

� ◦ TcΨ = 0. Puisque Ψ est cöısotrope il s’ensuit:

0 = PΨ(c)(α, β) = PΨ(c)(α
′ ◦ TΨ(c)Φ, β′ ◦ TΨ(c)Φ)

=
�
TΨ(c)Φ⊗ TΨ(c)Φ

�
(PΨ(c))(α

′, β′) = P ′Φ(Ψ(c))(α
′, β′)

ce qui prouve que Φ ◦Ψ est cöısotrope. 2

Soit (M,P ) une variété de Poisson. On a les exemples des sous-variétes cöısotropes suivants:

1. La variété M elle-même.

2. Si m0 ∈ M tel que Pm0 = 0, alors C := {m0} est cöısotrope.

3. Soit (g, [ , ]) une algèbre de Lie réelle de dimension finie et i : h → g une sous-algèbre. Alors la
restriction i∗ : (g∗, Pg) → (h∗, Ph) est une application de Poisson et une submersion surjective,
{0} ⊂ h∗ est une sous-variété coisotrope de (h∗,Ph), alors

hann := {ξ ∈ g∗ | ξ(y) = 0 ∀y ∈ h} (9.12)

est une sous-variété cöısotrope de (g∗, Pg) selon proposition IX.4.

4. Soit J : (M, P ) → (g∗, Pg) une application moment dont 0 ∈ g∗ est une valeur régulière. Alors
C := J−1(0) est une sous-variété cöısotrope de (M, P ) d’après proposition IX.4.

5. Dans la variété de Poisson (M × M,P(1) − P(2)) (voir proposition II.5) la diagonale ∆(M) :=
{(m,m) | m ∈ M} est une sous-variété cöısotrope.

6. Soit Φ : (M, P ) → (M ′, P ′) une application de Poisson. Alors son graphe

C := {(Φ(m),m
) ∈ M ′ ×M | m ∈ M} (9.13)

est une sous-variété cöısotrope de la variété de Poisson (M ′ ×M,P ′(1) − P(2)): en fait, idM ′ × Φ :
(M ′ × M, P ′(1) − P(2)) → (M ′ × M ′, P ′(1) − P ′(2)) : (m′,m) 7→ (

m′, Φ(m)) est une application de
Poisson, et C = (idM ′ × Φ)−1

(
∆(M ′)

)
(A.Weinstein80).

On note que toute structure de Poisson définit un homomorphisme de fibrés vectoriels

P ] : T ∗M → TM : αp 7→ P ]
p(αp) := Pp(αp, ) (9.14)

avec l’identification naturelle TpM
∗∗ = TpM .

Proposition IX.6 Soit C une sous-variété cöısotrope d’une variété de Poisson (M, P ).
Alors la distribution E := ∪c∈CP ]

c

(
TcC

ann
)

est lisse et involutive, c.-à-d. si deux champs de vecteurs
X,Y sur C prennent leur valeurs dans E, alors il en est de même pour leur crochet [X,Y ].

On obtient la caractérisation algébrique des sous-variétés cöısotropes suivante:

Proposition IX.7 Soit (M, P ) une variété de Poisson et C une sous-variété fermée de M . Soit IC

l’idéal annulateur de C, c.-à-d.

IC := {f ∈ C∞(M,C) | f(c) = 0 ∀c ∈ C}.
Alors C est une sous-variété cöısotrope si et seulement si IC est une sous-algèbre de Poisson, c.-à-d.:

Si f, g ∈ IC alors {f, g} ∈ C.

Voir76, p.99, Prop.7.6 pour une démonstration.
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C. Réduction symplectique

Dans ce sous-paragraphe on ne traite que les variétés symplectiques (pour des généralisations voir61):
Soit i : C → M une sous-variété cöısotrope d’une variété symplectique (M, ω). Ici la distribution E

de proposition IX.6 est égal au sous-fibré TCω := ∪c∈CTcC
ω (voir proposition IX.3. Le feuilletage F

correspondant au fibré intégrable E s’obtient à l’aide du théorème classique de Frobenius, voir59, p. 28,
Thm.3.25. Supposons que l’espace des feuilles Mred := C/F est muni d’une structure différentiables
compatible avec la topologie quotient telle que la projection canonique π : C → Mred soit une submersion
surjective. Alors on a le théorème classique suivant:

Théorème IX.1 Avec les hypothèses mentionnées ci-dessus, l’espace quotient Mred est muni d’une struc-
ture symplectique canonique, ωred, définie par

i∗ω =: π∗ωred.

La variété symplectique (Mred, ωred) s’appelle la variété symplectique réduite.

Voir1, p. 416, Thm. 5.3.23, pour une démonstration.
Un cas particulier important s’obtient par une application moment J : M → g∗ pour laquelle 0 est une

valeur régulière dont l’image réciproque C := J−1(0) n’est pas vide. Dans ce cas-là, C est une sous-variété
cöısotrope, et la variété réduite (au cas où elle existe) s’obtient en tant qu’espace quotient du groupe
de Lie G (à algèbre de Lie g) agissant de façon libre et propre sur C. Cette construction importante
et extrêmement utile est appelée la réduction de Marsden-Weinstein62. Par exemple l’espace projectif
complexe s’obtient en tant que variété symplectique réduite de M = R2n+2, ω =

∑n+1
k=1 dqk ∧ dpk à l’aide

de l’application moment J(q, p) :=
Pn+1

k=1 (q2
k+p2

k)

2 − 1
2 pour l’action du groupe U(1) sur Cn+1 = R2n+2.

X. QUANTIFICATION DES APPLICATIONS DE POISSON ET DES PLONGEMENTS
COı̈SOTROPES?

Dans ce paragraphe je voudrais bien discuter quelques questions –à ma connaissance ouvertes– et
quelques-uns de mes résultats au sujet de la quantification des applications de Poisson et des sous-variétés
cöısotropes des variétés de Poisson.

A. Homomorphismes de star-produits

Définition X.1 Soient (M,P ) et (M ′, P ′) deux variétés de Poisson munies des star-produits ∗ et ∗′,
respectivement.
Une application C[[λ]]-linéaire Φ : C∞(M,C)[[λ]] → C∞(M ′,C)[[λ]] est appelée homomorphisme de star-
produits ssi Φ est un homorphisme d’algèbres associatives unitaires sur C[[λ]]:

Φ(F ∗G) =
(
Φ(F )

) ∗′ (Φ(G)
)

quels que soient F,G ∈ C∞(M,C)[[λ]].

Le lien avec les applications de Poisson est contenu dans le lemme suivant:

Lemme X.1 Soit Φ =
∑∞

r=0 λrΦr : C∞(M,C)[[λ]] → C∞(M ′,C)[[λ]] un homomorphisme de star-
produits.
Alors il existe une application de Poisson φ : (M ′, P ′) → (M, P ) telle que Φ0(f) = φ∗f := f ◦ φ quelle
que soit f ∈ C∞(M,C).

Démonstration: Soient f, g ∈ C∞(M,C). La propriété d’homomorphisme de Φ s’écrit à l’ordre 0 de λ:

Φ0(fg) =
�
Φ0(f)

��
Φ0(g)
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Alors Φ0 est un homomorphisme d’algèbres commutatives associatives unitaires C∞(M,C) → C∞(M ′,C). D’après
l’exercice de Milnor (voir59, p. 301, Cor. 35.9) il existe une application de classe C∞ φ : M ′ → M telle que
Φ0(f) = φ∗f . Ensuite, le commutateur de la propriété d’homomorphismes à l’ordre 1 de λ s’écrit

Φ0{f, g} = {Φ0(f), Φ0(g)}
d’où le fait que φ est une application de Poisson. 2

La question réciproque de savoir quand une application de Poisson donnée se déforme dans un homo-
morphisme de star-produits est sans doute intéressante:

Problème X.1 Quelles sont les conditions sur une application de Poisson φ : (M ′, P ′) → (M, P ) pour
qu’il existent des star-produits ∗′ et ∗ sur les variétés de Poisson (M ′, P ′) et (M, P ), respectivement, et
des applications linéaires Φ1, Φ2, . . . : C∞(M,C) → C∞(M ′,C) tels que

Φ := φ∗ +
∞∑

r=1

λrΦr

soit un homomorphisme de star-produits?

1. Applications moment quantiques et systèmes intégrables quantiques

Un cas particulier très important est donné par les applications moments J : M → g∗ (voir paragraphe
IXA 1). Puisque J est une application de Poisson on peut spécifier problème X.1 de façon suivante:

Problème X.2 Quelles sont les conditions sur une application moment J : M → g∗ pour qu’il existent
un star-produit ∗ sur la variété de Poisson (M,P ) et des applications linéaires Φ1, Φ2, . . . : C∞(g∗,C) →
C∞(M,C) tels que

Φ := J∗ +
∞∑

r=1

λrΦr

soit un homomorphisme de star-produits si la variété de Poisson (g∗, Pg) (voir eqn (2.23)) est munie du
star-produit BCH (théorème VII.3)?

Si l’on définit les applications Jr : M → g∗, r ∈ Nature(London) par (ξ ∈ g):

J0 := J et 〈Jr, ξ〉 := Φr(ξ̃) (10.1)

où ξ̃ : g∗ → C : α 7→ 〈α, ξ〉, il résulte de la propriété d’homomorphismes de Φ et du fait que ξ̃ ∗ η̃− η̃ ∗ ξ̃ =
iλ[̃ξ, η] (voir thm VII.3):

〈J, ξ〉 ∗ 〈J, η〉 − 〈J, η〉 ∗ 〈J, ξ〉 = iλ〈J, [ξ, η]〉. (10.2)

Une série formelle de fonctions J ∈ g∗ ⊗ C∞(M,C)[[λ]] satisfaisant eqn (10.2) s’appelle une application
moment quantique d’après Xu82. Si J = J = J0 le star-produit ∗ s’appelle g-covariant d’après Arnal,
Cortet, Molin et Pinczon2. Plus particulièrement, un star-produit ∗ s’appelle fortement g-invariant
d’après ces auteurs si

〈J, ξ〉 ∗ f − f ∗ 〈J, ξ〉 = iλ{〈J, ξ〉, f} (10.3)

quelle que soit la fonction f ∈ C∞(M,C)[[λ]. On a le critère suffisant suivant pour l’existence de ces
star-produits:

Théorème X.1 (Fedosov,1996) Soit (M, ω) une variété symplectique, J : M → g∗ une application
moment et ∇ une connection dans le fibré tangent telle que

0 =
(
LX〈J,ξ〉∇

)
X

Y := [X〈J,ξ〉,∇XY ]−∇[X〈J,ξ〉,X]Y −∇X [X〈J,ξ〉, Y ].

quel que soit ξ dans l’algèbre de Lie g. Alors il existe un star-produit fortement g-invariant ∗.
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Voir42 pour la démonstration. Par exemple, si les flots des champs de vecteurs X〈J,ξ〉 définissent l’action
d’un groupe de Lie compacte ou plus généralement une action propre d’un groupe de Lie, il résulte d’un
théorème classique de R.Palais que ces champs de vecteurs préservent une métrique riemannienne sur M ,
alors sa connection Levi-Civita, et le théorème de Fedosov est applicable.

Puisque les systèmes hamiltoniens intégrables constituent une sous-classe des applications moment (voir
paragraphe IX A 2 et eqn (9.8)) on peut appeler un système hamiltonien (M, ω, H) un système intégrable
quantique ss’il ya une application F =

∑∞
r=0 λrFr ∈ Rn ⊗ C∞(M,C)[[λ]] telle que

(
M, ω, H,F0 =: F =:

(F1, . . . , Fn)
)

soit un système intégrable classique et

Fk ∗ Fl − Fl ∗ Fk = 0 (10.4)

quels que soient 1 ≤ k, l ≤ n. La plupart des systèmes hamiltoniens intégrables connus sont aussi
intégrables quantiques, par exemple tous les exemples mentionnés en paragraphe IXA 2 si l’on choisit
∗ = ∗w et F = F ou les exemples de12.

B. Représentations de star-produits II

On rappelle la définition d’une représentation de star-produit du paragraphe VIII dans Définition
VIII.1: ceci était un homomorphisme d’algèbres associatives entre l’algèbre (C∞(M,C)[[λ]], ∗) ((M,P )
étant une variété de Poisson munie d’un star-produit ∗) et l’algèbre d’opérateurs différentiels sur une
variété différentiable C.

Le lien entre les représentations de star-produits et les sous-variétés cöısotropes est contenu dans la
proposition suivante:

Proposition X.1 Soit (M,P ) une variété de Poisson munie d’un star-produit ∗, C une variété
différentiable et

ρ =
∞∑

r=0

λrρr : C∞(M,C)[[λ]] → Diffop(C)[[λ]]

une représentation de star-produits.
Alors il existe une application de classe C∞, i : C → M telle que ρ0(f)(ψ) = (i∗f)ψ := (f ◦ i)ψ quelles
que soient f ∈ C∞(M,C) et ψ ∈ C∞(C,C).
Ensuite, au cas où i est un plongement sur une sous-variété fermée i(C) de M , alors i(C) est une
sous-variété cöısotrope.

Démonstration: La propriété de représentation s’écrit à l’ordre 0: ρ0(f)ρ0(g) = ρ0(fg). Donc ρ0 est un homo-
morphisme de l’algèbre associative commutative C∞(M,C) dans l’algèbre associative Diffop(C). Puisque ρ0(1) =
l’application identique, alors ρ0 envoie des fonctions qui ne s’annulent nulle part sur des opérateurs différentiels
inversibles. Si l’on regarde le symbole standard (voir paragraphe VE) d’un opérateur différentiel inversible dans
des coordonnées locales, on voit qu’il ne contient aucune puissance strictement positive d’une dérivée partielle.
Alors, un tel opérateur différentiel prend la forme ψ 7→ χψ où χ ∈ C∞(C,C). Soit f ∈ C∞(M,R). Alors la fonction
1 + f2 est un élément inversible dans l’algèbre C∞(M,C). Par conséquent, il existe une fonction χ ∈ C∞(C,R)
telle que

ψ + ρ0(f)2(ψ) = ρ0(1 + f2)(ψ) = χψ

quelle que soit ψ ∈ C∞(C,C). Il s’ensuit qu’il existe une fonction χ′ ∈ C∞(C,C) telle que ρ(f)(ψ) = χ′ψ.
Pour une fonction à valeurs complexes on arrive à la même conclusion tout en séparant en partie réelle et partie
imaginaire. Alors il existe un homomorphisme d’algèbres associatives commutatives ρ̃0 : C∞(M,C) → C∞(C,C)
tel que ρ0(f)ψ = ρ̃0(f) ψ. D’après l’exercice de Milnor (voir59, p. 301, Corollary 35.10) il existe une application
de classe C∞ i : C → M telle que ρ̃0(f) = f ◦ i.
Soit i maintenant un plongement. Tout en identifiant C et son image i(C) nous considérons deux fonctions
f, g ∈ C∞(M, C) qui s’annulent sur C. Le commutateur de l’identité de représentation à l’ordre 1 s’écrit

[ρ1(f), ρ0(g)]− [ρ1(g), ρ0(f)] = ρ0({f, g})

Puisque ρ̃0(f) = i∗f = 0 = i∗g = ρ̃0(g) il s’ensuit que {f, g} ◦ i = 0, alors C est cöısotrope selon proposition IX.7.

2

55



M. Bordemann African Journal Of Mathematical Physics Volume2Number2 (2005)21-61

Encore une fois, la question réciproque de savoir quand l’injection canonique i d’une sous-variété
cöısotrope fermée C d’une variété de Poisson donnée se déforme dans une représentation de star-produits
me semble aussi intéressante:

Problème X.3 Quelles sont les conditions sur l’injection canonique i : C → (M,P ) d’une sous-variété
cöısotrope fermée C d’une variété de Poisson (M, P ) pour qu’il existent un star-produit ∗ sur la variété
de Poisson (M, P ) et des applications linéaires ρ1, ρ2, . . . : C∞(M,C) → Diffop(C) tels que

ρ := i∗ +
∞∑

r=1

λrρr

soit une représentation de star-produits?

Ici j’ai utilisé la notation simplifiée ρ0 = i∗ pour ρ0(f)(ψ) = (i∗f)ψ.

1. Lien entre homomorphismes et représentations de star-produits

Soient (M,P ) et (M ′, P ′) deux variétés de Poisson munies des star-produits ∗ =
∑∞

r=0 λrCr et
∗′ =

∑∞
r=0 λrC ′r, respectivement. Pour deux entiers positifs s, t on définit dans une carte (U ×

U ′, x1, . . . , xn, y1, . . . , yn′) l’opérateur bidifférentiel suivant
(
Cs ⊗ C ′t

)
(F,G) :=

Ns∑

a,b=0

Nt∑

c,d=0

∑
1≤i1,...,ia≤n
1≤j1,...,jb≤n

∑

1≤i′1,...,i′c≤n′
1≤j′1,...,j′d≤n′

C(a,b),i1···ia,j1···jb
s C ′(c,d),i′1···i′c,j′1···j′d

t

∂a+cF

∂xi1 · · · ∂xia∂yi′1 · · · ∂yi′c

∂b+dG

∂xj1 · · · ∂xjb∂yj′1 · · · ∂yj′d
.

quelles que soient F,G ∈ C∞(M ×M ′,C). La définition ne dépend pas des cartes choisies. On pose

∗ ⊗ ∗′ :=
∞∑

r=0

λr
∑

s+t=r

Cs ⊗ C ′t

ce qui définit évidemment un star-produit sur (M ×M ′, P(1) +P ′(2)) (voir Proposition II.5). En outre, on
définit la multiplication ∗opp

f ∗opp g := g ∗ f quelles que soient f, g ∈ C∞(M,C)[[λ]]

qui est évidemment un star-produit pour la variété de Poisson (M,−P ). Le lien entre la quantification
des application de Poisson et la quantification des sous-variétés cöısotropes se trouve dans la suivante

Proposition X.2 (M.B. 2000) Soit φ : (M ′, P ′) → (M, P ) une application de Poisson entre deux
variétés de Poisson. Soit i : C := M ′ → M × M ′ le plongement canonique dans le graphe de φ,
{(φ(p′), p′) := i(p′) ∈ M ×M ′ | p′ ∈ M ′} (ce qui est une sous-variété cöısotrope de (M ×M ′, P(1) − P ′(2)
d’après le théorème de Weinstein, voir exemple 6 dans paragraphe IXB). On suppose qu’il y ait
une représentation de star-produits ρ de C∞(M × M ′,C)[[λ]] munie du star-produit ∗ ⊗ ∗′opp dans
Diffop(C)[[λ]] = Diffop(M′)[[λ]] telle que ρ0 = i∗. Soit r : C∞(M ′,C)[[λ]] → C∞(M ′,C)[[λ]] l’application
r(g) := ρ(1⊗ g)(1) et l : C∞(M,C)[[λ]] → C∞(M ′,C)[[λ]] l’application l(f) := ρ(f ⊗ 1)(1).
Alors r est inversible et

Φ := r−1 ◦ l : C∞(M,C)[[λ]] → C∞(M ′,C)[[λ]]

est un homomorphism de star-produits tel que Φ0 = φ∗.
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Démonstration: Soient f, f1, f2 ∈ C∞(M,C) et g, g1, g2 ∈ C∞(M ′,C). On a r0(g) = ρ0(1⊗ g)(1) = i∗(1⊗ g) = g,
alors r0 est l’application identique ce qui entrâıne que r est inversible. Ensuite, l0(f) = ρ0(f ⊗1)(1) = i∗(f ⊗1) =
φ∗f , par conséquent Φ0 = (r−1 ◦ l)0 = l0 = φ∗. On a

ρ(1⊗ g1)r(g2) = ρ(1⊗ g1)ρ(1⊗ g2)(1) = ρ
�
1⊗ (g1 ∗′opp g2)

�
(1)

= r(g1 ∗′opp g2) = r(g2 ∗′ g1).

d’où
g2 ∗′ g1 =

�
r−1 ◦ ρ(1⊗ g1) ◦ r

�
(g2)

En outre, �
r−1 ◦ ρ(f ⊗ 1) ◦ r

�
(g) = r−1�ρ(f ⊗ 1)ρ(1⊗ g)(1)

�
= r−1�ρ(f ⊗ g)(1)

�
= r−1�ρ(1⊗ g)ρ(f ⊗ 1)(1)

�
=
�
r−1 ◦ ρ(1⊗ g) ◦ r

��
r−1(l(f))

�
= Φ(f) ∗′ g

d’après l’équation précédente. Par conséquent

Φ(f1 ∗ f2) ∗′ g =
�
r−1 ◦ ρ((f1 ∗ f2)⊗ 1) ◦ r

�
(g)

=
�
r−1 ◦ ρ(f1 ⊗ 1) ◦ r

� ��
r−1 ◦ ρ(f2 ⊗ 1) ◦ r

�
(g)
�

= Φ(f1) ∗′
�
Φ(f2) ∗′ g

�
=
�
Φ(f1) ∗′ Φ(f2)

� ∗′ g
ce qui montre que Φ est un homomorphisme de star-produits. 2

2. Représentation de star-produits quand l’espace réduit existe

Voici un résultat positif simple:

Théorème X.2 (M.B. 2001) Soit (M, ω) une variété symplectique munie d’un star-produit ∗. On note
[∗] sa classe de Deligne. Soit i : C → M une sous-variété cöısotrope fermée de M telle que la variété
symplectique réduite π : C → (Mred, ωred) (voir théorème IX.1 en paragraphe IXC) existe. Supposons en
outre qu’il existe une série formelle β à coefficients dans le deuxième groupe de cohomologie de de Rham
de Mred telle que

i∗[∗] = π∗β.

Alors il existe une représentation de star-produits ρ : (C∞(M,C)[[λ]], ∗) → Diffop(C)[[λ]]. En outre, il
est toujours possible de choisir ρ, un star-produit ∗red sur (Mred, ωred) de classe de Deligne [∗red] = β et
une anti-représentation ρred : C∞(Mred,C)[[λ]], ∗red) → Diffop(C)[[λ]] ( ρred(g1 ∗red g2) = ρred(g2)ρred(g1)
quelles que soient g1, g2 ∈ C∞(Mred,C)[[λ]]) de telle façon que

ρ(f)ρred(g) = ρred(g)ρ(f)

quelles que soient f ∈ C∞(M,C)[[λ]] et g ∈ C∞(Mred,C)[[λ]].

Démonstration: On considère la variété symplectique (M×Mred, ω(1)−ωred(2)). Grâce au théorème de classification
VI.5 des star-produits symplectiques il existe un star-produit ∗red sur Mred tel que sa classe de Deligne [∗red] soit
égale à β. On considère le star-produit ∗̂ := ∗ ⊗ ∗opp

red , et sa classe de Deligne vaut

[∗̂] = pr∗1 [∗]− pr∗2 [∗red]

où pr1 : M × Mred → M et pr2 : M × Mred → Mred désignent les projections canoniques. Grâce à l’équation
i∗ω = π∗ωred on voit que

j : C → M ×Mred : c 7→ �
i(c), π(c)

�
est un plongement sur une variété lagrangienne L := j(C) (voir eqn 9.11) de M ×Mred. D’après un théorème de
Weinstein (voir79 ou1, p.411, thm 5.3.18) il existe un voisinage ouvert U ⊃ L dans M ×Mred un voisinage ouvert
L ⊂ V ⊂ T ∗L de la section nulle du fibré cotangent de L et un difféomorphisme symplectique φ : U → V dont
la restriction à L donne l’identification usuelle de L avec la section nulle L → T ∗L. On peut choisir U de telle
façon que V ∩ TlL

∗ est contractile quel que soit l ∈ L. Soit τ : U → C la submersion surjective induite par la
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projection du fibré τ∗L : T ∗L → L moyennant φ (c.-à-d.: τ∗L ◦ φ =: j ◦ τ) et soient iL : L → U et iU : U → M
les injections canoniques. U est une sous-variété ouverte, donc symplectique de M ×Mred, et le star-produit ∗̂ se
restreint à U , ∗̂|U . L’application (j ◦ τ)∗ : Γ(ΛT ∗L) → Γ(ΛT ∗U) induit un isomorphisme des cohomologies de de
Rham (dont l’application réciproque est induite par i∗L : Γ(ΛT ∗U) → Γ(ΛT ∗L)) puisque j ◦ τ est une rétraction
par déformation de U sur L. Par conséquent, la classe de Deligne de ∗̂|U vaut

[∗̂|U ] = (j ◦ τ)∗i∗L[∗̂|U ] = (j ◦ τ)∗i∗Li∗U [∗̂] = τ∗j∗i∗Lpr∗1 [∗]− τ∗j∗i∗Lpr∗2 [∗red]

= τ∗
�
i∗[∗]− π∗[∗red]

�
= 0

puisque iU ◦ iL = iL, pr1 ◦ iL ◦ j = pr1 ◦ j = i et pr2 ◦ iL ◦ j = pr2 ◦ j = π. Dans15 on a montré qu’un star-produit
sur T ∗L ∼= T ∗C dont la classe de Deligne s’annule est toujours équivalent au star-produit ∗s (voir eqn 8.11). Par
conséquent, en utilisant le symplectomorphisme φ on peut montrer qu’il existe une série d’opérateur différentiels
S = id +

P∞
r=1 λrSr sur U telle que

S(F ∗̂|UG) = (SF ) ∗s (SG) quelles que soient F, G ∈ C∞(U,C)[[λ]],

et il suit directement que la representation ρs : C∞(U,C)[[λ]] → Diffop(C)[[λ]] relative à une connection sans
torsion ∇ sur C ∼= L (voir eqn 8.11) définit une représentation ρ̂ pour l’algèbre

�C∞(M ×Mred,C)[[λ]], ∗̂�) par

ρ̂(F ) := ρs

�
S(F |U )

�
quelle que soit F ∈ C∞(M × Mred,C)[[λ]]. Evidemment, ρ̂0 = j∗. En particulier, quand on restreint la

représentation ρ̂ à la sous-algèbre
�C∞(M,C)[[λ]], ∗� de

�C∞(M × Mred,C)[[λ]], ∗̂�) (c.-à-d.: ρ(f) := ρ̂(pr∗1f) =

ρ̂(f ⊗ 1)) on obtient la représentation ρ souhaitée. En plus, ρ0 = ρ̂0 ◦ pr∗1 = j∗pr1∗ = i∗. Quand on restreint

la représentation ρ̂ à la sous-algèbre
�C∞(Mred,C)[[λ]], ∗opp

red

�
on obtient l’anti-représentation souhaitée par un

raisonnement analogue. Puisque les deux sous-algèbres commutent, il en est de même pour ses représentations.

2
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Prépublication math.QA/0012228, 2000.
27 Connes, A.: Noncommutative Differential Geometry. Academic Press, San Diego, 1994.
28 Connes, A., Flato, M., Sternheimer, D.: Closed Star Products and Cyclic Cohomology. Lett.Math.Phys. 24

(1992), 1-12.
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Fields, and Gravitation. (ÃLódź 1998). AIP Press, New York, 1998, p. 107-145; voir aussi math.QA/9809056.
76 Vaisman, I.: Lectures on the Geometry of Poisson Manifolds. Birkhäuser, Basel, 1994.
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