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Abstract

Nous étudions les algebres de Lie symétriques a gauche sous jacentes a une structure
k-symplectique d’algebres de Lie. Nous proposons la notion de k-extension en s’inspirant
de la notion de double extension introduite par P.Medina et P.Revoy. Cette technique
consiste & additionner & une algebre de Lie k-symplectique de dimension n(k + 1) un
espace de dimension k + 1, pour obtenir une algebre de Lie k-symplectique de dimension
(n+1)(k+1). Nous étudions en particulier, le cas d’une algebre de Lie 2-symplectique
de dimension 3 de Heisenberg filiforme.

I. INTRODUCTION

La premiére apparition des algebres symétriques a gauche (A.S.G.) dans la littérature se trouve dans
les travaux de E. CARTAN", puis elles sont utilisées dans les domaines bornés homogenes par J.L.
KOZSUL'? et dans les domaines homogenes convexes par E.B. VINBERG!*, puis J. HELMSTETTER a
étudié les A.S.G. nilpotentes®?, et par la suite, les A.S.G. ont fait I’objet de la these de A. MEDINA'!,
et les A.S.G. symplectiques ont fait partie de celle de A. AUBERT".

Les algebres de Lie k—symplectiques sont introduites par A. AWANE? ®. On se propose d’étudier les
A.S.G. sous jacentes & une structure k—symplectique.

La structure d’algebre symétrique a gauche est la donnée d’un espace vectoriel munit d’un multiplication
qui vérifie :

(XYV)VZ-X(YZ)=(YX)Z-Y (XZ),

Rappelons qu’une connexion plate V munit l'espace X (M) des champs de vecteurs différentiables sur la
variété M, d’une structure d’algebre symétrique & gauche en prenant la multiplication XY = Vx Y1,
On étudie aussi la notion de k—extension des algebres de Lie k—symplectiques, en s’inspirant de la double
extension introduite par A. Medina et P. Revoy!'?13, cette technique consiste & additionner & une algebre
de Lie k—symplectique de dimension n (k+ 1) un espace de dimension k + 1, de fagon & obtenir une
algébre de Lie k—symplectique de dimension (n + 1) (k + 1).

Nous donnons en dimension 3, les 2—extensions de l’algebre de Lie abélienne et les algebres de Lie de
Heisenberg qui sont aussi filiformes.
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II. ALGEBRES DE LIE K-SYMPLECTIQUES SYMETRIQUES A GAUCHE
A. Préliminaire

Rappelons la définition suivante® :

Définition I1.1 Soient G une algébre de Lie de dimension n(k + 1) sur K (K = R ou C), 01,... 6%
des 2—formes fermées de A*(G) et H une sous-algébre de Lie de G de codimension n. On dit que
6. .. ,0%: H) est une structure k-symplectique sur G si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. le systéme extérieur {01, 6%, ... ,0’“} est non dégénéré,

2. la sous-algebre de Lie H est un sous-espace totalement isotrope par rapport a chacune des 2-formes
0P, c’est a dire 0P(xz,y) =0 pour tous x,y appartenant a H.

Définition I1.2 Soit G un espace vectoriel muni d’un produit bilinéaire :

gxg — ¢

(z,y) — zy

On dit que G est une algébre symétrique & gauche (A.S.G.) si ce produit vérifie :

B. Algébre de Lie k—symplectiques symétrique a gauche

Soit G une algebre de Lie de dimension n(k + 1) sur K, munie d’une structure k—symplectique
0%, ...,0%H),
et d’une structure d’algebres symétriques a gauche

nw:Ggxg—g.

Définition I1.3 On dit que pu est sous jacente & la structure k-symplectique (6%, ..., 0%;H) si la propriété

sutvante est satisfaite :

0" (n(X,Y),2) = =0 (Y,[X, Z])
pour tous p € {1,...,k} et XY, Z € G.
Soit I’application

j G — hom(g,Kk)
7 — (i(Z)Gl,...,i(Z)Gk),

la non dégénérescence du systeme {91, R 9’“} montre que I'application j est injective, donc G est stricte-
ment inclus dans hom (Q,K’“) deés que k > 2, puisque dim (G) = n(k + 1) et dim (hom (Q,K’“)) =
kn(k+1).
Pour tous X,Y € G, on considere 1’élément fx y de hom (g, Kk) défini par :
fX,Y (Z) = (01 (Ya [Xa Z]) yeee 79k (Yv [Xa Z])) :
D’ou :

Proposition I1.1 p est sous-jacente d la structure k—symplectique (01, ..., 0%;H) si et seulement si pour

tous X, Y € G, on a :

J(p(X,Y)) = fxvy.
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Dans tout ce qui suit nous posons
p(easep) E MA BE€C;

et
eA, €B Z CA BEC-
Proposition I1.2 Si le produit symétrique a gauche est sous-jacent a la structure k—symplectique
(0',...,0% H), alors
pour tous X,Y € G

Démonstration. Soient X,Y,Z € Getpe{l,...,k},ona:
o ((XY] - 0 (6 Y) (Y X) 2)

= 0P ([X,Y],2) = 0P (u(X,Y),Z) + 07 (n(Y, X), Z)
— o ([X,Y], )+91’( Y, [X,Z]) — 07 (X, [Y, Z])

— 0 ([X,Y],2) — 00 (X, 2),Y) + 07 ([, 2], X)

= 607 (X,Y,2)

= 0.
Soient G une algebre de Lie de dimension n (k + 1) dotée par la structure k-symplectique (61, ..., 0%, H),
et (€qi, €)1 <qap1<icn UNe base de G avec (€qi), < <y 1 <<, Une base de M, étant donné deux éléments X
et Y de G, nous étudions ici 'existence d'un élément u (X,Y") de G tel que :

0 (1 (X,Y),Z) = —6° (Y, [X, 7)) (2:2)
pour tous Z € Get pe {1,...,k}.

Proposition I1.3 Si le produit symétrique a gauche u est sous jacent a la structure k—symplectique,
alors 'H est une sous-algebre abélienne pour p, de plus c¢’est un idéal pour la méme structure.

Démonstration.
Prenons 4, j,I,m € {1,...,n} et p,q,r,s € {1,...,k}, le calcul se fait en remplagant chaque fois X, YV’
et Z par ey ou e;, dans I’équation (2.2), on trouve les résultats suivants :

Pqirs = 0. (2.3)
Hqij; = Cf])szl =0. (2.4)
Mi’,m = Cj s =0 (2.5)
umdp = Of”sl (2.6)
Pgirj = fCéz 02 = 0. (2.7)
Mgﬁ,j - Cﬁiz- (2.8)
M?,lrj = _Cz'j,l(sf- (2.9)

k', = cl. (2.10)

Les équation (2.3) et (2.7) impliquent que H est une sous-algebre abélienne pour p.
Les équations (2.4) et (2.5) impliquent le résultat suivant :

Proposition I1.4 Si le produit symétrique a gauche u est sous jacent a la structure k—symplectique,
alors H est un idéal abélien pour |,].

Nous étudions par la suite, les algebres de Lie k—symplectiques symétriques a gauche en petites di-
mensions
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C. Exemple

Dans ce paragraphe on prend n = 2 et £ = 2, donc on consideére une algebre de Lie G de dimension
6 munie de la structure 2—symplectique (6%,6%;H) ot H = vect {e1,...,es} telle que (e1,...,eq,e5,€6)
soit une base de G et (wl,...,w") sa base duale.

La structure 2—symplectique sur G est donnée par :

0 =W Aw® 4+ w? A Wb
02 = w3 Aw® +wt Awd
H = ker w® N ker 5.

Etant donnés deux éléments X et Y de G, nous cherchons 'existence d’un élément 1 (X,Y) de G tel
que :

0" (n(X,Y),Z) = -0"(Y,[X, Z])

pour tous Z € G et p € {1,2}.
Les constantes de structure qui restent sont les suivantes :

1 1 1 1 1 1 1 1 1
01257 01267 02257 02267 01557 03567 04557 0%67 05267
0%57 0%67 0%57 02367 0%57 C%Gv 0%57 C%G? CEéG?
C}P’ C}LG’ 6257 Cin Ci5v 0%‘67 Cill5v CZ}LG’ CZG?
Cl5a 016’ 025’ 0267 0357 036’ 045’ C46’ 056’
C3, C8

565 56

De plus on a les égalités suivantes :

Cls = C35,Cf5 = Ci5, O35 = Cis, O35 = Cis,

Cls = O34, Cfg = C3g, C36 = Cis, C35 = Clg.

Cette algebre est définie donc par les équations suivantes :

. 6 . . 6 . .
dw* = Y —Chw! AW’ + 3 —Clsw? AP,
j=1 j=1

dw®
dwb

—C3w’ AW,
—C8w® A WS.

Le produit symétrique a gauche est donné par le tableau suivant :

P ul  ep e es3 es |es eg

er| 0 0 0 0 |[Clser + Clgea +[Cher + Cigea +
Ofseg + 0%664 0%563 + Cf664

€9 0 0 0 0 [Cse1 + Cogea +|Cizer + Cigea +
C3ses + Cigea Coses + Cigea

es| 0 0 0 0 [Ciser + Cigea +[Cher + Ciges +
C3ses + Ciges Cises + Cigeq

€y 0 0 0 0 Ci5€1 + Ci6€2 + C42561 + C42662 +
02563 + 02664 02563 + 0511664

es —055662 —056662 _CE?664 —Cg6€4 051662 + 05?684 + C§662 + 031664 +
Clses + Caseq Cies + C3seq

€6 C’g’ﬁel Cg661 Cg663 056663 70‘%661 — 03663 + 7052661 — C§663 +
011665 + 021666 012665 + 022666
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III. K—EXTENSION DES ALGEBRES DE LIE K-SYMPLECTIQUES
A. Préliminaire
Soit G une algebre symétrique & gauche (A.S.G.) c¢’est-a-dire muni d’un produit bilinéaire qui vérifie :
(xy).z—z (y.2) = (yx) .z —y. (x.2),
si on munie G du crochet
[z,y] = 2.y —y.z,
on obtient une algebre de Lie notée G_ cette algebre de Lie est dite sous-jascente a la structure symétrique
a gauche.
Soit (g; o, . .. ,9]“) est une algebre de Lie k—symplectique, et posons
0" (x.y,2) = =0" (y, [z, 2])
pour tout p € {1,...,k} et pour tous x,y,z € G.
Proposition ITIL.1 Le produit (x,y) — x.y est symétrique & gauche.
Pour démontrer cette proposition on aura besoin du lemme suivant :
Lemme II1.1 Soit f un endomorphisme de G. Alors il existe un endomorphisme unique f* de G vérifiant
0 (.S () = ~0° (" (1))
pour tout p € {1,...,k} et pour tous x,z € G.
Preuve. L’endomorphisme f* est bien défini, de plus le systeme {91, cee 9’“} est non dégénéré ce qui
assure 'unicité de f*.
Démonstration de la proposition III.1.
i) Soit « € G, en appliquant le lemme précédent & f = ad,, on trouve f*(y) = x.y.
ii) Le produit (x,y) — .y vérifie z.y — y.x = [x,y], en effet pour tout p € {1,...,k} on a:
07 (v — o, 2) = 0 (3, [2,]) + 67 (z, [y, 2)
or dfP = 0, donc
07 (o 9, 21) + 07 (0, [2,2]) + 07 (=, 2, ) =0,
ce qui donne
0 (xy —y.x,2) = =0" (2, [z,y]) = 0” ([2,9], 2)

pour tout z € G et pour tout p € {1,...,k}, et puisque le systeme {01, . ,Qk} est non dégénéré,
alors z.y — y.x = [z,9].

iii) Soient x,y,z,t € G,on a: 0P (z.(y.2) — y. (xz.2) — (v.y) .2 + (y.x) .2,t) =

= o7 (gj (yz at) — o7 (y (Z‘Z),t) — o7 ([IJA th)

= —or (y.z, l',t]) + 67 (:E.Z, [yvtD + 67 (27 H%y} 7tD

= or (27 [y’ [Jf,t”) — 07 (Za Zz, [ 7t]]) — o7 (Za t, [.’I/‘,y]])

= -0 (Z7 Ht’m] 7?}]) — o7 (Z7 [[yvt] ) L ) —or (Za [[xvy] at])
= -0 (Z7 Hta ‘r] 7y} + [[yat] ,I] [[z,y] at])
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d’apres l'identitéidetité de Jacobi, ce qui implique que
pour tous x,y,z € G.

Proposition ITI1.2 Si (g,,@l,...,ﬂk) est une algébre de Lie k—symplectique, alors pour tout p €
{1,...,k} et pour tous z,y,z € G_on a :

i) 0P (z.y,2) + 607 (z.y,z) = 0,
i) > 0P (xy,z) =0,

cycl

ou Y. désigne la somme cyclique des éléments x, y et z.
cycl

Rappelons les deux définitions suivantes!! :
Définition II1.1 Soit G une A.S.G. on appelle noyau de G l'idéal bilatére de G défini par :
N(G)={a€§; L, =R, =0},
ot Ly et R, désignent respectivement les translations a gauche et a droite.
Définition IIL1.2 On appelle centre de l’algebre de Lie G_ la sous-algébre de Lie définie par :
Z(G-)={a€G;la,z] =[z,a],Vz € G}.
Il est clair que
N(©G) cZz(9),
de plus on a :
Lemme I11.2 Si l'algebre G est k—symplectique alors :
N(G)=Z(G).
Preuve. Les équations :
0 (ab,c) = —6' (ba, ),
.H.k-(ab, c) =—0%(bla,d]),
montrent que si a € Z (G_) alors L, =0 et R, = 0.

Définition II1.3 Soient A une algebre symétrique a gauche et M un espace vectoriel.
On dit que M est un A—module si la loi externe :

AxM — M MxA — M
(a,m) — am ¢ (m,a) — ma

vérifient :

a(bm) — b(am) = [a, blm,
a(mb) — (am)b = m(ab) — (ma)b,

pour tous a,b € A et m € M.

Soit M un A—module et considérons K comme un A—module trivial.
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Définition II1.4 Un 2—cocycle (scalaire) de A a coefficients dans K, est une application bilinéaire f :
A x Av+— K qui vérifie la condition suivante:

flay —yx, 2) = f(z,y2) — [y, =2) (3.1)
pour tous x,y et z € A.
Définition IT1.5 Un 2—cobord (scalaire) de A a coefficients dans K, est un 2—-cocycle de la forme
f(a,b) = (ab),
ot @ est une forme linéaire sur A, c’est a dire p € A*.

Notation

Z%o(A,K) Tespace des 2—cocycles.
B%.(A,K) Despace des 2—cobords.
H36(AK) = Z56(A K)/Bs(4AK).

Définition ITI1.6 Soit A_ l’algebre de Lie sous-jascente a lalgébre symétrique a gauche A, et soit N un
A_—module.
Un 1—cocycle de A est une application linéaire v de A dans N qui vérifie

u([a, b)) = a.u(d) — b.u(a)

pour tous a,b € A_.
Un 1—cobord est un 1—cocycle de la forme

u(a) = a.ng
ot ng € N pour tout a € A.

Notation

Z1(A,N) Tespace des 1—cocycles.
Bl(A,N) Tlespace des 1—cobords.
H(A,N) = Z;(A N)/Bi(AN).

B. Notion de k—extension

Lemme II1.3 Si G est une algébre de Lie k—symplectique et si on considére G comme G—module pour
la représentation adjointe alors, les relations :

fi(a,b) = 0 (u(a),b)

fila,b) = 0% (u(@), )
induisent un isomorphisme entre H%4(G,K) x ... x H2,(G,K) = (HgG(Q,K))k et H1 (G,G).
Preuve. Pour tout p € {1,...,k} soit f, € Z2,(G,K), alors :
fp(la,b],¢) = fpla,be) — fp(b,ac) Va,b,ceg.
Si on pose 67 (u(a),b) = f,(a,b), alors le fait que le systeme {#',... 6%} est non dégénéré implique que

u est un automorphisme de A.
De plus on a :

(3.1) < 07 (u([a,b]),c) = 67 (u(a),bc) — 67 (u(b), ac)
— o (ulab]).c) = 07 (bula),c) + 07 (au(b), )
= u([a,b]) = —bu(a)+ au(d),
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donc se donner (f1,..., fi) dans (Z%4(G, K)) équivaut a se donner u dans Z} (G,G).
On a aussi
fp € BE.(G.K) <= JpeG*Na,be G f,(a,b) = p(ab)
<= Jag €GVa,be G f,(a,b) = 6" (ap,ad)
< dag € G|Va,be G 6P (u(a),b) = —0” (aag, b)
<= Jag €GVa€ G ula) =—aap.

Ce qui montre que

(i, fx) € (B26(6,K))" <= u € BL(G, ).

Soit G une algebre de Lie k—symplectique, et soit I un idéal bilatere de G de dimension 1, on suppose
que l'orthogonal de I qui est défini par :

L={2e€Go(2,9)=0,(VyeG) (Vpe{l,....k})}

est un idéal bilatere et on pose I = Ke.
Considérons les droites Kd; ou ¢ € {1,...,k}, en dualité avec I, o d; € G vérifie 67 (e,d,) = 1, et soit

B= (vect{e,dy,...,d,})*, alors on identifie G & Ke @ BaKd @ - ®Kdget It & Ked B.
On définit le produit sur I+ par:

(Ae+a)(pue+b) = pr(a,b)e +axb

pour tous A\, u € Ket a,b e B, ou a * b est la composante de ab sur B.

Proposition II1.3 Pour que ce produit soit symétrique a gauche, il faut et il suffit que ’application
(a,b) — axb fait de B une algébre symétrique a gauche et f, soient dans Z%,(A,K), pour tout p.

Preuve. Soit (Ae + a), (ue + b) et (ye + c) trois éléments de I+, on a

[(Ae + a)(pe + b)](ve + ¢) — (Ae + a)[(pue + b)(vye + ¢)] (3.2)

(s folaDe + axb))(ve+c) = (e +a) (2, folb,c)e+bx0)
Zi 1 fplaxD, c)e+(a*b)*C—Z’;:lfp(a,b*c)e—a*(b*c)
= > -1 fplaxb—bxa,cle —&-Zlgzlfp(b*a,c)e—l—(a*b)*c—zz:lfp(a,b*c)e—a*(b*c).

D’autre part, on a

[(pe 4+ b)(Ae + a)](ve + ¢) — (ue + b)[(Ae + a)(vye + ¢)] (3.3)

(Spi Fo(bya)e + b a)(ve + ) = (e +b)(Ep_y fola,cle+axc)
215:1 fplbxa,c)e+ (b*xa)*xc— 22:1 fo(b,axc)e—bx(axc).

Donc avoir (3.2) = (3.3) (i.e. I+ est A.S.G.) équivaut & avoir

k k k
pr(a*b—b*ac Z (a,bxc) pr(b,a*c)
p=1 p=1 p=1

(axb)xc—ax(b*xc)=(bxa)xc—bx*(ax*c)

cest a dire f, € Z2,(G,K) et (B,*) est A.S.G.
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Remarque III.1 L’somorphisme canonique d’espaces vectoriels

¢: B — B=1I/I
’ .

—— a
est un isomorphisme d’A.S.G. par restriction et passage au quotient.

Dans ce qui suit nous identifierons B et B = I+ /1.
Etudions en détail le produit symétrique a gauche de G, alors pour tous a,b € B le produit :

(0,...,0,a)(0,...,0,b) = (f1(a,b),..., fr(a,b),ab)

ou fy(a,b) =607 (a,b) et ,07 = 0| c’est a dire 67 ((0,...,0,a),(0,...,0,b)) =67 (a,b).
On a

e(0,...,0,a) =(0,...,0,a)e =0,

nous identifions G & I+ @ Kd; @ --- @ Kdy, on 0P ((\,a) ,dp) = A,
donc dye = ed, = 0 puisque e € N (G), nous avons encore

0P (ab,c) = —6° (b,[a,]) Ya,b,c€G
ce qui donne

or (adzn b) = —6° (d;m [CL7 b])
= —0” (dya,b) + 67 (dya,b)
= fp(a,0) = fp (b;a)
= 6?(6a,b) — 0P (db,a)
'? (6a,b) + 0’7 (6*a, b)
P((640%)a,b),

=40
=40
ou ¢* est I'opérateur adjoint de 0 qui est défini par
0P (0x,y) = OF (x,6%y) Vo,y € G, Vpe{l,...,k},
ce qui implique
ady, = (6 +0%) a + ¢p (a) e out ¢, (a) € K.
Et on a

01’ (ab7 dp) = _ep (b7 [(l, dp])
= f? (a7 b)
= 07 (ab,dp)

ce qui donne :

la,d,] = da+ 1, (a) e ot Yy, (a) € K.

De plus
dpa = ady —[a,dp] = 6"a + (pp (@) — ¥y (a)) €
or
0" (dpa, dp) = —0" (a, [dp, dp]) = 0
donc

op (a) =y (a) Ype{l,... k},
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c’est a dire dpa n’a pas de composantes suivant e, de plus

07 (dy,a) = =07 ([a,dp] , dp) = p (a)
et

o° (d2,d,) =0

p7
ce qui signifie que df) € B.

Conclusion

La loi d’algebre de Lie et le produit symétrique a gauche sont donnés par :

[dp,e] =dpe —ed, =0
=dya —ad, = —0'? (d2,a) e —da

C. La 2—extension des algeébre de Lie nilpotentes de dimension 3.

Dans ce paragraphe nous donnons les 2—extensions des algebre de Lie de dimension 3.

1. La 2—extension de I'algebre de Heisenberg de dimension 3.
Soit H3 = wect {X1, X2, X3}, lalgebre de Heisenberg de dimension 3, telle que [X1, X3] = Xo,
munie de la structure 2—symplectique
0 = wt Aw?
{ 0" = w? A W3,
On complete Hz par Pespace vect { X4, X5, X6} et on étend les formes 0’1 et "2 par les formes 6*
et #2 définies par
0 = w A +wt AW
0% =w? Aw? + wd Awb
Soit 6 = [X1,.], ce qui donne 6* = —pu (X7q,.).
Les 2—extensions de cette algebre sont isomorphe a I'une des algebres suivantes :
hy : [ X1, X3] = Xo, [X1, Xu] = X1 + Xo, [Xy, X5] = X1 + Xo.

he 1 [ X1, X3]) = Xo, [X1, X4] = X1 + Xo, [ X1, X5] = X,
hs 1 [X1, X3] = Xo, [X1, X4] = X1, [ X1, X5] = X1,

hy : [X1, X3] = Xo, [X1, X4] = X1, [ X1, X5] = Xo.

hs : [X1, X3] = Xo, [ X1, X4] = X1.

he : [X1, X3] = Xo.

2. La 2—extension de l'algebre de Lie abélienne de dimension 3.

Soit Az = wect {X1, X2, X3}, lalgébre de Lie abélienne de dimension 3, munie de la structure
2—symplectique

0t =wt Aw?
0" = w? ANwB.

On complete Az par 'espace vect { X4, X5, X6} et on étend les formes 0'! et 6”2 par les formes 6*
et #2 définies par

0" = wl Awd +wt AwS
02 = w2 Aw? + WP AWS
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Soit § = [X1,.], ce qui donne ¢* = —u (X7,.).
Les 2—extensions de cette algebre sont isomorphe a 'une des algebres suivantes :
ar : [X1, X4] = X1+ Xo, [X1, X5] = X1 + Xo.

as 1 [X1, Xu] = X1 + Xo, (X1, X5) = Xy
as : [ X1, X4] = X1, [ X1, X5] = X4,

ag [ X1, X4] = Xy, [X1, X5] = Xo.

as [Xl,X4] Xi.

ag : 'algebre abélienne de dimension 6.
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