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Abstract

La notion d’algebre de Lie symplectiques d’ordre k repose sur l’existence sur ’espace
des k-formes différentielles, au dessus d’une n-variété B, d’une (k + 1)-forme généralisant
la forme de Liouville sur le fibré tangent. Le cas particulier £ = 1 correspond & une struc-
ture symplectique classique dotée d’un feuilletage lagrangien ; cette derniére structure
est usuellement appelée polarisation réelle au sens de Molino, Clark et Goel. Les struc-
tures de contact d’ordre supérieur, développées au sein du Laboratoire de Mathématiques
de Mulhouse dont I'idée maitresse a été suggérée depuis longtemps par G.Reeb, sont
reliées a la géométrie multisymplectique d’une maniere analogue aux structures symplec-
tiques et structures de contact, ou encore, structures k-symplectiques et k-systémes de
contact. Dans ce contexte, G.Martin a donné une extension du théoréeme de Darboux-
Moser-Weinstein et a présenté une nouvelle classe de structures dynamiques. Ici, 'étude
des structures symplectiques d’ordre k invariantes a gauche sur un groupe de Lie, nous
ont conduit & étudier les algebres de Lie symplectiques d’ordre k nilpotentes et leurs
classifications en petite dimension.

I. ALGEBRES DE LIE SYMPLECTIQUES D’ORDRE K, SYMETRIQUES A GAUCHE
Soit G une algebre de Lie de dimension n + C*, sur K avec

ko n!
Cn = k' (n— k)

munie d’une structure symplectique d’ordre k&, (2, H) et d’une structure d’algébres symétriques a gauche

p G xG—G

Définition 1.1 On dit que p est sous-jacente & la structure symplectique d’ordre k, (Q,H) si la propriété
suivante est satisfaite :

i(w(X, Y))i(2)Q = —i(Y)i([X, Z])Q2
pour tous X,Y et Z dans G.

G — AF(G)
7 — Z(Z)Q
strictement inclus dans A*(G), dés que k > 2.

Soit 7 . La non dégénerescence de {2 montre que ’application j est injective, donc G est
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Pour tous X,Y et Z dans G,on considere I'élément fxy de AF(G) défini par : fxy(Z2) =
—i(Y)i([X, Z])Q
Alnsi, p est sous - jacente a la structure symplectique d’ordre k, (Q,H) si et seulement si pour tous X, Y
dans G, on a :

J((X,Y)) = fxy

Dans ce qui suit, nous posons :

plea.en) =) Wapee
C

leases] = > Chpee

SOit (€4y..ips €15+ -1 En)1<iy<is<--<iz<n Une base de G, avec (€. i, )1<iy<is<-<iy<n base de H.
Etant donné deux éléments X et Y de G, ici on cherche & étudier I'existence d’un élément u(X,Y) de G
tel que :

(p(X,Y)i(2)Q =4i(Y)i([X, Z])Q pour tous Z dans G.

Théoréme 1.1 Si le produit symétrique a gauche est sous-jacent a la structure symplectique d’ordre k,
alors H est un idéal abélien pour le crochet de Lie.

Démonstration. Comme

Q= Z Wit A TN A W

1<iy<ig<-<ip<n

ol (W' " wh ..., w")1<i;<ipg<--<ir<n la base de G*; alors

Q(e,., €ty€r. 1y Chgy - -

) _ JOsirtje...jr_1#7T1...7 pour toutes les permutations
€)= +1=¢ si rtjs...jp,—1=71...7k & une permutation pres.

Par la méme occasion, on trouve que pf ; ; =0, pour tout t=1,...,n.

Proposition 1.1 Si le produit symétrique a gauche p est sous-jacent a la structure symplectique d’ordre

k, alors H est un idéal pour p.

II. CARACTERISATION DES ALGEBRES DE LIE SYMPLECTIQUES D’ORDRE 2
AFFINES.

Soit G une algebre de Lie de dimension ¢ (n,2) sur K, munie d’une structure symplectique d’ordre 2,
(Q,H). Supposons que la structure d’algébres symétriques & gauche correspondante 1 : G x G—G est
sous-jacente & la structure symplectique d’ordre 2, (2, H); donc ¢ (u(X,Y))i(Z2)Q = —i (V)i ([X, Z]) Q
pour tous X,Y, Z de G.

Théoréme II.1 Soit G est une algébre de Lie affine, munie d’une structure symplectique d’ordre
2,(QH).

Si la structure d’algébre symétrique a gauche correspondante p : G X G—G est sous-jacente a la
structure symplectique d’ordre 2, (2, H) alors

AUX,Y],Z,T)=-QX,[Y,Z],T)
pour tous X,Y,Z,T €G.

0@ a GNPHE publication 2008, ajmp@fsr.ac.ma
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III. APPLICATION
A. Algebres de Lie symétriques a gauche de dimension 3, symplectiques d’ordre 2.

Proposition III.1 La seule algeébre de Lie affine de dimension 3, symplectique d’ordre 2, est l’algebre
abélienne.

B. Algébres de Lie symétriques a gauche de dimension 6,symplectiques d’ordre 2.

Proposition II1.2 La seule algébre de Lie affine, symplectique d’ordre 2, symétrique a gauche de dimen-
sion 6 { (n,k) = (3,2) } est l’algébre abélienne.

IV. CARACTERISATION DES ALGEBRES DE LIE SYMETRIQUES A GAUCHE,
SYMPLECTIQUES D’ORDRE K > 3.

Soit G une algebre de Lie de dimension C¥ 4 n, munie d'une structure symplectique d’ordre &, (Q, H).
Soit (€iy..ips €15+, €n)1< i1<...< i< n une base de G, avec (e;,. 4, )1< i,<...<ip< n base de H.

supposons que la structure d’algebre symétrique a gauche p est sous-jacente a la structure symplectique
d’ordre k, (2,’H); donc

Q(M(X? Y)a Zl7 DRI Zk) = _Q(K [X? Zl] ’ZQa sy Zk)
pour tous X,Y, Zq,...,Z; de G.
Théoréme IV.1 Soit G est une algébre de Lie affine, munie d’une structure symplectique d’ordre

k> 3,(Q,H).

Si la structure d’algébre symétrique a gauche correspondante p : G X G—G est sous-jacente a la

structure
(k= DX, Y], Z1,- ., Ziy o Zi)

symplectique d’ordre k, (2, H); alors k it -
ympreci (2,H) e COIZ, 2, X, Y 2y 2y Z) =0

pour tous X,Y,Zi,...Zy €G.
L’étude des algebres de Lie symplectiques d’ordre k nilpotentes, utilise le théoreme de classification?.

Théoréme IV.2 (Théoréme de classification)
Soient I/ un espace vectoriel de dimension c(n, k) et (Q,F) une structure symplectique d’ordre k sur
E, alors il existe une base (w™ " wl ... w")1<i <..cip<n de E* telle que :

Q= E W AW AL AW
1<i < <ip<n

et
F=kerw'N...Nkerw" .

V. ALGEBRES DE LIE SYMPLECTIQUES D’ORDRE K, NILPOTENTES

A. Algebres de Lie symplectiques d’ordre 2 nilpotentes
1. Classification en dimension inférieure ou égale a 6.

Notons bien que les classifications données dans ce paragraphe ne concernent que les algebres de Lie
complexes et que les crochets non définis sont nuls.
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2. Dimension 3 (n,k)=1(2,2)

n3 : l'algébre abélienne.
n3 : lalgébre de Heisenberg définie par [X1, X3] = Xs.
On a alors le résultat suivant :

Théoréme V.1 Toute algebre de Lie nilpotente de dimension 3, est une algébre de Lie symplectique
d’ordre 2, nilpotente.

3. Caractérisation des algébres de Lie symplectiques d’ordre 2, de dimension 6

Soit G une algebre de Lie de dimension 6 sur C, munie d’une structure symplectique d’ordre 2, alors il
existe une base {X1, Xo,..., Xg} de G, de base duale {w!,w?, ... w0} telle que :

Q=w' AW At + W Awd Aw® + w2 Aw? A WS,

Et H la sous algebre de Lie engendrée par { X4, X5, X¢}-

Q étant fermée sur G donc d2 =0

d’ou

dw' A w? Awt — Wt A dw? Aw? + Wt Aw? A dw?

+dw! Awd AW® —w! Adw? AW +w! Awd A dw®

+dw? Awd Awb —w? Adw? Awb + w2 Awd Adw® =0.

Donc on a :

—Cl3 — 0334+ C3, — C3, + C%, =0
Cls+C35+Cils —C3, =0
Clg+Ca+Cis+C3,=0

O35 = O3y +Cf5 =0

—C36— 034 = C3, + C§ =0
Ci+C3, +C3,+C% =0

(8)4 C35—Cly —C3,+C35 =0
Cly+ Cl— C, =0

O35+ Cly — C33 — C35+ CP5 =0
Cis — O35+ Ciy + Cis + C = 0
Cis — O3+ Ci5 =0

Ol + 036+ O35 — Ci5 =0

Cg6 — O35 — O35+ C35 = 0.

On conclut alors que toute algebre de Lie symplectique d’ordre 2, de dimension 6, vérifie le systeme
(S) précédent.

4. Dimension 6 (n,k)=(3,2)

nS (X1, Xo] = X33 [ X1, X3] = Xe; [X1, Xe] = X5; [X1, X5] = X4

6.
2 { (X1, X5]) = Xy; [ X2, X3] = Xy
o - (X1, Xo] = X33 [ X1, X3] = Xy; [ X1, Xy = X5
37 [X1, Xs] = X [Xo, X3 = X5; [Xo, Xu] = X
6 - (X1, X3] = Xo; [ X1, Xo] = Xu; [ X1, Xy] = Xe;
4 [Xl,Xg] = X5; [XQ,X4] = X5; [X3,X6} =—X5.
(X1, X3] = Xo; [ X1, Xo] = Xy; [ X1, Xy] = Xe;
ng : [X17X6} = X5; [XQ,X4] = X5; [XQ,Xg] = 7X6;
(X3, Xu] = X5;[X5, Xe] = —X5.
nG - (X1, X3] = Xo; [X1, Xo] = Xy; [X1, X4] = X5;
6" [Xg,XQ] ZXG;[X3,X6] :X5.
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nd - (X1, X3] = Xo; [ X1, Xo] = Xy;
T\ (X, X4] = X555 [ X3, X6] = X5,
no - (X1, X3] = X3 [ X1, X4] = Xe; [ X1, X6| = X5;
87\ [Xo, X3] = Xe; [Xo, X4] = X5.
nb - (X1, Xo] = X3+ Xe; [X1, X3] = Xy;
97 [X1, Xy] = X535 [ X1, X6] = X5.
nb . (X1, X4] = Xe; [ X1, Xe] = Xs,
107 [ X2, Xy] = X555 [Xo, X5] =
"o - (X1, Xo] = X555 [ X1, X3] = XG’
1 (X1, X6] = Xa; [ X2, X5] = X4
n$y : [X1, X3] = Xe; [X1, Xe] = Xu; [ X2, X5] = X4
nb. - [X1, Xo] = X33 [ X1, X3] = Xy;
135 [ Xy, Xu] = X5 [ X2, X3] = X
nd [X1,X2] :XS;[X17X3]2X43
14 (X1, X6] = X5; [ X2, X3] = X

n¥s : [ X1, Xo] = X5 + X353 [ X1, X3] = Xy; [ Xy, X5] = X
DX, Xa] = Xy [ X, Xy] = X5 [Xo, X3] = Xe.
o - [X1, Xo] = Xo; [X1, Xa] = Xy;
17 (X, Xy) = X5 [Xo, X3] = X5,
n?g : [Xl,XQ] = X5; [Xl,Xg] = Xﬁ; [XQ,X;J =X
nijg : [Xl,XQ] = XG; [Xl,Xg] = X4; [XI,XZL} = X5.
ngo : [Xl,Xg] = Xg; [Xl,Xg] = X4; [Xl,Xg} =X
Pour les algebres de Lie réelles, nous avons n§, ..., nS; et
nS, [X1, X3] = X5; [ Xy, Xu] = Xe;
Xo, Xa] = X5 [X2, X3] = —X6.

[
i (X1, Xo] = X3; [X1, X3] = X5; [ X1, Xu] = X¢;
227 [ Xy, X4 = Xs; [Xo, X3] = — X
nS [ = Xe; [X1, X6] = X5;
28\ [Xa, Xa] = —Xu; [ X3, Xu] = — X
[

6 X1, Xo] = X35 [ X1, X3] = Xe; [ X1, Xg] = Xy
247 [Xo, X3] = Xs; [X2, X5] = —Xu.
On a démontré alors le résultat suivant :

=
]
]
X1, Xo]
]
]
|=

Théoréeme V.2 Toute algébre de Lie nilpotente de dimension 6 est une algébre de Lie symplectique
d’ordre 2.

B. Algéebres de Lie symplectiques d’ordre 3 nilpotentes
C. Classification en dimension 4, (n,k)=(3,3).

n @ [ X1, X4] = X3;[X1, X3] = X3 c’est une loi filiforme.

VI. ALGEBRES DE LIE SYMPLECTIQUES D’ORDRE K, RESOLUBLES.

Exemple 1 Considérons lalgébre de Lie G = vect{X1, Xa,...,X¢} donnée par : [ X1, X4] = [Xo, X4] =
Xy.

H = vect{X4, X5, Xs},

Q=w' A A +F WP AW Awd + w2 Awd A WS,

(Q,H) ainsi défini munit G d’une structure d’algébre de Lie symplectique d’ordre 2, résoluble.
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Exemple 2 Considérons l’algébre de Lie G = vect{ Xy, Xa,..., X7} donnée par : [X1,X;] = X;41,2 <
1 <6

(X2, X3] = X7
(X3, Xy] = - X7
{X27 4] = XG

=W AW AW AW Awt Awd A WS,
(Q,H) ainsi définie munit G d’une structure d’algébre de Lie symplectique d’ordre 6, résoluble.

VII. ALGEBRES DE LIE SYMPLECTIQUES D’ORDRE K SIMPLES

Exemple 3 sl (2,C) = {A = (ai;) € gl (2,C) | Tr (A) =0} Udlgébre linéaire spéciale complexe

a c
A_b—a

10 00 01
=e(o 5 )er(10)+(00)
A = CLX1 + bX2 + CX3.
dimsl (2,C) =3
sl (2,C) =Vect{X1, X2, X3},dans ce casn =k =2
D=w2Z A AW =wt AW AW (On posant (12) = 3)
sl (2,C) est une algébre de Lie symplectique d’ordre 2,compleze simple.

ot a,b,c e C
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