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Abstract

We study the linear aspect of vectorial polarized structures, or symplectic systems on
a vector space. We give a classification of these systems in dimension ≤ 4.
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I. INTRODUCTION

L’un des objectifs principaux qui ont conduit à introduire les structures k-symplectiques1−9 en tant
qu’extension de la géométrie de polarisation, est de proposer le support géométrique des équations de
Y. Nambu10 tout en conservant les liens spécifiques entre la géométrie symplectique et le formalisme
hamiltonien classique. Des développements et des propriétés dans la même sens, sont étudiés par différents
auteurs, voir par exemples9,11,12.
Dans cette perspective, la géométrie k-symplectique constitue une structure dans laquelle cohabite des
2-formes différentielles fermées θ1, . . . , θk sur une variété M de dimension n(k + 1), s’annulant sur un
feuilletage n-codimensional et auxquelles sont associées des applications hamiltoniennes à valeurs dans
Rk dont les composantes sont liées au système hamiltonien XH attaché à H par les relations :

i (XH) θp = −dHp.

Le théorème de Darboux généralisé montre qu’au voisinage de chaque point x0 de M , il existe un système
de coordonnées locales (xp

i , y
i)1≤p≤k,1≤i≤n défini sur un voisinage ouvert U tel que :

θp
|U = dxp

i ∧ dyi

et le feuilletage est défini sur U par dy1 = . . . = dyn = 0.
L’étude des systèmes extérieurs en dimension supérieur ou égal à quatre, montre qu’il existe une infinité
de modèles locaux de systèmes non algébriquement équivalents.
Les systèmes k-symplectiques sont définis directement par des conditions de régularité qui s’interprètent
comme des modèles de systèmes extérieurs de rang maximum qui s’annulent sur les champs tangents au
feuilletage.
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Dans4, on a introduit la notion de variété polarisée généralisée; cette structure est donnée par un cou-
ple (θ, E) , tel que θ est une 2-forme différentielle vectorielle fermée sur M s’annulant sur les sections
d’un sous fibré intégrable E de TM . Les variétés polarisées et les variétés k-symplectiques sont des
variétés polarisées vectorielles particulières. Dans ce travail, on étudie l’aspect linéaire des structures po-
larisées vectorielles, où, les systèmes symplectiques sur un espace vectoriel, c’est à dire les (k +1)−uplets(
θ1, ..., θk; F

)
formé de 2−formes extérieures θp linéairement indépendantes constituant un système non

dégénéré et d’une solution maximale F de ce système. On donne ici, un encadrement des dimensions des
solutions maximales, comme on donne une classification de ces systèmes en dimension ≤ 4.

II. SYSTÈMES EXTÉRIEURS

A. Définitions et propriétés

Soient E un espace vectoriel de dimension n sur K (K = R ou C) et
∧2 (E∗) l’espace des 2-formes

extérieures sur E, c’est-à-dire des formes bilinéaires antisymétriques sur E. Soient θ1, ..., θk ∈ ∧2 (E∗).
Une solution du système extérieur

{
θ1 = 0, ..., θk = 0

}
est un sous espace vectoriel F de E vérifiant

θp (X, Y ) = 0, pour tous p = 1, ..., k, et X, Y ∈ F.

Notons A(θp) le sous espace de E associé à la forme θp:

A(θp) = {X ∈ E tel que i(X)θp = 0}
où i(X) désigne le produit intérieur par X :

i(X)θ(Y ) = θ(X, Y ).

Définition II.1 Soient E un K-espace vectoriel de dimension N , F un sous espace vectoriel de codimen-
sion n, et θ1, · · · , θk ∈ ∧2 (E∗) .
On dit que le (k + 1)−uplet

(
θ1, · · · , θk; F

)
est un système symplectique sur E si les propriétés suivantes

sont satisfaites :

1. le système extérieur
{
θ1, · · · , θk

}
est non dégénéré, c’est-à-dire

A(θ1) ∩ · · · ∩A(θk) = {0},

2. F est une solution maximale du système (S) = {θ1 = 0, . . . , θk = 0}.
Rappelons qu’un sous espace G de E est totalement isotrope pour une 2−forme extérieure θ s’il vérifie

θ (X,Y ) = 0 pour tout X, Y ∈ G

c’est-à-dire G est solution de l’équation θ = 0. Par définition, le sous espace F est totalement isotrope
pour chacune des formes θp.

Remarques II.1 (1) Si N = n (k + 1) alors le système symplectique
(
θ1, · · · , θk;F

)
n’est autre qu’une

structure k− symplectique sur E au sens de8.
(2) Si k = 1, les solutions maximales sont de dimension n, et dans ce cas E est un espace vectoriel
symplectique.

Exemple II.1 Considérons sur R4 les 2−formes extérieures définies par :

θ1 = ω1 ∧ ω3

θ2 = ω2 ∧ ω4

où
{
ω1, ω2, ω3, ω4

}
est la base duale de

(
R4

)∗ d’une base donnée {e1, e2, e3, e4} de R4; le sous espace
vectoriel F engendré par {e1, e2} est une solution maximale du système

{
θ1 = 0
θ2 = 0.

Donc
(
θ1, θ2; F

)
est une système symplectique sur R4.
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Théorème II.1 Soit (S) = (θ1, . . . , θk;F ) un système symplectique sur un K-espace vectoriel E de
dimension N. Alors on a :

dim F ≤ Nk

k + 1
.

Démonstration. Posons dim F = p avec p ≥ 1 et n = N − p. Considérons une base de E,
{X1, ..., Xp, Y1, ..., Yn}, telle que F soit engendré par {X1, ..., Xp}. Soit

{
ω1, ..., ωp, η1, ..., ηn

}
la base

duale. Puisque la 2−forme θq (q = 1, . . . , k) s’annule sur F, elle s’écrit :

θq =
n∑

j=1

(
p∑

i=1

aqj
i ωi +

n∑

i=1

bqj
i ηi

)
∧ ηj

où aqj
i , bqj

i ∈ K.
Posons, pour tout q = 1, ..., k et j = 1, ..., n

ωqj =
p∑

i=1

aqj
i ωi.

Supposons p > nk, et considérons l’application linéaire sur F définie par :

X 7−→ (
ω11 (X) , ..., ωkn (X) , 0, ..., 0

)
.

Soit X ∈ F tel que ωqj(X) = 0, pour tous q et j, alors i (X) θq = 0. La non dégénérescence du
système {θ1, ..., θk} entrâıne que X = 0 c’est-à-dire l’application linéaire est injective ce qui est impossible.
Donc p ≤ nk c’est-à-dire dim F ≤ nk. Come n = N − dimF on a donc dimF ≤ k(N − dimF ), soit,

dimF ≤ kN

k + 1
. 2

Corollaire II.1 Si dim F =
Nk

k + 1
, alors (θ1, . . . , θk) est une structure k-symplectique sur E.

En effet dans ce cas, F est maximal et dimE = n(k + 1). Notons qu’il n’existe pas de minoration pour
la dimension des solutions, l’exemple qui suit montre qu’il existe des systèmes symplectiques dont la
dimension des solutions maximales est 1.
Exemple: Considérons dans R4 le système symplectique défini par les 2-formes :





θ1 = ω1 ∧ ω2 + ω3 ∧ ω4

θ2 = ω1 ∧ ω3 − ω2 ∧ ω4

θ3 = ω1 ∧ ω4 + ω2 ∧ ω3

Soient X, Y ∈ R4 linéairement indépendants tels que θ1 (X, Y ) = θ2 (X, Y ) = θ3 (X, Y ) = 0;
alors on a:

(x1y2 − x2y1) + (x3y4 − x4y3) = 0
(x1y3 − x3y1)− (x2y4 − x4y2) = 0
(x1y4 − x4y1) + (x2y3 − x3y2) = 0.

On peut supposer que x1y2−x2y1 6= 0 et par un changement de base adéquat sur R4 on peut
supposer que x1 = y2 = 1 et x2 = y1 = 0. Donc les équations précédentes donnent :

1 + (x3y4 − x4y3) = 0
y3 + x4 = 0
y4 − x3 = 0

ce système est impossible et la solution maximale est de dimension 1.
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Proposition II.1 Soit (S) = (θ1, . . . , θk; F ) un système symplectique. Si dim F = N − 1 alors
k = N − 1 et (θ1, . . . , θk, F ) est une structure k−symplectique sur E.

Démonstration. Soient {X1, ..., XN} une base de E telle que {X1, ..., XN−1} soit une base de

F et
{
ω1, ..., ωN

}
la base duale. Puisque θq

|F×F = 0 alors θq =
(

N−1∑
i=1

Aq
i ω

i

)
∧ ωN pour tous

q = 1, ..., k. Or θ1, ..., θk sont linéairement indépendantes, donc k ≤ N − 1.

Soit X = (x1, ..., xN ) ∈
k⋂

q=1
A (θq) alors X est solution des systèmes





Aq
1x1 + ... + Aq

N−1xN−1 = 0
Aq

1xN = 0
...
Aq

1xN = 0.

pour tous q = 1, ..., k. Puisque θq 6= 0 alors xN = 0, donc (x1, ..., xn) est solution du système
suivant : 




A1
1x1 + ... + A1

N−1xN−1 = 0
...
Ak

1x1 + ... + Ak
N−1xN−1 = 0.

Pour que ce système n’admette que la solution triviale il faut que k ≥ N − 1 et un mineur
d’ordre N −1 soit non nul. Donc k = N −1 et det

(
Ai

j

)
1≤i,j≤k

6= 0. Par conséquent (θ1, . . . , θk; F )
est une structure k−symplectique sur E. 2

B. Solutions d’un système symplectique

Etant donné θ ∈ ∧2
E, un p−plan F (p ≥ 2) est solution de l’équation extérieure θ = 0 si et

seulement si tous les 2−plans contenus dans F sont solutions de cette équation.
Pour un système symplectique on étudie les solutions F de dimension ≤ 2.

1. Cas où dimF = 2.

Soient {e1, ..., en} une base de l’espace vectoriel E et
{
f1, ..., fn

}
la base duale. Alors on a

θp =
∑

1≤i<j≤n

θp
ijf

i ∧ f j , 1 ≤ p ≤ k

Posons

M =




θ1
12 · · · θ1

n−1n
...

. . .
...

θk
12 · · · θk

n−1n




Puisque les 2-formes θi (1 ≤ i ≤ k) sont linéairement indépendantes, le rang de M est égal à
k. Soit {v1, v2} une base de F, alors on a

{
v1 = a1e1 + ... + anen

v2 = b1e1 + ... + bnen.

Posons

uij = det
(

ai bi

aj bj

)

alors u = (u12, ..., un−1n) sont les coordonnées de Plücker de F. On a la proposition suivante
qui caractérise les solutions de dimension 2 :
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Proposition II.2 Le sous espace vectoriel F de E est une solution du système
{
θ1, ..., θk

}
si

et seulement si
∑

1≤i<j≤n

θp
ijuij = 0, pour p = 1, ..., k

c’est-à-dire les coordonnées de Plücker u = (u12, ..., un−1n) de F est un élément de kerM.

Démonstration. Soit F une solution du système
{
θ1, ..., θk

}
de base {v1, v2}. On a

θp (v1, v2) =
∑

1≤i<j≤n

θp
ij (aibj − ajbi) =

∑

1≤i<j≤n

θp
ijuij = 0

pour p = 1, ..., k, c’est-à-dire u = (uij)1≤i<j≤n ∈ kerM.

Réciproquement, si u ∈ kerM alors θp (v1, v2) = 0 pour p = 1, ..., k. Donc θp (X, Y ) = 0 pour
tous X,Y ∈ F, c’est-à-dire F est une solution du système

{
θ1, ..., θk

}
2

On donne dans le corollaire ci-dessous une condition nécessaire et suffisante pour qu’il
existe une solution de dimension 2 du système

{
θ1, ..., θk

}
. On rappelle le théorème suivant

:

Théorème II.2 8 Le système (uij)1≤i<j≤n , l’un des paramètres uij étant non nul, est un

système de coordonnées de Plücker si et seulement si la 2-forme

η =
∑

1≤i<j≤n

uijf
i ∧ f j

est une forme monôme.

On déduit le corollaire suivant :

Corollaire II.2 Soit u = (uij)1≤i<j≤n ∈ kerM. Le système u est un système de coordonnées de

Plücker d’un 2-plan F solution de
{
θ1, ..., θk

}
si et seulement si la 2-forme

η =
∑

1≤i<j≤n

uijf
i ∧ f j

est une forme monôme.

2. Cas où dimF < 2.

Soit (S) =
{
θ1, . . . , θk

}
un système de 2-formes extérieures sur E. Si

{
f1, ..., fn

}
est une

base de E∗ alors les 2−formes θ1, ..., θk s’écrivent

θp =
∑

1≤i<j≤n

θp
ijf

i ∧ f j

et

M =




θ1
12 · · · θ1

n−1n
...

...
θk
12 θk

n−1n




est la matrice de (S) de rang k.
On a montré que si F est un sous espace vectoriel de E de dimension 2 alors F est une

solution de (S) si et seulement si le système de coordonnées de Plücker de F est un élément
du noyau de M.

Le système (S) admet toujours une solution de dimension 1, on donne dans la proposition
suivante des conditions pour que le système (S) n’admette que des solutions de dimension
1.
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Proposition II.3 (i) Si kerM = {0} , c’est-à-dire k = n(n−1)
2 avec n = dimE, alors le système

(S) n’admet pas de solutions de dimension ≥ 2,
(ii) Si kerM 6= {0} et si pour tout u = (u12, ..., un−1n) ∈ kerM tel que la 2-forme

θ =
∑

1≤i<j≤n

uijf
i ∧ f j

n’est pas une forme monôme alors (S) n’admet pas de solution de dimension 2.

On donne ici un exemple de la première situation dans R3.

Exemple II.2 Soit (S) =
(
θ1, θ2, θ3

)
un système de 2−forme dans R3 telle que





θ1 = ω1 ∧ ω2

θ2 = ω1 ∧ ω3

θ3 = ω2 ∧ ω3

et

M =




1 0 0
0 1 0
0 0 1




la matrice de (S) . On a kerM = {0} donc (S) n’admet pas de solution de dimension 2.

Démonstration de la proposition. (i) Si le système (S) admet une solution de dimension 2
alors les coordonnées de Plücker de cette solution constituent un élément de kerM, ce qui
est impossible. La démonstration de (ii) est claire. 2

III. CLASSIFICATION DES SYSTÈMES SYMPLECTIQUES

Définition III.1 Deux systèmes extérieures (S) et (S′) sont dits équivalents, s’ils engendrent
le même idéal.

Soit (S) un système extérieur sur Rn engendré par les équations




θ1 = 0
...
θk = 0,

où les θp sont des 2−formes extérieures linéairement indépendantes.
Notons que si le système (S) possède une solution maximale de dimension p alors le nombre

de 2−formes (linéairement indépendantes) dans (S) est inférieur ou égal à
(

n
2

)
−

(
p
2

)
.

Si (S) admet une solution maximale de codimension 1 alors, d’après ce qui précède, (S)
est un système k−symplectique et la classification est donnée par le théorème de Darboux8.

Pour k = 1, la classification du système (S) est entièrement déterminée par le rang de θ.
On se propose de donner la classification, en petite dimension, des systèmes symplectiques

généralisées (S) =
(
θ1, ..., θk

)
sur un espace vectoriel de dimension n, pour 2 ≤ k ≤

(
n
2

)
−

(
p
2

)
.
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A. Classification des 2-systèmes symplectiques en dimension 3

Soit (S) =
(
θ1, θ2

)
un système symplectique sur R3. Si F est une solution de (S) de dimension

2 alors on a montré précédemment que
(
θ1, θ2; F

)
est un système 2-symplectique sur R3.

D’après le théorème de Darboux8 il existe une base
{
ω1, ω2, ω3

}
de

(
R3

)∗
telle que

{
θ1 = ω1 ∧ ω3

θ2 = ω2 ∧ ω3.

La proposition suivante donne la classification, tenant compte de cette remarque.

Proposition III.1 Tout système symplectique (S) =
(
θ1, θ2

)
sur R3 possède des solutions de

dimension ≥ 2.

Démonstration. Supposons que toute solution de (S) est de dimension 1. Soient {e1, e2, e3}
une base de E et

{
ω1, ω2, ω3

}
la base duale alors les 2- formes θ1 et θ2 s’écrivent :

{
θ1 = a1ω

1 ∧ ω2 + a2ω
1 ∧ ω3 + a3ω

2 ∧ ω3

θ2 = b1ω
1 ∧ ω2 + b2ω

1 ∧ ω3 + b3ω
2 ∧ ω3.

Puisque θ1 et θ2 sont linéairement indépendantes, alors on peut supposer que le déterminant

δ12 =
∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ est non nul. Par le changement de base





η1 = ω1

η2 = a1ω
2 + a2ω

3

η3 = b1ω
2 + b2ω

3

on obtient :
{

θ1 = η1 ∧ η2 + a′3η
2 ∧ η3

θ2 = η1 ∧ η3 + b′3η
2 ∧ η3

avec a′3, b
′
3 ∈ R.

Soit X = x1e1 + x2e2 + x3e3 tel que i (X) θp = 0 pour p = 1, 2. On a alors





x2 = 0
x1 − a

′
3x3 = 0

a
′
3x2 = 0

,





x3 = 0
b
′
3x3 = 0

x1 + b
′
3x2 = 0

par conséquent X = 0 c’est-à-dire A
(
θ1

) ∩A
(
θ2

)
= {0}.

Soit M =
(

1 0 a′3
0 1 b′3

)
la matrice du système

(
θ1, θ2

)
. Le kerM est engendré par (a′3, b

′
3,−1)

de plus la 2−forme

θ = a′3η
1 ∧ η2 + b′3η

1 ∧ η3 − η2 ∧ η3 =
(
a′3η

1 + η3
) ∧ (−b′3η

1 + η2
)

est une forme monôme. Donc, d’après l’étude faite dans la section précédente, (a′3, b
′
3,−1)

sont les coordonnées de Plûcker d’un 2−plan solution du système
(
θ1, θ2

)
, ce qui est en

contradiction avec l’hypothèse. 2

Corollaire III.1 Si
(
θ1, θ2

)
est un système de 2−formes de matrice M de rang 2 alors pour

tout vecteur non nul v = (a, b, c) de kerM la 2-forme

θ = aω1 ∧ ω2 + bω1 ∧ ω3 + cω2 ∧ ω3

est une forme monôme.
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B. Classification des 3-systèmes symplectiques en dimension 3

Soit (S) =
(
θ1, θ2, θ3

)
un système symplectique.

Lemme III.1 Toute solution maximale est dedimension 1.

Soit {e1, e2, e3} une base de R3 telle que {e1, e2} engendre une solution F de dimension 2 du
système (S) =

(
θ1, θ2, θ3

)
. Dans la base duale

{
ω1, ω2, ω3

}
de

(
R3

)∗
les 2−formes θp s’écrivent





θ1 =
(
a1ω

1 + a2ω
2
) ∧ ω3

θ2 =
(
b1ω

1 + b2ω
2
) ∧ ω3

θ3 =
(
c1ω

1 + c2ω
2
) ∧ ω3.

Donc le système (S) est de rang 2, ce qui est impossible. D’où le lemme.
Soit

{
ω1, ω2, ω3

}
une base de

(
R3

)∗ ; les 2−formes θ1, θ2, θ3 s’écrivent




θ1 = a1ω
1 ∧ ω2 + a2ω

1 ∧ ω3 + a3ω
2 ∧ ω3

θ2 = b1ω
1 ∧ ω2 + b2ω

1 ∧ ω3 + b3ω
2 ∧ ω3

θ3 = c1ω
1 ∧ ω2 + c2ω

1 ∧ ω3 + c3ω
2 ∧ ω3

avec

det




a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3


 6= 0

car elles sont linéairement indépendantes.
Soit X = x1e1 + x2e2 + x3e3 ∈ A

(
θ1

) ∩ A
(
θ2

) ∩ A
(
θ3

)
alors ses coordonnées vérifient les

systèmes : 



a1x2 + a2x3 = 0
a1x1 − a3x3 = 0
a2x1 + a3x2 = 0

,





b1x2 + b2x3 = 0
b1x1 − b3x3 = 0
b2x1 + b3x2 = 0

,





c1x2 + c2x3 = 0
c1x1 − c3x3 = 0
c2x1 + c3x2 = 0.

on en déduit que X = 0 c’est-à-dire le système est non dégénéré. On en déduit que

Remarque III.1 Toute famille
(
θ1, θ2, θ3

)
de 2−formes linéairement indépendantes dans

Λ2(R3)∗ forme un système symplectique dont toute solution maximale est de dimension
1.

Puisque l’un au moins des mineurs
∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣
a1 a2

c1 c2

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣
b1 b2

c1 c2

∣∣∣∣ est non nul, on peut supposer

que les formes linéaires a1ω
2 + a2ω

3 et b1ω
2 + b2ω

3 sont linéairements indépendantes. Si on
remplace ω2 par a1ω

2 + a2ω
3 et ω3 par b1ω

2 + b2ω
3 dans les expressions des θp on obtient




θ1 = ω1 ∧ ω2 + aω2 ∧ ω3

θ2 = ω1 ∧ ω3 + bω2 ∧ ω3

θ3 = c′1ω
1 ∧ ω2 + c′2ω

1 ∧ ω3 + c′3ω
2 ∧ ω3.

Les 2−formes θ1, θ2, θ3 − c′1θ
1 − c′2θ

2 sont aussi linéairement indépendantes et possèdent les
mêmes solutions alors on peut supposer que θ3 = ω2 ∧ ω3 (quitte à diviser par un coefficient
non nul). Et si on remplace θ1 par θ1 − aθ3 et θ1 par θ2 − bθ3 on obtient le modèle





θ1 = ω1 ∧ ω2

θ2 = ω1 ∧ ω3

θ3 = ω2 ∧ ω3.

On déduit alors le résultat suivant :

Théorème III.1 Si (S) =
(
θ1, θ2, θ3

)
est un système symplectique sur R3 alors toute solution

est de dimension 1, et il existe une base
{
ω1, ω2, ω3

}
de

(
R3

)∗
telle que





θ1 = ω1 ∧ ω2

θ2 = ω1 ∧ ω3

θ3 = ω2 ∧ ω3.
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C. Classification des 2-systèmes symplectiques en dimension 4

Soit (S) =
(
θ1, . . . , θk

)
un système symplectique dans R4.

1) Si (S) admet une solution maximale de dimension 3, alors, d’après l’étude faite dans la
première section, k = 3 et dans ce cas (S) est une structure 3-symplectique.

2) Si (S) possède une solution maximale de dimension 2 alors le nombre de 2-formes
linéairement indépendantes dans (S) est inférieur ou égal 5.

3) Si (S) possède une solution maximale de dimension 1 alors le nombre de 2−formes

linéairement indépendantes dans (S) est maximale
(
= dim

∧2 (
R4

)∗)
.

On donne ici la classification d’un système (S) =
(
θ1, . . . , θk

)
en dimension 4 dont la dimen-

sion des solutions maximales est inférieure ou égale à 2 et 2 ≤ k ≤ 3.

1. (S) admet une solution maximale de dimension 2.

Soit (S) =
(
θ1, θ2

)
un système symplectique sur R4, alors on a la proposition suivante :

Proposition III.2 Supposons que θ1 et θ2 sont dégénérées, alors il existe une base{
ω1, ω2, ω3, ω4

}
de

(
R4

)∗
telle que :

{
θ1 = ω1 ∧ ω3

θ2 = ω2 ∧ ω4.

Démonstration. Soient F une solution maximale de (S) de dimension 2, et {X1, X2, X3, X4}
une base de R4 telle que {X1, X2} soit une base de F . Soit

{
ω1, ω2, ω3, ω4

}
la base duale de(

R4
)∗

. Alors

θ1 =
(
a1
1ω

1 + a1
2ω

2
) ∧ ω3 +

(
b1
1ω

1 + b1
2ω

2
) ∧ ω4 + c1ω

3 ∧ ω4

θ2 =
(
a2
1ω

1 + a2
2ω

2
) ∧ ω3 +

(
b2
1ω

1 + b2
2ω

2
) ∧ ω4 + c2ω

3 ∧ ω4.

Si l’une des 2−formes θ1 ou θ2 est non dégénérée, A
(
θ1

)∩A
(
θ2

)
= {0} , et le système

{
θ1, θ2

}
est non dégénéré.

Si les 2−formes θ1 et θ2 sont dégénérées, alors les déterminants
∣∣∣∣
a1
1 a1

2

b1
1 b1

2

∣∣∣∣ et
∣∣∣∣
a2
1 a2

2

b2
1 b2

2

∣∣∣∣ sont

nuls, par conséquent il existe d1 et d2 dans R tels que les 2−formes θ1 et θ2 s’écrivent :

θ1 =
(
a1
1ω

1 + a1
2ω

2
) ∧ (

ω3 + d1ω
4
)

+ c1ω
3 ∧ ω4

θ2 =
(
a2
1ω

1 + a2
2ω

2
) ∧ (

ω3 + d2ω
4
)

+ c2ω
3 ∧ ω4.

Soit X = (x1, x2, x3, x4) ∈ A(θ1) ∩A(θ2) ses coordonnées vérifient :





a1
1x1 + a1

2x2 − c1x4 = 0
a2
1x1 + a2

2x2 − c2x4 = 0
x3 + d1x4 = 0
x3 + d2x4 = 0,

et X = 0 si et seulement si le déterminant

det




a1
1 a1

2 0 −c1

a2
1 a2

2 0 −c2

0 0 1 d1

0 0 1 d2



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est non nul, c’est-à-dire
∣∣∣∣
a1
1 a1

2

a2
1 a2

2

∣∣∣∣ 6= 0 et d1 6= d2

(dans ces conditions θ1 et θ2 sont linéairement indépendantes.
Posons maintenant ω̃1 = a1

1ω
1 + a1

2ω
2, ω̃2 = a2

1ω
1 + a2

2ω
2, ω̃3 = ω3 + d1ω

4 et ω̃4 = ω3 + d2ω
4 alors

on a

ω3 ∧ ω4 =
ω̃3 ∧ ω̃4

d2 − d1
,

on déduit que, dans la base
{
ω̃1, ω̃2, ω̃3, ω̃4

}
les 2-formes s’écrivent

θ1 = ω̃1 ∧ ω̃3 + α1ω̃
3 ∧ ω̃4

θ2 = ω̃2 ∧ ω̃4 + α2ω̃
3 ∧ ω̃4,

avec α1, α2 ∈ R. Si on remplace ω1 par ω1 − α1ω
4 et ω2 par ω2 + α2ω

3 on obtient

{
θ1 = ω1 ∧ ω3

θ2 = ω2 ∧ ω4

ce qui montre la proposition.

2. Toute solution de (S) est de dimension 1.

Soient {e1, e2, e3, e4} une base de R4. Si
{
ω1, ω2, ω3, ω4

}
est la base duale alors on a :

θ1 = a1ω
1 ∧ ω2 + a2ω

1 ∧ ω3 + a3ω
1 ∧ ω4 + a4ω

2 ∧ ω3 + a5ω
2 ∧ ω4 + a6ω

3 ∧ ω4

θ2 = b1ω
1 ∧ ω2 + b2ω

1 ∧ ω3 + b3ω
1 ∧ ω4 + b4ω

2 ∧ ω3 + b5ω
2 ∧ ω4 + b6ω

3 ∧ ω4.

Puisque θ1 et θ2 sont linéairement indépendantes, on peut supposer
∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ 6= 0. Par le

changement de base :





η1 = ω1

η2 = a1ω
2 + a2ω

3 + a3ω
4

η3 = b1ω
2 + b2ω

3 + b3ω
4

η4 = ω4

on obtient :

θ1 = η1 ∧ η2 + a
′
4η

2 ∧ η3 + a
′
5η

2 ∧ η4 + a
′
6η

3 ∧ η4

θ2 = η1 ∧ η3 + b
′
4η

2 ∧ η3 + b
′
5η

2 ∧ η4 + b
′
6η

3 ∧ η4.

Le sous espace vectoriel engendré par e1 et e4 est une solution de (S) , ceci est en contradic-
tion avec l’hypothèse.

Proposition III.3 Il n’existe aucun système symplectique (S) =
(
θ1, θ2

)
dans R4 dont toute

solution est de dimension 1.

D. Classification des 3-systèmes symplectiques en dimension 4

Soit (S) =
(
θ1, θ2, θ3

)
un système symplectique dans R4 on suppose que (S) n’admet pas de

solution de dimension 3.
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Proposition III.4 Si (S) =
(
θ1, θ2, θ3

)
possède une solution maximale de dimension 2 avec

θ1, θ2 et θ3 sont dégénérées alors il existe une base
{
ω1, ω2, ω3, ω4

}
de

(
R4

)∗
telle que :





θ1 =
(
a1
1ω

1 + a1
2ω

2
) ∧ (

ω3 + d1ω
4
)

+ c1ω
3 ∧ ω4

θ2 =
(
a2
1ω

1 + a2
2ω

2
) ∧ (

ω3 + d2ω
4
)

+ c2ω
3 ∧ ω4

θ3 =
(
a3
1ω

1 + a3
2ω

2
) ∧ (ω3 + d3ω

4) + c3ω
3 ∧ ω4

vérifiant les conditions suivantes :

1. le déterminant
∣∣∣∣∣∣
a1
1 a1

2 −c1

a2
1 a2

2 −c2

a3
1 a3

2 −c3

∣∣∣∣∣∣
6= 0

si d1 = d2 = d3

2. l’un des mineurs d’ordre 2 de la matrice suivante :



a1
1 a1

2

a2
1 a2

1

a3
1 a3

2




est non nul, s’il existe i 6= j ∈ {1, 2, 3} tel que di 6= dj

Démonstration. Soient {e1, e2, e3, e4} une base de R4 telle que {e1, e2} soit une base d’une
solution maximale F de (S) et

{
ω1, ω2, ω3, ω4

}
sa base duale de

(
R4

)∗
. Alors





θ1 =
(
a1
1ω

1 + a1
2ω

2
) ∧ ω3 +

(
b1
1ω

1 + b1
2ω

2
) ∧ ω4 + c1ω

3 ∧ ω4

θ2 =
(
a2
1ω

1 + a2
2ω

2
) ∧ ω3 +

(
b2
1ω

1 + b2
2ω

2
) ∧ ω4 + c2ω

3 ∧ ω4

θ3 =
(
a3
1ω

1 + a3
2ω

2
) ∧ ω3 +

(
b3
1ω

1 + b3
2ω

2
) ∧ ω4 + c3ω

3 ∧ ω4

Comme les 2-formes θ1, θ2 et θ3 sont dégénérées, on a
∣∣∣∣
a1
1 a1

2

b1
1 b1

2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
a2
1 a2

2

b2
1 b2

2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
a3
1 a3

2

b3
1 b3

2

∣∣∣∣ = 0,

par conséquent il existe d1, d2, d3 ∈ R tels que les 2−formes θq s’écrivent :




θ1 =
(
a1
1ω

1 + a1
2ω

2
) ∧ (

ω3 + d1ω
4
)

+ c1ω
3 ∧ ω4

θ2 =
(
a2
1ω

1 + a2
2ω

2
) ∧ (

ω3 + d2ω
4
)

+ c2ω
3 ∧ ω4

θ3 =
(
a3
1ω

1 + a3
2ω

2
) ∧ (ω3 + d3ω

4) + c3ω
3 ∧ ω4.

Soit X = x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4 ∈ A
(
θ1

) ∩A
(
θ2

) ∩A
(
θ3

)
alors on a le système suivant :





a1
1x1 + a1

2x2 − c1x4 = 0
a2
1x1 + a2

2x2 − c2x4 = 0
a3
1x1 + a3

2x2 − c3x4 = 0
x3 + d1x4 = 0
x3 + d2x4 = 0
x3 + d3x4 = 0.

(3.1)

1) Lorsque d1 = d2 = d3 = d alors ce système devient





a1
1x1 + a1

2x2 − c1x4 = 0
a2
1x1 + a2

2x2 − c2x4 = 0
a3
1x1 + a3

2x2 − c3x4 = 0
x3 + dx4 = 0

,
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qui n’admet que la solution nulle si et seulement si
∣∣∣∣∣∣
a1
1 a1

2 −c1

a2
1 a2

2 −c2

a3
1 a3

2 −c3

∣∣∣∣∣∣
6= 0.

2) S’il existe i 6= j ∈ {1, 2, 3} tel que di 6= dj alors le système 3.1 s’écrit :





a1
1x1 + a1

2x2 = 0
a2
1x1 + a2

2x2 = 0
a3
1x1 + a3

2x2 = 0
x3 = x4 = 0,

donc X est nul, c’est-à-dire le système
{
θ1, θ2, θ3

}
est non dégénéré, si l’un des mineurs δij

d’ordre 2 de la matrice



a1
1 a1

2

a2
1 a2

2

a3
1 a3

2




est non nul 2

On étudie maintenant les deux cas de la proposition précédente.

Proposition III.5 Supposons que d1 = d2 = d3 alors il existe une base
{
ω1, ω2, ω3, ω4

}
de

(
R4

)∗
telle que :





θ1 = ω1 ∧ ω3

θ2 = ω2 ∧ ω3

θ3 = ω4 ∧ ω3.

Démonstration. Si d1 = d2 = d3 alors les 2-forme θ1, θ2, θ3 s’écrivent sous la forme :




θ1 =
(
a1
1ω

1 + a1
2ω

2
) ∧ (

ω3 + dω4
)

+ c1ω
3 ∧ ω4

θ2 =
(
a2
1ω

1 + a2
2ω

2
) ∧ (

ω3 + dω4
)

+ c2ω
3 ∧ ω4

θ3 =
(
a3
1ω

1 + a3
2ω

2
) ∧ (ω3 + dω4) + c3ω

3 ∧ ω4.

avec
∣∣∣∣∣∣
a1
1 a1

2 −c1

a2
1 a2

2 −c2

a3
1 a3

2 −c3

∣∣∣∣∣∣
6= 0

Posons δ12 =
∣∣∣∣
a1
1 a1

2

a2
1 a2

2

∣∣∣∣ , δ13 =
∣∣∣∣
a1
1 a1

2

a3
1 a3

2

∣∣∣∣ , δ23 =
∣∣∣∣
a2
1 a2

2

a3
1 a3

2

∣∣∣∣ et supposons que δ12 6= 0, alors dans la

base




ω̃1 = a1
1ω

1 + a1
2ω

2

ω̃2 = a2
1ω

1 + a2
2ω

2

ω̃3 = ω3 + dω4

ω̃4 = ω4.

les 2-formes θ1, θ2, θ3 s’écrivent :





θ1 =
(
ω̃1 − c1ω̃

4
) ∧ ω̃3

θ2 =
(
ω̃2 − c2ω̃

4
) ∧ ω̃3

θ3 = 1
δ12

(
δ23ω̃

1 − δ13ω̃
2 − c3 ∧ ω̃4

) ∧ ω̃3.
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Les formes linéaires




η1 = ω̃1 − c1ω̃
4

η2 = ω̃2 − c2ω̃
4

η3 = ω̃3

η4 = δ23ω̃
1 − δ13ω̃

2 − c3ω̃
4

sont linéairement indépendantes, donc dans la base
{
η1, η2, η3, η4

}
on a





θ1 = η1 ∧ η3

θ2 = η2 ∧ η3

θ3 = η4 ∧ η3,

et donc le système est 3−symplectique. 2

Remarque III.2 Le sous espace F = ker η3 est une solution maximale de dimension 3 du
système symplectique





θ1 = η1 ∧ η3

θ2 = η2 ∧ η3

θ3 = η4 ∧ η3

par conséquant ce système définit une structure 3−symplectique. On peut conclure que ce
cas est en contradiction avec l’hypothèse, le système n’admet pas de solution de dimension
3.

Proposition III.6 Supposons qu’il existe i 6= j ∈ {1, 2, 3} tels que di 6= dj alors il existe une

base (ω1, ω2, ω3, ω4) de
(
R4

)∗
telle que :





θ1 = ω1 ∧ ω3

θ2 = ω2 ∧ ω4

θ3 = aω1 ∧ ω3 + bω1 ∧ ω4 + cω2 ∧ ω3 + dω2 ∧ ω4 + eω3 ∧ ω4.

avec a, b, c, d, e ∈ R et b, c, e non tous nuls.

Pour montrer cette proposition on montre d’abord le lemme suivant :

Lemme III.2 Les notations étant celles de la proposition III.4. S’il existe i 6= j ∈ {1, 2, 3} tel
que di 6= dj alors il existe i0 6= j0 ∈ {1, 2, 3} tel que di0 6= dj0 et le mineur δi0j0 est non nul.

Démonstration du lemme. Faisons la démonstration pour i = 1 et j = 2. Supposons δ12 = 0
alors δ13 6= 0 et δ23 6= 0. Si d1 6= d3 alors on prend i0 = 1 et j0 = 3; si d3 = d1 alors on a
nécessairement d3 6= d2 donc on prend i0 = 2 et j0 = 3 , d’où le lemme. 2

Démonstration de la proposition. On sait qu’il existe une base
{
ω1, ω2, ω3, ω4

}
de

(
R4

)∗
telle

que :




θ1 =
(
a1
1ω

1 + a1
2ω

2
) ∧ (

ω3 + d1ω
4
)

+ c1ω
3 ∧ ω4

θ2 =
(
a2
1ω

1 + a2
2ω

2
) ∧ (

ω3 + d2ω
4
)

+ c2ω
3 ∧ ω4

θ3 =
(
a3
1ω

1 + a3
2ω

2
) ∧ (ω3 + d3ω

4) + c3ω
3 ∧ ω4.

Puisqu’il existe i 6= j ∈ {1, 2, 3} tel que di 6= dj alors d’après le lemme précédent on peut
supposer que d1 6= d2 et δ12 6= 0. Donc par le changement de base :





ω̃1 = a1
1ω

1 + a1
2ω

2

ω̃2 = a2
1ω

1 + a2
2ω

2

ω̃3 = ω3 + d1ω
4

ω̃4 = ω3 + d2ω
4
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on obtient :




θ1 =
(
ω̃1 − c

′
1ω̃

4
)
∧ ω̃3

θ2 =
(
ω̃2 + c

′
2ω

3
)
∧ ω4

θ3 =
(
aω̃1 + bω̃2

) ∧ (
αω̃3 + βω̃4

)
+ c

′
3ω̃

3 ∧ ω̃4.

et si on pose




η1 = ω̃1 − c
′
1ω̃

4

η2 = ω̃2 + c
′
2ω̃

3

η3 = ω̃3

η4 = ω̃4

alors, dans la base
{
η1, η2, η3, η4

}
, les 2−formes θ1, θ2, θ3 s’écrivent :





θ1 = η1 ∧ η3

θ2 = η2 ∧ η4

θ3 = aη1 ∧ η3 + bη1 ∧ η4 + cη2 ∧ η3 + dη2 ∧ η4 + eη3 ∧ η4

avec b, c, e non tous nuls car θ1, θ2, θ3 sont linéairement indépendantes.

Remarque III.3 Le système
(
θ1, θ2

)
est un système symplectique dans R4 et le sous espace

vectoriel F = ker η3 ∩ ker η4 est une solution maximale de dimension 2.

Corollaire III.2 (i) Si (S) =
(
θ1, θ2, θ3

)
est un système symplectique dans R4 tel que toute

solution maximale est de dimension 2 alors il existe une base
{
η1, η2, η3, η4

}
de R4 telle que

les 2−formes θ1, θ2, θ3 s’écrivent :




θ1 = η1 ∧ η3

θ2 = η2 ∧ η4

θ3 = aη1 ∧ η3 + bη1 ∧ η4 + cη2 ∧ η3 + dη2 ∧ η4 + eη3 ∧ η4

avec b, c, e non tous nuls,
(ii) La classification des 3−systèmes symplectiques (S) =

(
θ1, θ2, θ3

)
dans R4 qui possède une

solution maximale de dimension 2 découle de la classification des 2−systèmes symplectiques
dans R4 qui possède une solution maximale de dimension 2.

Soient {e1, e2, e3, e4} une base de R4 et
{
ω1, ω2, ω3, ω4

}
sa base duale. On a :





θ1 = a1ω
1 ∧ ω2 + a2ω

1 ∧ ω3 + a3ω
1 ∧ ω4 + a4ω

2 ∧ ω3 + a5ω
2 ∧ ω4 + a6ω

3 ∧ ω4

θ2 = b1ω
1 ∧ ω2 + b2ω

1 ∧ ω3 + b3ω
1 ∧ ω4 + b4ω

2 ∧ ω3 + b5ω
2 ∧ ω4 + b6ω

3 ∧ ω4

θ3 = c1ω
1 ∧ ω2 + c2ω

1 ∧ ω3 + c3ω
1 ∧ ω4 + c4ω

2 ∧ ω3 + c5ω
2 ∧ ω4 + c6ω

3 ∧ ω4.

Puisque θ1, θ2 et θ3 sont linéairement indépendantes alors on peut supposer
∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
6= 0.

Remplaçons dans les expressions précédentes ω2 par a1ω
2+a2ω

3+a3ω
4, ω3 par b1ω

2+b2ω
3+b3ω

4,
et ω4 par c1ω

2 + c2ω
3 + c3ω

4 on obtient :




θ1 = ω1 ∧ ω2 + a4ω
2 ∧ ω3 + a5ω

2 ∧ ω4 + a6ω
3 ∧ ω4

θ2 = ω1 ∧ ω3 + b4ω
2 ∧ ω3 + b5ω

2 ∧ ω4 + b6ω
3 ∧ ω4

θ3 = ω1 ∧ ω4 + c4ω
2 ∧ ω3 + c5ω

2 ∧ ω4 + c6ω
3 ∧ ω4

avec (ai, bi, ci) 6= (0, 0, 0) pour i = 4, 5, 6 car toute solution maximale de
(
θ1, θ2, θ3

)
est de

dimension 1.
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Soit X = x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4 ∈
3⋂

i=1

A
(
θi

)
alors X est une solution des systèmes suivants

:




x2 = 0
x1 − a4x3 − a5x4 = 0
a6x4 = 0
a6x3 = 0

,





x3 = 0
b5x4 = 0
x1 + b4x2 − b6x4 = 0
b5x2 = 0.

,





x4 = 0
c4x3 = 0
c4x2 = 0
x1 + c5x2 + c6x3 = 0

On obtient
3⋂

i=1

A
(
θi

)
= {0} et le système est non dégénéré.

Proposition III.7 Si (S) =
(
θ1, θ2, θ3

)
est un système symplectique dans R4 tel que toute

solution est de dimension 1, alors il existe une base
{
ω1, ω2, ω3, ω4

}
telle que





θ1 = ω1 ∧ ω2 + a4ω
2 ∧ ω3 + a5ω

2 ∧ ω4 + a6ω
3 ∧ ω4

θ2 = ω1 ∧ ω3 + b4ω
2 ∧ ω3 + b5ω

2 ∧ ω4 + b6ω
3 ∧ ω4

θ3 = ω1 ∧ ω4 + c4ω
2 ∧ ω3 + c5ω

2 ∧ ω4 + c6ω
3 ∧ ω4

avec (ai, bi, ci) 6= (0, 0, 0) pour i = 4, 5, 6.

IV. REFERENCES
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