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Abstract

We study the linear aspect of vectorial polarized structures, or symplectic systems on
a vector space. We give a classification of these systems in dimension < 4.
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I. INTRODUCTION

L’un des objectifs principaux qui ont conduit & introduire les structures k-symplectiques' ~° en tant

qu’extension de la géométrie de polarisation, est de proposer le support géométrique des équations de
Y. Nambu'!® tout en conservant les liens spécifiques entre la géométrie symplectique et le formalisme
hamiltonien classique. Des développements et des propriétés dans la méme sens, sont étudiés par différents
auteurs, voir par exemples? 1112,
Dans cette perspective, la géométrie k-symplectique constitue une structure dans laquelle cohabite des
2-formes différentielles fermées 6',..., 0% sur une variété M de dimension n(k + 1), s’annulant sur un
feuilletage n-codimensional et auxquelles sont associées des applications hamiltoniennes & valeurs dans
R dont les composantes sont liées au systéme hamiltonien X attaché & H par les relations :

i (Xy) 0P = —dHP.

Le théoréme de Darboux généralisé montre qu’au voisinage de chaque point zo de M, il existe un systeme
de coordonnées locales (2%, y")1<p<k,1<i<n défini sur un voisinage ouvert U tel que :

9|pU = dzf A dy

et le feuilletage est défini sur U par dy' = ... = dy™ = 0.

L’étude des systemes extérieurs en dimension supérieur ou égal a quatre, montre qu’il existe une infinité
de modeles locaux de systeémes non algébriquement équivalents.

Les systémes k-symplectiques sont définis directement par des conditions de régularité qui s’interpretent
comme des modeles de systemes extérieurs de rang maximum qui s’annulent sur les champs tangents au
feuilletage.
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Dans?, on a introduit la notion de variété polarisée généralisée; cette structure est donnée par un cou-
ple (6, E), tel que 0 est une 2-forme différentielle vectorielle fermée sur M s’annulant sur les sections
d’un sous fibré intégrable E de T'M. Les variétés polarisées et les variétés k-symplectiques sont des
variétés polarisées vectorielles particulieres. Dans ce travail, on étudie ’aspect linéaire des structures po-
larisées vectorielles, ol les systémes symplectiques sur un espace vectoriel, c’est a dire les (k + 1)—uplets
(91, L0 F ) formé de 2—formes extérieures 6P linéairement indépendantes constituant un systéme non
dégénéré et d’une solution maximale F' de ce systeme. On donne ici, un encadrement des dimensions des
solutions maximales, comme on donne une classification de ces systémes en dimension < 4.

II. SYSTEMES EXTERIEURS
A. Définitions et propriétés

Soient E un espace vectoriel de dimension n sur K (K =R ou C) et A® (E*) Despace des 2-formes

extérieures sur E, c’est-a-dire des formes bilinéaires antisymétriques sur E. Soient 61, ..., 0% € \* (E*).
Une solution du systeme extérieur {91 =0,..,0F = 0} est un sous espace vectoriel F' de E vérifiant

? (X,Y) =0, pour tous p=1,....k, et XY € F.
Notons A(6P) le sous espace de E associé & la forme 6P:
ABP) ={X € E tel que i(X)6” =0}
o i(X) désigne le produit intérieur par X :
i(X)(Y) = 0(X,Y).

Définition I1.1 Soient E un K-espace vectoriel de dimension N, F un sous espace vectoriel de codimen-
; 1 k 2 *

sionm, et 0, -+ 0% € \* (E*).

On dit que le (k + 1) —uplet ((91, N L F) est un systéme symplectique sur E si les propriétés suivantes

sont satisfaites :

1. le systéme extérieur {91, e ,Qk} est non dégénéré, c’est-a-dire
A@OY) NN A(%) = {0},
2. F est une solution mazimale du systéme (S) = {0 =0,...,0% =0}.
Rappelons qu’un sous espace G de E est totalement isotrope pour une 2—forme extérieure 0 s’il vérifie
0(X,Y)=0 pourtout X,Y € G

c’est-a-dire GG est solution de I’équation # = 0. Par définition, le sous espace F' est totalement isotrope
pour chacune des formes 67.

Remarques I1.1 (1) Si N = n(k+1) alors le systéme symplectique (91, AR F) n’est autre qu’une
structure k— symplectique sur E au sens de®.

(2) Si k = 1, les solutions mazimales sont de dimension n, et dans ce cas E est un espace vectoriel
symplectique.

Exemple I1.1 Considérons sur R* les 2—formes extérieures définies par :
0! = wt Aw?
0% = w? Aw?

\ * 7z
ot {wl,wQ,wg,w‘L} est la base duale de (R4) d’une base donnée {ey,es,e3,e4} de R*; le sous espace
vectoriel F engendré par {e1,es} est une solution mazimale du systéme

9t =0
6% = 0.
Donc (91, 62; F) est une systéme symplectique sur R*.
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Théoréme I1.1 Soit (S) = (0',...,0%; F) un systeme symplectique sur un K-espace vectoriel E de
dimension N. Alors on a :

Nk
dimF < ——.
k+1
Démonstration. Posons dimF = p avec p > 1 et n = N — p. Considérons une base de F,
{X1,..,X,,Y1,....Y,}, telle que F soit engendré par {Xi,...,X,}. Soit {wl,...,w”,nl,...,n"} la base
duale. Puisque la 2—forme 09 (¢ = 1,...,k) s’annule sur F, elle s’écrit :
=3 (Satrat+ Yo )
j=1 \i=1 i=1

ot a p¥ € K.

1 7

Posons, pour tout ¢ =1,...,ket j=1,...,n

P
w¥ = Z a .
=1
Supposons p > nk, et considérons I'application linéaire sur F' définie par :
X — (0 (X),..,0"(X),0,...,0) .

Soit X € F tel que w¥(X) = 0, pour tous ¢ et j, alors i (X)0? = 0. La non dégénérescence du

systeme {01, ..., 0%} entraine que X = 0 c’est-a-dire 'application linéaire est injective ce qui est impossible.

Donc p < nk cest-a-dire dim F' < nk. Come n = N — dimF on a donc dimF < k(N — dimF’), soit,
kN

dimF < -2 o
ST

NEk
Corollaire I1.1 Si dim F' = P alors (0, ...,0F) est une structure k-symplectique sur E.

En effet dans ce cas, F est maximal et dimFE = n(k + 1). Notons qu’il n’existe pas de minoration pour
la dimension des solutions, l’exemple qui suit montre qu'’il existe des systémes symplectiques dont la
dimension des solutions maximales est 1.

Exemple: Considérons dans R* le systéme symplectique défini par les 2-formes :

' = AW+ WP AW
0?2 = W AW — W2 AW
03 = w AWt W AW

Soient X,Y € R* lindairement indépendants tels que 6! (X,Y) = 0 (X,Y) = 63 (X,Y) = 0;
alors on a:

(1y2 — z2y1) + (23Yys — 24y3) =0
(901313 - x3y1) - (x2y4 - x4y2) =0
(T1ys — ay1) + (22y3 — 23Y2) = 0.

On peut supposer que 9> — 22y, # 0 et par un changement de base adéquat sur R* on peut
supposer que r; =y = 1 et 22 = y; = 0. Donc les équations précédentes donnent :

1+ (z3ys — 24y3) =0
ys+a4 =0
ys —x3 =10

ce systéeme est impossible et la solution maximale est de dimension 1.
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Proposition 11.1 Soit (S) = (0',...,0%; F) un systéme symplectique. Si dimF = N — 1 alors
k=N—1et (0',...,0" F) est une structure k—symplectique sur E.

Démonstration. Soient {X;,..., Xy} une base de FE telle que {X;,..., Xny_1} soit une base de
N—1 ‘

F et {w17...7wN} la base duale. Puisque H‘qFxF = 0 alors 09 = (2:1 AgM) A wY pour tous
1=

g=1,...k Or 6',... 0% sont linéairement indépendantes, donc k < N — 1.

k
Soit X = (z1,...,xn) € [) A(0?) alors X est solution des systémes
q=1

A‘{Il + ...+ A?V_lzN_l =0
A?IN =0

A({.TN =0.

pour tous ¢ = 1,...., k. Puisque 6? # 0 alors zny = 0, donc (z1,...,z,) est solution du systéme
suivant :

A%Jfl —+ ...+ A}vflxN—l =0

A’fxl + ...+ Alfv,ﬂ?N—l =0.

Pour que ce systéeme n’admette que la solution triviale il faut que k¥ > N — 1 et un mineur
d’ordre N —1 soit non nul. Donc k = N —1 et det (A;)Ki i<k # 0. Par conséquent (0',..., 0%, F)

est une structure k—symplectique sur F. O
B. Solutions d’un systéme symplectique

Etant donné 6 € /\2 E, un p—plan F (p > 2) est solution de I’équation extérieure 0§ = 0 si et
seulement si tous les 2—plans contenus dans F' sont solutions de cette équation.
Pour un systéme symplectique on étudie les solutions F' de dimension < 2.

1. Cas ou dimF = 2.

Soient {ej,...,e,} une base de ’espace vectoriel E et {fl, ...,f”} la base duale. Alors on a

or= Y OLSIAF 1<p<k

1<i<j<n
Posons
0y~ On1n
M=\ -
Oy -+ On_1n

Puisque les 2-formes 6 (1 < i < k) sont linéairement indépendantes, le rang de M est égal a
k. Soit {v1,v2} une base de F, alors on a

vy = breq + ... + bpe,.

o a; b
Usj det(aj bj>

alors u = (u12, ..., Un—1,) sont les coordonnées de Pliicker de F. On a la proposition suivante
qui caractérise les solutions de dimension 2 :

{ v =a1e1 + ... +ane,

Posons
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Proposition 11.2 Le sous espace vectoriel F' de E est une solution du systéme {91, ...,0’“} st
et seulement si

> 60ui; =0, pourp=1,...k

1<i<j<n
c’est-a-dire les coordonnées de Plicker u = (u1a,...,un—1,) de F est un élément de kerM.
Démonstration. Soit F' une solution du systéme {91, ...,Gk} de base {v;,v2}. On a
07 (v1,v2) E 9 (a;b; — a;b; E Owu” =
1<i<j<n 1<i<j<n

pour p=1,.... k, c’est-a-dire u = (u,;j)1<i<j<n € kerM.
Réciproquement, si u € kerM alors 0P (vi,v2) = 0 pour p = 1,....,k. Donc 67 (X,Y) = 0 pour
tous X,Y € F, c’est-a-dire F' est une solution du systéme {61, - Gk} O

On donne dans le corollaire ci-dessous une condition nécessaire et suffisante pour qu’il
existe une solution de dimension 2 du systéme {01, e 9’“}. On rappelle le théoréme suivant

s s 8 \ B 9 N o4
Théoreme I1.2 © Le systéme (UZJ)1§i<j§n7 lun des paramétres u;; étant non nul, est un
systéme de coordonnées de Plicker si et seulement si la 2-forme

n= Z uig f* A f7
1<i<j<n
est une forme monéme.
On déduit le corollaire suivant :
Corollaire I1.2 Soit u = (uij)1§i<j§n

Pliicker d’un 2-plan F solution de {0',...,0"} si et seulement si la 2-forme

n= Y ugf'Af

1<i<j<n

€ kerM. Le systéme u est un systéme de coordonnées de

est une forme monéme.

2. Cas ot dimF < 2.

Soit (5) = {01,...,0k} un systeme de 2-formes extérieures sur F. Si {fl,...,f”} est une
base de E* alors les 2—formes 6!, ..., 6% s’écrivent

= Y fAp

1<i<j<n
et
Oy -+ On1n
M= : :
0]162 92—17},

est la matrice de (S5) de rang k.

On a montré que si F' est un sous espace vectoriel de E de dimension 2 alors F' est une
solution de (5) si et seulement si le systéme de coordonnées de Pliicker de F' est un élément
du noyau de M.

Le systéme (S) admet toujours une solution de dimension 1, on donne dans la proposition
suivante des conditions pour que le systéme (S) n’admette que des solutions de dimension
1.
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Proposition I1.3 (i) Si kerM = {0}, c’est-a-dire k = w avec n = dimE, alors le systéme
(S) n’admet pas de solutions de dimension > 2,
(i) St kerM # {0} et si pour tout u = (u12,...,un_1,) € kerM tel que la 2-forme

0= > uif'Af

1<i<j<n
n’est pas une forme mondéme alors (S) n’admet pas de solution de dimension 2.
On donne ici un exemple de la premiére situation dans R3.
Exemple I1.2 Soit (S) = (0*,6%,6%) un systéme de 2—forme dans R?® telle que
0! = wl A w?
0% = wl A WP
0% = w? Aw?

et

M =

OO =
o= O
— o o

la matrice de (S). On a kerM = {0} donc (S) n’admet pas de solution de dimension 2.

Démonstration de la proposition. (i) Si le systéme (S) admet une solution de dimension 2
alors les coordonnées de Pliicker de cette solution constituent un élément de kerM, ce qui
est impossible. La démonstration de (ii) est claire. O

III. CLASSIFICATION DES SYSTEMES SYMPLECTIQUES

Définition III.1 Deux systémes extérieures (S) et (S') sont dits équivalents, s’ils engendrent
le méme idéal.

Soit (5) un systéme extérieur sur R" engendré par les équations

' =0

0% =0,

ou les 6P sont des 2—formes extérieures linéairement indépendantes.
Notons que si le systéme (5) posséde une solution maximale de dimension p alors le nombre

2

Si (S) admet une solution maximale de codimension 1 alors, d’aprés ce qui précede, (S)
est un systéme k—symplectique et la classification est donnée par le théoréme de Darboux®.
Pour k =1, la classification du systéme (S5) est entierement déterminée par le rang de 6.
On se propose de donner la classification, en petite dimension, des systémes symplectiques

généralisées (5) = (91, ...,0’“) sur un espace vectoriel de dimension n, pour 2 < k < —

(1) |

de 2—formes (linéairement indépendantes) dans (S) est inférieur ou égal a (g) - <p) .
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A. Classification des 2-systémes symplectiques en dimension 3

Soit (S) = (0*,6?) un systéme symplectique sur R?. Si F' est une solution de (5) de dimension
2 alors on a montré précédemment que (6',6% F) est un systéme 2-symplectique sur R
D’aprés le théoréeme de Darboux? il existe une base {wl,wQ,w?’} de (R3)* telle que

0 = wl AW
02 = w? A ws.

La proposition suivante donne la classification, tenant compte de cette remarque.

Proposition II1.1 Tout systéme symplectique (S) = (01,92) sur R® posséde des solutions de
dimension > 2.

Démonstration. Supposons que toute solution de (S) est de dimension 1. Soient {ej,ez,e3}
une base de FE et {wl,wQ,aﬁ} la base duale alors les 2- formes §' et 2 s’écrivent :

0' = a1wt Aw? + asw! Awd + azw? Aw?
02 = biw' A w? + baw! A w? + baw? A W?.

Puisque 6! et 62 sont lindairement indépendantes, alors on peut supposer que le déterminant

010 = Z ZQ ‘ est non nul. Par le changement de base
1 b2

nt = w!

r]2 = a1w2 + asw
N = biw? + byw?

3

on obtient :
91 :,rll An2+aén2/\n3
62 = n* An3 +bin* An?

avec aj, bs € R.
Soit X = x1e1 + zoes + x3e3 tel que i (X) 0P =0 pour p=1,2. On a alors

.132:0 .13320
! !
21 —azxz3 =0 , ¢ byxz =0
’ ’
asxg =0 1+ byxe =0

par conséquent X = 0 c’est-a-dire 4 (6') N A (6%) = {0}.
10 af
01 b
de plus la 2—forme

Soit M = > la matrice du systéme (6',6%). Le ker M est engendré par (aj,bs, —1)
0 = azn' AP + st AP —n? A’ = (agn' +0°) A (<bgn' +1?)

est une forme mondéme. Donc, d’aprés I’étude faite dans la section précédente, (af, b5, —1)
sont les coordonnées de Plicker d’un 2—plan solution du systéme (01,92), ce qui est en
contradiction avec ’hypothese. |

Corollaire II1.1 S3 (91,92) est un systéme de 2—formes de matrice M de rang 2 alors pour
tout vecteur non nul v = (a,b,c) de kerM la 2-forme

0 = aw' A w? + bw! Aw? + cw? AW

est une forme monéme.
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B. Classification des 3-systémes symplectiques en dimension 3

Soit (S) = (6*,6%,6%) un systéme symplectique.
Lemme III.1 Toute solution maximale est dedimension 1.

Soit {e1,e2,e3} une base de R? telle que {e;,e2} engendre une solution F de dimension 2 du
systeme (S) = (6',62,6%) . Dans la base duale {w',w? w®} de (R3)* les 2—formes 0P s’écrivent
ol = (alwl + a2w2) A w?
02 = (blwl + b2w2) Awd
03 = (clwl + CQ(.L)Q) A w?s.
Donc le systéme (S) est de rang 2, ce qui est impossible. D’ou1 le lemme.
Soit {w!',w? w?} une base de (Rg)*; les 2—formes ', 62,03 s’écrivent
O = a1w! A w? 4 asw! Aw? + asw? Aw?
02 = biw! A w? + baw! A w? + bgw? A w?
03 = cqw! A w? + cow! Aw? + csw? A WP
avec
ay az asg
det bl b2 b3 75 0
C1 Co C3
car elles sont linéairement indépendantes.

Soit X = x1e1 + x0e5 + 233 € A (91) nA (92) nA (93) alors ses coordonnées vérifient les
systéemes :

ai1xy + asxz =0 bixe +boyrs =0 c1To + cox3 =0
a1r1 —azrz = 0 s blIl - ngg =0 5 C1T1 — C3T3 = 0
a2x1 + azxre = 0 b2!E1 + b3$2 =0 CoX1 + €322 = 0.

on en déduit que X = 0 c’est-a-dire le systéme est non dégénéré. On en déduit que

Remarque II1.1 Toute famille (91,92,93) de 2—formes linéairement indépendantes dans
A%2(R3)* forme un systéme symplectique dont toute solution mazximale est de dimension
1.

b1 by
C1 C2

ap a2
C1 C2

ay az
by bo
que les formes linéaires a;w? + asw® et biw? + baw? sont lindairements indépendantes. Si on
remplace w? par a;w? + asw® et w3 par bjw? + bew?® dans les expressions des 6P on obtient

Puisque I’'un au moins des mineurs est non nul, on peut supposer

0! = w! Aw? + aw? A w?
02 = w! A w3 + bw? A W3
03 = chwt Aw? + chw' Aw? + chw? A wd.

Les 2—formes 6',60% 6% — cj0! — c,6? sont aussi linéairement indépendantes et possédent les
mémes solutions alors on peut supposer que 03 = w? Aw? (quitte a diviser par un coefficient
non nul). Et si on remplace 6! par 0! — af® et 6! par 02 — b9> on obtient le modele

0t = wl A w?

6% = w! AW

03 = w? Aw3.
On déduit alors le résultat suivant :
Théoréme III.1 Si (S) = (6*,62,6°) est un systéme symplectique sur R* alors toute solution
est de dimension 1, et il existe une base {w',w? w*} de (R®)" telle que

0! = w! A w?

0% = w! AW?

0% = w? Aw3.
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C. Classification des 2-systémes symplectiques en dimension 4

Soit (S) = (6%,...,6%) un systéme symplectique dans R*.

1) Si (S) admet une solution maximale de dimension 3, alors, d’aprés 1’étude faite dans la
premiére section, k = 3 et dans ce cas (5) est une structure 3-symplectique.

2) Si (S5) posséde une solution maximale de dimension 2 alors le nombre de 2-formes
linéairement indépendantes dans (5) est inférieur ou égal 5.

3) Si (S) posséde une solution maximale de dimension 1 alors le nombre de 2—formes

linéairement indépendantes dans (5) est maximale (: dim /\2 (R4)*) .

On donne ici la classification d’un systéme (5) = (01, ceey 0’“) en dimension 4 dont la dimen-
sion des solutions maximales est inférieure ou égale a 2 et 2 < k < 3.

1. (S) admet une solution mazximale de dimension 2.

Soit (S) = (01,92) un systéme symplectique sur R?*, alors on a la proposition suivante :

Proposition II1.2 Supposons que 0' et 6> sont dégénérées, alors il existe une base
{wh w? W wt} de (RY)" telle que :

01 = wl A W?
02 = w2 A wt

Démonstration. Soient F' une solution maximale de (S) de dimension 2, et {X;, X2, X3, X4}
une base de R* telle que {X;, X5} soit une base de F. Soit {wl,w27w3,w4} la base duale de

(R4)*. Alors
o' = (aiwl + a%w2) Awd + (b%wl + b%wQ) Awt + crwd A w?
6? = (a%wl + a%uﬂ) A w4 (b%wl + b3w?) Aw? + cow® AW

Si I’'une des 2—formes ' ou #? est non dégénérée, A (01) NA (92) = {0}, et le systéme {01, 92}
est non dégénéré.

11 2 2
. PR . . ai a a? a

Si les 2—formes 0' et 62 sont dégénérées, alors les déterminants b11 b12 et b21 b22 sont
1 03 1 03

nuls, par conséquent il existe d; et d, dans R tels que les 2—formes 4! et §? s’écrivent :

o' = (a}wl + a§w2) A (w3 + d1w4) + cw® Aw?

6? = (a%wl + ang) A (w3 + d2w4) + cow® A w?.

Soit X = (z1, 72,23, 74) € A(6') N A(6?) ses coordonnées vérifient :

alry +adxe — cywg =0
a%xl + a%xz —coxy =0
x3+dizy =0
x3 + doxy =0,

et X =0 si et seulement si le déterminant

11
a; az 0 —cy

2 2
ai a; 0 —co
det | g 0 1 4
0 0 1 do
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est non nul, c’est-a-dire

al al
3 5| #0etd #do
ay a3

(dans ces conditions 6! et 62 sont linéairement indépendantes.

Posons maintenant &! = aiw! + adw?, ©? = adw! +ddw?, O = WP + dyw? et ©* = W3 + dyw? alors
on a
3 4 @At
WwWAW = —r,
dy — dy

2

on déduit que, dans la base {@1,@ ,@3,@4} les 2-formes s’écrivent

' =T A 4+ P AT

0% = &% AO* + a@® A4,

1 3

avec ap, a3 € R. Si on remplace w! par w!' — ajw* et w? par w? + asw? on obtient

0 = wl A W?
02 = w2 A w?

ce qui montre la proposition.

2. Toute solution de (S) est de dimension 1.

2,w3,w4} est la base duale alors on a :

Soient {ej,es,e3,e4} une base de R*. Si {wl,w
0! = a1w1 Aw? + agwl Awd + agwl Awt + a4w2 Aw? + a5w2 Aw? + a6w3 Aw?
6% = byw' Aw? + bow! Aw? + bgwl Awt + b’ AW+ b5w2 Awt + b6w3 Aw?

ap az

Puisque 6! et 6? sont linéairement indépendantes, on peut supposer b b
1 02

# 0. Par le

changement de base :

= wl

= a1w2 + a2w3 + a3w4
b1w2 + b2w3 + b3w4
= W4

[S SIS 3
B W N

on obtient :
0" =0t AP+ ayn® AP+ agn® At + agn® At
0% =n' A+ bim2 AnS + b:r)n2 At + b;m3 Ant.

Le sous espace vectoriel engendré par e; et e, est une solution de (5), ceci est en contradic-
tion avec I’hypothese.

Proposition II1.3 Il n’existe aucun systéme symplectique (S) = (01792) dans R* dont toute
solution est de dimension 1.

D. Classification des 3-systémes symplectiques en dimension 4

Soit (S) = (6',67,6%) un systéme symplectique dans R* on suppose que (S) n’admet pas de
solution de dimension 3.
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Proposition II1.4 Si (S) = (01,92,93) posséde une solution mazximale de dimension 2 avec
01,62 et 6% sont dégénérées alors il existe une base {wl,w2,w3,w4} de (R4)* telle que :

0! = (atw! + alw?) A (W2 + dyw?) + crwd Aw?
0% = a%wl + a%wQ A (W3 + dow?) + cow® A w?

03 = (afw! + adw?) A (WP + dzw?) + c3w® A w?
vérifiant les conditions suivantes :

1. le déterminant

11

a% a% —C1

ay a5 —cz | #0
a3 a3 —cs

st d1 = d2 = dg
2. ’un des mineurs d’ordre 2 de la matrice suitvante :
ay
a% ai
af

est non nul, s’il existe i # j € {1,2,3} tel que d; # d,

Démonstration. Soient {e;,es,e3,e4} une base de R* telle que {e;,e;} soit une base d’une
solution maximale F de (5) et {w!,w? w? w*} sa base duale de (R‘l)*. Alors

0! = (atw! 4+ alw?) Aw? + (Blw! + biw?) Aw? + c1w? A w?
0? = (a3w! + ddw?) Aw? + (B3w! + b3w?) A w? + cow? A w?
02 = (adw! + adw?) Aw? + (B3w' + b3w?) A w? + c3w? A w?

Comme les 2-formes 0',6? et 03 sont dégénérées, on a

1 1 2 2 3 .3
)
bl b2 bl b2 bl b2

par conséquent il existe dj,ds,ds € R tels que les 2—formes 09 s’écrivent :

' = (ajw! + adw?) A (W3 + d1w4) + w3 Aw?
02 = (afw! + a3w?) A (@ + daw?) + cow® A w?
9® = (atw' + adw?) A (WP + dsw?) + cw® A w?.

Soit X = zie1 + e + w3e3 + 2464 € A (') N A (6?) N A (6°) alors on a le systéme suivant :
a%xl + a%xg —cixy =0

a%xl + a%xg —cory =0
a‘I’xl + agxg —c3r4 =0

x3+dixy =0 (31)
T3 + d21’4 =0
T3 + d3xy = 0.

1) Lorsque d; = dy = d3 = d alors ce systéme devient

a%xl + a%mg —cixq4 =0
a%ml + (l%(bg —coxy =0
az{’xl + a%xg —c3xy =0"
3+ dry =0
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qui n’admet que la solution nulle si et seulement si

2) S’il existe ¢ # j € {1,2,3} tel que d; # d; alors le systéme 3.1 s’écrit :

donc X est nul, c’est-a-dire le systéme {6',62,6°} est non dégénéré, si I'un des mineurs §;;

d’ordre 2 de la matrice

est non nul

a% a% —c1
a:l)) a% —co | #0.
ai ay —cs

a%xl + Q%IEQ =0
a%xl + a%ajg =0
ai’xl + agarg =0
T3 = Ty = O,

On étudie maintenant les deux cas de la proposition précédente.

Proposition II1.5 Supposons que di = dy = d3

telle que :

Démonstration. Si d; = dy = ds alors les 2-forme 6!, 62,03 s’écrivent sous la forme :

atw! + atw?) A (w3 + dw?
a%wl + a%wQ

o' =
6 =
3 _
0 f(al
avec
1,1 1
al a a
Posons 619 =| 4 3|,613=] 1%
12 a2 a |01 a3

base

les 2-formes 6!, 602,03 s’écrivent :

o' =
6> =
6 =

Pl = w'AW?
9?2 = Ww?AW?
93 = w* Awd.

+ clw3 A w?

A (w3 + dw?) + cowd A w?

wh 4+ adw?) A (WP + dw?) 4 czw® Awt.

1.1
a% a% -
a:% ag —ca | #0
a3y a3 —cs
1 2 2
921 60 = | % %2
b
Qs ay az

2
2

wr = a%wl + a%w
w* = a%wl + a%w
03 = w? + dw?

ot =t

ol — ) A3
w2 — 62@4 N
1 ~1 ~2 ~4 ~3
512 (523&] 513&) cs \Nw ) A w”.
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Les formes linéaires

771 — a~ul _ 01&4

n? =% — et

773 — aS

7’]4 = 523&1 — (513&2 — 03@4

sont linéairement indépendantes, donc dans la base {771, 772,773,774} on a

01 — ,'71 A 773
92 — ,'72 A ,’73
02 = nt A,
et donc le systeme est 3—symplectique. O

Remarque II1.2 Le sous espace F = kern® est une solution mazximale de dimension 3 du
systeme symplectique

' = npt A3
02 — 12 A
03 — it AP

par conséquant ce systéme définit une structure 3—symplectique. On peut conclure que ce
cas est en contradiction avec l’hypothése, le systéme n’admet pas de solution de dimension
3.

Proposition III.6 Supposons qu’il existe i # j € {1,2,3} tels que d; # d; alors il existe une
base (W', w?, w3, wt) de (R4)* telle que :

ol = wl Aw?
0% = w? A w?
03 = aw' Aw? 4+ bw! Aw? + cw? Aw? + dw? A w? + ew? A wt.

avec a, b, c, d,e € R et b,c,e non tous nuls.
Pour montrer cette proposition on montre d’abord le lemme suivant :

Lemme II1.2 Les notations étant celles de la proposition II1.4. S’il existe i # j € {1,2,3} tel
que d; # d; alors il existe iy # jo € {1,2,3} tel que d;, # d;, et le mineur §,,;, est non nul.

Démonstration du lemme. Faisons la démonstration pour i =1 et j = 2. Supposons 6§12 =0
alors 913 # 0 et 023 # 0. Si dy # d3 alors on prend igp = 1 et j, = 3; si d3 = d; alors on a
nécessairement ds # dy; donc on prend iy = 2 et jo = 3, d’ou le lemme. O

Démonstration de la proposition. On sait qu’il existe une base {wl,w2,w3,w4} de (R4)* telle
que :

0l = a%wl + a%wQ A (w3 + diw?) + crwd A w?
0?2 = (a3w! + adw?) A (w3 + dow?) + cow? A w?
0® = (afw! + adw?) A (W3 + dsw*) + csw® Aw?.

Puisqu’il existe i # j € {1,2,3} tel que d; # d; alors d’aprés le lemme précédent on peut
supposer que d; # dy et 12 # 0. Donc par le changement de base :

ol = ajw! + adw?
0? = alw! + a3w?
& = w4 diwt
ot = W4 dowt
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on obtient :

ol = Ol — Tt ) AP
0% = &%+ cpw? ) A wt
03 = (a@' +b3%) A (a@® + BE4) + c5a° A &1

et si on pose

1 _ ~1 ! ~4
N = W —qw
2 _ ~2+ !~
nt = w Cow
773 — o3
774 — a4

alors, dans la base {n',n% 1% n*}, les 2—formes §',6% 6° s’écrivent :
91 — 771 /\773
92 — 2 Al

avec b, c, e non tous nuls car 6',6%, 6% sont linéairement indépendantes.

Remarque II1.3 Le systéme (91,92) est un systéme symplectique dans R* et le sous espace
vectoriel F =kern® Nkern* est une solution mazximale de dimension 2.

Corollaire IIL.2 (i) Si (S) = (6',62,6°) est un systéme symplectique dans R* tel que toute
solution maximale est de dimension 2 alors il existe une base {771,772,7]3,1)4} de R* telle que
les 2—formes 0',02,0% s’écrivent :

91 — ,rll A 773
02 — 2 A
02 = ant AP+t Ant+en? And +dn? Ant4end Ant
avec b, c,e non tous nuls,
(ii) La classification des 3—systémes symplectiques (S) = (6*,62,6°) dans R* qui posséde une

solution maximale de dimension 2 découle de la classification des 2—systéemes symplectiques
dans R* qui posséde une solution maximale de dimension 2.

Soient {ej, ez, e3,e4} une base de R* et {wl,wQ,w37w4} sa base duale. On a :

' = a1w1 Aw? + agwl Aw3 4+ a3w1 Awt 4+ a4w2 Aw3 + a5w2 Awt 4+ a6w3 Awt
02 = biw' Aw? 4+ baw! Awd + bw! A w? + baw? A w3 + bsw? A w? + bgw? A w?
03 = clwl Aw? + 02w1 Awd + 03w1 Aw* + C4w2 Aw? + 05w2 Aw* + 06w3 A w.

Puisque 6!, 62 et 63 sont linéairement indépendantes alors on peut supposer

aip az as
by by bs | #£0.
C1 Co C3

Remplacons dans les expressions précédentes w2 ar a1w2+a2w3+a w4 w3 ar b1w2+bgw3+b w4
3 ) 3 )
et w4 par clw2 + ng3 + 03w4 on obtient :

01 = W Aw? + aww? Awd + asw? Awt + agwd A w?t
02 = Wl Aw? 4+ byw? Aw? + bsw? A wt + bgw® A w?
3 = W Awt 4 cqw? Aw? + csw? A wt + cgw® A w?

avec (a;,b;,¢;) # (0,0,0) pour i = 4,5,6 car toute solution maximale de (6',62,6°%) est de
dimension 1.

74



A.Awane et al. African Journal Of Mathematical Physics Volume 6 (2008) 61-75

3 .
Soit X = x1e1 +a9es +x3e3+x4e4 € [ A (91) alors X est une solution des systémes suivants

i=1
To = 0 T3 = 0 Ty = 0
T, — agx3 — asxrg =0 bsxs =0 cyx3 =0
agry =0 ’ 21 +bgro —bgrgs =0 ) cqxo =0
aAgT3 = 0 b5$2 =0. T1 + C5T2 + CeT3 = 0

3 .
On obtient (] A (#) = {0} et le systéme est non dégénéré.
=1

1=

Proposition IIL.7 Si (S) = (0',6%,0%) est un systéme symplectique dans R* tel que toute
solution est de dimension 1, alors il existe une base {wl,wZ,w3,w4} telle que

01 = W Aw? 4 aw?® Awd + asw? Awt + agwd A w?
02 = w!' A w3+ baw? A w3 + bsw? A wt + bgw? A w?t
0% = w' Aw + caw? Awd + csw? A wt + cgwd A w?t

avec (a;,b;,¢;) # (0,0,0) pour i =4,5,6.
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