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Sur Les Opérateurs de Gel’fand

S. Kabbaj, A. Akhlidj
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Abstract

Dans ce travail, nous donnons une nouvelle approche visant la généralisation
de la théorie des paires de Gel’fand et celle des mesures de Gel’fand. Cette ap-
proche constitue une continuation naturelle des travaux inaugurés par M. Akkouchi
([2] , [3]), M. Ait Sibaha [1], A. Bakali ([4] , [5]), B. Bouykhalen [5], S. Kabbaj [15]
et ELH. EL Qorachi [11].

I. NOTATIONS ET OBJECTIFS

Dans tout ce qui suit G désigne un groupe topologique localement compact non nécéssairement
commutatif, e son élément unité, mG sa mesure de Haar (normalisée si le groupe est compact), ∆ sa
fonction module, L1(G) désigne l’algèbre des fonctions de G à valeurs complexes, mG-intégrables;
L∞(G) désigne l’espace vectoriel des fonctions à valeurs complexes mG bornées, M1(G) désigne
l’algèbre des mesures bornées; P désigne un opérateur de L1(G) dans L1(G), P ∗ un opérateur
défini à partir de P de L∞(G) dans L∞(G) et P̃ un opérateur défini à partir de P de M1(G)
dans M1(G); L1

P (G) désigne l’ensemble des fonctions appartenant à L1(G) P -invariantes; L∞P∗(G)
désigne l’ensemble des fonctions complexes appartenant à L∞(G) P ∗-invariantes; Cb(G) désigne
l’espace vectoriel des fonctions complexes continues et bornées, Cb

P∗(G) désigne l’ensemble des
fonctions à valeurs complexes, continues, bornées et P ∗-invariantes; C0(G) désigne l’espace vec-
toriel des fonctions à valeurs complexes, continues, tendant vers zéro à l’infini et C0

P∗(G) désigne
l’ensemble des fonctions complexes appartenant à C0(G) et P ∗-invariantes; K(G) désigne l’espace
vectoriel des fonctions à valeurs complexes, continues à support compact; KP (G) désigne l’ensemble
des fonctions appartenant à K(G) et P -invariantes; M1

P̃
(G) l’enemble des mesures bornées et P̃ -

invariantes. Pour tout f ∈ L1(G) on pose f(x) = f(x); f̌(x) = f(x−1); f̃(x) = f̌(x) = f(x−1) et
f∗(x) = ∆(x−1)f̃(x) pour tout x ∈ G.

Dans ce travail, nous donnons une nouvelle approche, qui constitue une continuation naturelle des
travaux inaugurés par M. Akkouchi ([2] , [3]), M. Ait Sibaha [1], A. Bakali ([4] , [5]), B. Bouykhalen
[5], S. Kabbaj [15] et ELH. EL Qorachi [11]. Et ce, dans la perspective, de généraliser la théorie
des paires de Gel’fand [12] et celle des mesures de Gel’fand ([2] , [4]). Ainsi, pour ce faire, nous
avons introduit un nouveau concept mathématique que nous appelons ”opérateur de Gel’fand”
noté par P, et par lequel nous construisons une nouvelle sous-algèbre de L1(G), qu’on note par
L1

P (G), et sur laquelle nous projetons la théorie des algèbres de Banach involutive ([8] , [9]) et
nous abordons certains problèmes fondamentaux de l’analyse harmonique ([1] , [2] , [12] , [13]), nous
citons par exemples:
- Les formes positives continues sur L1

P (G), la notion de fonctions de type P -positif et leurs
propriétés fondamentales.
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- La notion de fonctions P -sphériques.
- Le lien entre les fonctions de type P -positif et les représentations de G.
- Le lien entre les représentations de G et les représentations non dégenérées de l’algèbre L1

P (G) et
l’introduction de la notion des P -représentations sur G.
- Le lien entre les P -représentations de G et les représentations non dégenérées de l’algèbreL1

P (G).
- Le lien entre les fonctions de type P -positif et les P -représentations de G.
- La notion de fonctions P -sphériques et leurs propriétés fondamentales.
- La détermination des caractères de l’algèbre L1

P (G) qu’on note par
∑

P (G).
Enfin, ce travail nous permet d’envisager en perspective la définition de la transformée de Fourier
de L1

P (G) dans C0(
∑

P (G)), le théorème de Bochner-Godement et le théorème de Plancherel-
Godement.

II. OPÉRATEURS DE GEL’FAND

Lemme (1-1)
i) Soient E un k-espace vectoriel où k = R ou C et P un endomorphisme de E tel que P ◦ P = P .
Alors, P (E) = {x ∈ E/ P (x) = x} .
Et, si E est normé et P ∈ L∞(E) alors, P (E) est fermé dans E. Notons par la suite P (E) par EP .
ii) Soient E et F deux k−espaces vectoriels normés où k = R ou C, 〈.,.〉 : E × F −→ k une forme
bilinéaire non dégénérée et P ∈ L∞(E). Alors, il existe un et seul opérateur P ∗ ∈ L∞(F ) qui
vérifie 〈P (x), y〉 = 〈x, P ∗(y)〉 pour tout x ∈ E et y ∈ F .
iii) Dans les mêmes conditions que ii), si P ◦ P = P alors, P ∗ ◦ P ∗ = P ∗ et l’application j définie
de (EP )

′
dans FP∗par j = P ∗ ◦ S−1 ◦ (tP ) est un isomorphisme d’espace vectoriels només, où

S est l’isomorphisme défini de F sur E
′

déduit de la dualité entre E et F . Autrement dit la
restriction de la forme bilinéaire non dégénérée sur E×F reste une forme bilinéaire non dégénérée
sur EP × FP∗et (EP )

′ ' FP∗ .

Théorème (1-2)
Soient G un groupe topologique localement compact, P : L1(G) −→ L1(G) une application vérifiant
les conditions suivantes
i) P est C-linéaire continue relativement à la topologie de la norme ‖.‖1 ,
ii) P ◦ P = P,
iii) pour tout élément f ∈ L1(G), P (f∗) = (P (f))∗ ,
iv) pour tout élément f, g ∈ L1(G) on a P (f) ∗ P (g) = P (f ∗ P (g)) = P (P (f) ∗ g),
v) pour tout élément f ∈ K(G), on a P ∗(f) ∈ Cb(G).
Alors:
1) L’espace L1

P (G) est une sous algèbre de Banach involutive de (L1(G), +, ·, ∗, ‖.‖1) admettant
une unité approchée et (L1

P (G))′ ' L∞P∗(G).

2) On définit une application P̃ : M1(G) −→ M1(G) par,
〈
P̃ (µ), f

〉
= 〈µ, P ∗(f)〉 ,∀µ ∈ M1(G) et

f ∈ K(G); qui vérifie les propriétés suivantes:
a) P̃ est C-linéaire continue relativement à la topologie de la norme usuelle et relativement à la
toplogie vague,
b) pour tout élément f ∈ L1(G) on a P̃ (fmG) = P (f)mG,

c) P̃ ◦ P̃ = P̃ ,

d) P̃ (µ∗) =
(
P̃ (µ)

)∗
, ∀µ ∈ M1(G),

e) pour tout élément µ, υ ∈ M1(G) on a P̃ (µ) ∗ P̃ (υ) = P̃ (µ ∗ P̃ (υ)) = P̃ (P̃ (µ) ∗ υ),
f) l’espace M1

P̃
(G) est une sous-algèbre de Banach involutive de (M1(G), +, ·, ∗, ‖.‖),

g) l’espace B =
{
P (f)mG/f ∈ L1(G)

}
est vaguement dense dans M1

P̃
(G).

h) Si pour tout élément f ∈ C0(G) on a P ∗(f) ∈ C0(G). Alors, (P̃ )∗ = P ∗ et (M1
P̃

(G))′ ' C0
P∗(G)).

Définition(1-3)
Soient G un groupe topologique localement compact et P : L1(G) −→ L1(G) un opérateur vérifiant
les conditions suivantes:
1) P est C-linéaire continue relativement à la topologie de la norme ‖.‖1 .
2) P ◦ P = P,
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3) pour tout élément f ∈ L1(G), P (f∗) = (P (f))∗ ,
4) pour tout élément f, g ∈ L1(G) on a P (f) ∗ P (g) = P (f ∗ P (g)) = P (P (f) ∗ g),
5) pour tout élément f ∈ K(G), on a P ∗(f) ∈ Cb(G).
Alors, l’opérateur P est dit de Gel’fand, si et seulement si, l’algèbre L1

P (G) est commutative.

Propostion (1-4)
Soient G un groupe topologique localement compact, K un sous-groupe compact de G , ωK la
mesure de Haar normalisée de K , χ un caractère unitaire de K et les opérateurs PK×K , PK et
Pχ sont définis de L1(G) dans L1(G) par:
a) PK×K(f)(x) =

∫
K

∫
K

f(kxh)dωK(k)dωK(h),
b) PK(f)(x) =

∫
K

f(kxk−1)dωK(k),
c) Pχ(f)(x) =

∫
K

∫
K

f(kxh)χ(k)χ(h)dωK(k)dωK(h).
Alors on a:
i) Les opérateurs PK×K , PK et Pχ satisfont les cinqs conditions de la définition (1-3).
ii) L1

PK×K
(G) = L1(G//K), où L1(G//K) est l’algèbre des fonctions à valeurs complexes K-

biinvariantes.
iii) L1

PK
(G) = L1

K(G), où L1
K(G) est l’algèbre des fonctions à valeurs complexes K-centrales.

iv) L1
Pχ

(G) = L1
µχ̄

(G), où L1
µχ̄

(G) = µχ̄ ∗L1(G)∗µχ̄ est l’algèbre des fonctions à valeurs complexes
de classe χ, µχ̄ = (χ̄ωK)] et (χ̄ωK)] est la mesure définie sur G par

〈
(χ̄ωK)], f

〉
= 〈χ̄ωK , f |K〉

∀f ∈ K(G).

Remarques (1-5)
1) L’assertion ii) nous permet de déduire que la notion d’opérateur de Gel’fand généralise les paire
de Gel’fand [12] .
2) L’assertion iii) nous permet de déduire que la notion d’opérateur de Gel’fand généralise les paires
K-centrales [5].
3) L’assertion iv) nous permet de déduire que la notion d’opérateur de Gel’fand généralise Le
travail de Takahashi sur l’algèbre des fonctions de classe χ établies voir [2].
4) Les opérateurs (PK×K)∗, (PK)∗ et (Pχ)∗ ont les mêmes expressions de L∞(G) dans L∞(G).

Proposition (1-6)
Soient G un groupe topologique localement compact, K un groupe compact opérant par automor-
phisme sur G tel que la fonction module ∆ de G est K-invariante. Alors on a:
i) L’opérateur défini de L1(G) dans L1(G) par

PK(f)(x) =
∫

K

f(k · x)dωK(k)∀f ∈ L1(G) et ∀x ∈ G

où, k · x est l’action de K sur G; vérifie les cinqs conditions de la définition (1-3).
ii) L1

PK
(G) = L1

K(G) où L1
K(G) est l’algèbre des fonctions complexes K-invariantes ou K-centrales

généralisées [15] .

Remarque (1-7)
1) L’assertion ii) nous permet de déduire que la notion d’opérateur de Gel’fand généralise les paires
K-centrales généralisées [15] .
2) L’opérateur (PK)∗ possède la même expression de L∞(G) dans L∞(G).

Proposition (1-8)
Soient G un groupe topologique localement compact, µ une mesure bornée telle que µ∗ = µ = µ∗µ.
Alors, les assertions suivantes sont équivalentes:
i) µ est une mesure de Gel’fand,
ii) L’opérateur

Pµ : L1(G) −→ L1(G)
f 7−→ µ ∗ f ∗ µ

est de Gel’fand.

Preuve
L’opérateur Pµ vérifie les cinqs conditions de la définition (1-3) voir ([1] , [2] , [4]) et L1

Pµ
(G) =

L1
µ(G) où L1

µ(G) = µ ∗ L1(G) ∗ µ. D’où l’équivalence.¥
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Remarque (1-9)
1) La proposition (1-8) nous permet de déduire que la notion d’opérateur de Gel’fand généralise
aussi la notion des mesures de Gel’fand établies par les auteurs, A. Bakali et M. Akkouchi ([2] ,
[4]).
2) L’opérateur (Pµ)∗ est défini de L∞(G) dans L∞(G) par (Pµ)∗ (ϕ)(x) =

∫
G

∫
G

ϕ(sxt)dµ(s)dµ(t).

Théorème (1-10)
Soient G un groupe topologique localement compact, P : L1(G) −→ L1(G) un opérateur vérifiant
les cinqs conditions de la définition (1-3). Alors les assertions suivantes sont équivalentes:
a) P est un opérateur de Gel’fand.
b) M1

P̃
(G) est commutative.

c) Pour tout x, y ∈ G on a P̃ (δx) ∗ P̃ (δy) = P̃ (δy) ∗ P̃ (δx).

Lemme (1-11)
Soient G un groupe topologique localement compact, P : L1(G) −→ L1(G) un opérateur vérifiant
les cinqs conditions de la définition (1-3). Alors, pour tout x, y ∈ G et f ∈ K(G) on a l’égalité

〈
P̃ (δx) ∗ P̃ (δy), f

〉
= P ∗(Lx−1(P ∗(f))(y).

Preuve du théorème
a) =⇒ b) l’algèbre L1

P (G) est commutative, donc, pour tout élément f, g ∈ L1(G) nous avons
P (f) ∗ P (g) = P (g) ∗ P (f), par suite, P (f)mG ∗ P (g)mG = P (g)mG ∗ P (f)mG. Ou encore,

P̃ (fmG) ∗ P̃ (gmG) = P̃ (gmG) ∗ P̃ (fmG).

Comme, l’espace A =
{
fmG/f ∈ L1(G)

}
est vaguement dense dans M1(G) et les applications

P̃ et le produit de convolution sont vaguement continues alors, on déduit que pour tout élément
µ, υ ∈ M1(G), P̃ (µ) ∗ P̃ (υ) = P̃ (υ) ∗ P̃ (µ), donc, M1

P̃
(G) est commutative.

b) =⇒ a) Soient f, g ∈ L1(G) on a P̃ (fmG) ∗ P̃ (gmG) = P̃ (gmG) ∗ P̃ (fmG), ou autrement dit,

P (f)mG ∗ P (g)mG = P (g)mG ∗ P (f)mG,

ce qui entâıne que (P (f) ∗ P (g))mG = (P (g) ∗ P (f))mG comme, l’application

j : L1(G) −→ L1(G)
f 7−→ fmG

est injective alors, on déduit que P (f) ∗ P (g) = P (g) ∗ P (f). D’où, L1
P (G) est commutative.

b) =⇒ c) c’est une implication évidente.
c) =⇒ b) Soient µ, υ ∈ M1(G) et f ∈ K(G) nous avons:

〈
P̃ (µ) ∗ P̃ (υ), f

〉
=

∫

G

∫

G

P ∗(Lx−1(P ∗(f)))(y)dυ(y)dµ(x),

d’après le lemme (1-11), nous avons l’égalité P ∗(Lx−1(P ∗(f)))(y) =
〈
P̃ (δx) ∗ P̃ (δy), f

〉
.Donc, on

déduit que,

〈
P̃ (µ) ∗ P̃ (υ), f

〉
=

∫

G

∫

G

〈
P̃ (δx) ∗ P̃ (δy), f

〉
dυ(y)dµ(x),

et comme on a par hypothèse P̃ (δx) ∗ P̃ (δy) = P̃ (δy) ∗ P̃ (δx), alors on conclut que

〈
P̃ (µ) ∗ P̃ (υ), f

〉
=

∫

G

∫

G

〈
P̃ (δy) ∗ P̃ (δx), f

〉
dυ(y)dµ(x)

=
〈
P̃ (υ) ∗ P̃ (µ), f

〉

D’où le résultat. ¥
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Proposition (1-12)
Soient G un groupe topologique localement compact, θ un automorphisme de G involutif ie θ2 = idG

et P : L1(G) −→ L1(G) un opérateur linéaire vérifiant les cinqs conditions de la définition (1-3).
Alors,
i) pour tout f ∈ L1(G) on a

∫
G

f ◦ θ(x)dmG(x) =
∫

G
f(x)dmG(x),

ii) ∆ ◦ θ = ∆,
iii) pour tout f, g ∈ L1(G) on a (f ∗ g)θ = fθ ∗ gθ,
iv) l’application

Ψ : L1(G) −→ L1(G)
f 7−→ fθ

est un isomorphisme d’algèbres isométrique et involutif,
v) l’opérateur P θ = Ψ ◦ P ◦Ψ donné par

P θ : L1(G) −→ L1(G)
f 7−→ P (f ◦ θ) ◦ θ

vérifie les cinqs conditions de la définition (1-3),
vi) la restriction de l’application Ψ donnée par

Ψ : L1
P θ (G) −→ L1

P (G)

f 7−→ fθ

est un isomorphisme d’algèbres isométrique et involutif. Par conséquent, l’opérateur P est de
Gel’fand, si et seulement si, P θ l’est aussi.

Preuve
Les assertions i), ii), iii) et iv) voir [2].
iv) D’après i) l’application Ψ est bien définie, en effet, si f ∈ L1(G) on a

∫

G

∣∣fθ(x)
∣∣ dmG(x) =

∫

G

|f ◦ θ(x)| dmG(x)

=
∫

G

(|f | ◦ θ)(x)dmG(x)

=
∫

G

|f | (x)dmG(x)

donc, f ∈ L1(G) est équivalent à fθ ∈ L1(G). L’application Ψ est évidemment C-linéaire bijective
et

∥∥fθ
∥∥

1
= ‖f‖1 et d’après, iii) Ψ est un isomorphisme d’algèbres. Pour tout f ∈ L1(G) on a

Ψ(f∗) = f∗ ◦ θ

=
(
∆̌f̃

)
◦ θ

=
(
∆̌ ◦ θ

) (
f̃ ◦ θ

)

= ∆̌f̃ ◦ θ

= (fθ)∗

= (Ψ(f))∗ ,

d’où, Ψ est un isomorphisme d’algèbre isométrique et involutif.
v) L’opérateur P θ vérifie les cinqs conditions de la définition (1-2). En effet:
- nous avons P θ = Ψ ◦ P ◦Ψ donc, P θ est un opérateur C-linéaire continu.
- Comme Ψ2 = idL1(G) et θ2 = idG, on a évidemment P θ ◦ P θ = P θ.

- Pour tout f ∈ L1(G) on a
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P θ(f∗) = Ψ ◦ P ◦Ψ(f∗)

=
(
P θ(f)

)∗
,

car, les opérateurs P et Ψ sont involutifs.
- Pour tout f, g ∈ L1(G) on a:

P θ(f) ∗ P θ(g) = Ψ ◦ P ◦Ψ(f) ∗Ψ ◦ P ◦Ψ(g)
= Ψ ◦ (P ◦Ψ(f) ∗ P ◦Ψ(g))
= Ψ(P (Ψ(f)) ∗ P (Ψ(g)))
= Ψ ◦ P (Ψ(f) ∗ P ◦Ψ(g)))
= Ψ ◦ P

(
Ψ(f) ∗Ψ2 ◦ P ◦Ψ(g))

)

= Ψ ◦ P ◦Ψ(f ∗Ψ ◦ P ◦Ψ(g)))
= P θ

(
f ∗ P θ(g)

)
.

- Soit f ∈ K(G) on a évidemment que
(
P θ

)∗ (f) = Ψ∗ ◦ P ∗ ◦ Ψ∗(f) et comme Ψ∗(f) = fθ, on

déduit facilement que,
(
P θ

)∗ (f) =
(
P ∗(fθ)

)θ ∈ Cb(G).
vi) Montrons que la restriction de l’application Ψ de L1

P θ (G) dans L1
P (G) est bien définie. Soit

f ∈ L1
P θ (G) on a

P (fθ) = P (fθ) ◦ θ2

= P θ(f) ◦ θ

= fθ,

donc, fθ ∈ L1
P (G). Ψ est évidemment C-linéaire, continue, injective et involutive. De même, il est

facile de vérifier que Ψ est surjective et pour tout f, g ∈ L1
P θ (G) on a Ψ(f ∗ g) = Ψ(f) ∗ Ψ(g).

D’où, Ψ est un isomorphisme d’algèbres isométrique involutif. Par conséquent, l’opérateur P est
de Gel’fand, si et seulement si, P θ l’est aussi.¥

Proposition (1-13)
Soient G un groupe topologique localement compact, θ un anti-automorphisme involutif de G (ie
pour tout x, y ∈ G, θ(xy) = θ(y)θ(x) et θ2 = idG) et P : L1(G) −→ L1(G) un opérateur linéaire
vérifiant les cinqs conditions de la définition (1-3). Alors,
i) pour tout f ∈ L1(G) on a

∫

G

f ◦ θ(x)dmG(x) =
∫

G

f(x)∆̌(x)dmG(x)

=
∫

G

f̌(x)dmG(x),

ii) ∆ ◦ θ = ∆̌,
iii) pour tout f, g ∈ L1(G) on a (f ∗ g)θ = gθ ∗ fθ,
iv) l’application

Φ : L1(G) −→ L1(G)
f 7−→ ∆̌fθ

est un anti-isomorphisme d’algèbres isométrique et involutif,
v) l’opérateur P θ = Φ ◦ P ◦ Φ donné par

P θ : L1(G) −→ L1(G)
f 7−→ ∆̌P (∆̌fθ) ◦ θ

vérifie les cinqs conditions de la définition (1-3),
vi) la restriction de l’application Φ donnée par
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Φ : L1
P θ (G) −→ L1

P (G)

f 7−→ ∆̌fθ

est un anti-isomorphisme d’algèbres isométrique et involutif. Par conséquent, l’opérateur P est de
Gel’fand, si et seulement si, P θ l’est aussi.

Preuve
Les assertions i), ii), iii) et iv) voir [2].
v) L’opérateur P θ = Φ ◦ P ◦ Φ vérifie les cinqs conditions de la définition (1-3). En effet:
- L’opérateur P θ est évidemment C-linéaire continu.
- P θ ◦ P θ = P θ. En effet, Φ ◦ Φ = idL1(G).

- pour tout f ∈ L1(G) on a

P θ(f∗) = Φ ◦ P ◦ Φ(f∗)

=
(
P θ(f)

)∗

car, Φ(f∗) = (Φ(f))∗ et P (f∗) = (P (f))∗ .
- Soient f, g ∈ L1(G) on a

P θ(f) ∗ P θ(g) = Φ ◦ P ◦ Φ(f) ∗ Φ ◦ P ◦ Φ(g)
= Φ (P ◦ Φ(g) ∗ P ◦ Φ(f))
= Φ ◦ P (P (Φ(g)) ∗ Φ(f))
= Φ ◦ P ◦ Φ(f ∗ Φ ◦ P ◦ Φ(g))
= P θ

(
f ∗ P θ(g)

)
.

De la même façon on démontre que

P θ(f) ∗ P θ(g) = P θ
(
P θ(f) ∗ g

)
.

- Soit f ∈ K(G) nous avons

(P θ)∗(f) = Φ∗ ◦ P ∗ ◦ Φ∗(f).

Pour tout élément f ∈ L1(G) et g ∈ L∞(G) on a

〈Φ(f), g〉 =
∫

G

Φ(f)(x)g(x)dmG(x)

=
∫

G

∆̌(x)f ◦ θ(x)g(x)dmG(x)

=
∫

G

∆̌(x)f ◦ θ(x)g(x)dmG(x)

=
∫

G

(∆ ◦ θ(x)) (f ◦ θ(x)) g(x)dmG(x)

faisons le changement x 7−→ (θ(x))−1 en posant z−1 = θ(x), nous obtenons d’après i) dmG(x) =
dmG(z) et par conséquent on a

〈Φ(f), g〉 =
∫

G

(
∆(z−1)

) (
f(z−1)

) (
g ◦ θ(z−1)

)
dmG(z)

=
∫

G

(f(z)) (g ◦ θ(z)) dmG(z)

=
〈
f, gθ

〉

= 〈f, Φ∗(g)〉 ,

donc, Φ∗(g) = gθ. par suite pour tout f ∈ K(G) on a
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(P θ)∗(f) = Φ∗ ◦ P ∗ ◦ Φ∗(f)

=
(
P ∗(fθ)

)θ ∈ Cb(G).

vi) la restriction de l’application Φ sur L1
P θ (G) prend ses valeurs dans L1

P (G). Donc elle est
évidemment un anti-isomorphisme d’algèbres isométrique et involutif. Par conséquent, l’opérateur
P est de Gel’fand, si et seulement si, P θ l’est aussi.¥

Proposition (1-14)
Soient G un groupe topologique localement compact, P : L1(G) −→ L1(G) un opérateur vérifiant
les cinqs conditions de la définition (1-3) et χ un caractère unitaire de G. Alors,
i) l’application

Θ : L1(G) −→ L1(G)
f 7−→ χ̄f

est un isomorphisme d’algèbres isométrique et involutif.
ii) l’opérateur Pχ = Θ−1 ◦ P ◦Θ donné par

Pχ : L1(G) −→ L1(G)
f 7−→ χP (χ̄f)

vérifie les cinqs conditions de la définition (1-3),
iii) la restriction de l’application Θ donnée par

Θ : L1
Pχ

(G) −→ L1
P (G)

f 7−→ χ̄f

est un isomorphisme d’algèbre isométrique et involutif. Par conséquent, l’opérateur P est de
Gel’fand, si et seulement si, Pχ l’est aussi.

Preuve
i) voir [2]
ii) L’opérateur Pχ = Θ−1 ◦ P ◦Θ vérifie les cinqs conditions de la définition (1-3). En effet,
- L’opérateur Pχ est évidemment C-linéaire continu.
- Pχ ◦ Pχ = Pχ (évident).
- Pour tout f ∈ K(G) on a évidemment Pχ(f∗) = (Pχ(f))∗.
- Pour tout f, g ∈ L1(G) nous avons

Pχ(f) ∗ Pχ(g) = Θ−1 ◦ P ◦Θ(f) ∗Θ−1 ◦ P ◦Θ(g)

= Θ−1 (P ◦Θ(f) ∗ P ◦Θ(g))
= Θ−1 ◦ P (P ◦Θ(f) ∗Θ(g))
= Θ−1 ◦ P ◦Θ

(
Θ−1 ◦ P ◦Θ(f) ∗ g

)

= Pχ (Pχ(f) ∗ g) .

De la même façon on démontre que Pχ(f) ∗ Pχ(g) = Pχ (f ∗ Pχ(g)) .
- Pour tout f ∈ K(G) on a Pχ(f) = χP (χ̄f) ∈ Cb(G).
iii) Il est facile de vérifier que la restriction de l’opérateur Θ est bien défini de L1

Pχ
(G) dans L1

P (G)
par suite, on déduit que c’est un isomorphisme d’algèbres isométrique et involutif. Par conséquent,
l’opérateur P est de Gel’fand, si et seulement si, Pχ l’est aussi.¥
Les trois dernières propositions peuvent être généralisées comme suit

Proposition (1-15)
Soient P un opérateur de L1(G) dans L1(G) vérifiant les cinqs conditions de la définition et
ϕ : L1(G) −→ L1(G) un isomorphisme d’algèbres isométrique involutif tel que pour tout f ∈ K(G)
on a ϕ−1 ◦ P ◦ ϕ(f) ∈ Cb(G). Alors,
i) L’opérateur Pϕ = ϕ−1 ◦ P ◦ ϕ vérifie les cinqs conditions de la définition (1-3).
ii) La restriction de l’opérateur ϕ donné par, ϕ : L1

Pϕ
(G) −→ L1

P (G) est un isomorphisme d’algèbres
isométrique et involutif. Par conséquent, l’opérateur P est de Gel’fand, si et seulement si, Pϕ l’est
aussi.
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III. FORMES CONTINUES POSITIVES SUR L1
P (G) ET NOTION DE FONCTIONS DE

TYPE P -POSITIF

Lemme (2-1)
Soit λ : L1(G) → C une forme linéaire positive. Alors on a les assertions suivantes:
i) L’application

B:L1(G)× L1(G) −→ C
(f, g) 7−→ λ(g∗ ∗ f)

est une 2-forme sesquilinéaire hermitienne et positive.
ii) Soit f ∈ L1(G) on a λ(f∗ ∗ f) = 0 si, et seulement si, pour tout g ∈ L1(G) on a λ(g ∗ f) = 0.
Et l’ensemble N =

{
f ∈ L1(G) � λ(f∗ ∗ f) = 0

}
est un idéal à gauche de L1(G).

iii) L’application

B̃:(L1(G) � N)× (L1(G) � N) −→ C
(ḟ , ġ) 7−→ B(f, g)

est une 2-forme sesquilinéaire hermitienne définie positive.
iv) Si λ est une forme linéaire continue positive alors, il existe une unique forme linéaire λ̃ :
(L1(G) � N) −→ C continue relativement à la topologie de la norme induite du produit scalaire
B̃ et λ̃ ◦ q = λ où q est la surjection canonique définie de L1(G) dans (L1(G) � N).

Théorème (2-2)
Soient G un groupe topologique localement compact, P : L1(G) −→ L1(G) un opérateur continu
et λ : L1(G) −→ C une forme linéaire continue positive telle que λ(f) = λ(P (f)) ∀f ∈ L1(G).
Alors, il existe une unique fonction ϕ ∈ Cb

P∗(G) de type positif telle que pour tout f ∈ L1(G) on
a λ(f) =

∫
G

f(x)ϕ(x)dmG(x) et ‖λ‖ = ϕ(e).

Preuve
La forme λ ∈ (L1(G))′ et comme (L1(G))′ ' L∞(G) [8] alors, il existe une fonction unique
ϕ ∈ L∞(G) telle que pour tout f ∈ L1(G) on a λ(f) =

∫
G

f(x)ϕ(x)dmG(x) ie λ = 〈., ϕ〉 . Par
suite, pour tout f ∈ L1(G) on a

λ(f) = 〈f, ϕ〉
= 〈P (f), ϕ〉
= 〈f, P ∗(ϕ)〉 ,

d’où, P ∗(ϕ) = ϕ ou encore, ϕ ∈ L∞P∗(G).
Nous avons pour tout f ∈ L1(G) 〈f∗ ∗ f, ϕ〉 ≥ 0 car λ est positive, d’où ϕ est de type positif [13].
Pour montrer que ϕ est continue il suffit d’adapter la démonstration de Faraut à notre cas (voir
[12]) en montrant que que la fonction ϕ est la fonction caractéristique d’une représentation cyclique
unitaire de G.
Montrons que ‖λ‖ = ϕ(e). Soit (gi)i∈I une unité approchée de L1(G) telle qu’elle est construite
dans [9] . Nous avons

lim
i

λ(gi) = ϕ(e).

En effet, pour tout i ∈ I on a, |λ(gi)− ϕ(e)| ≤ ∫
i
gi(x) |ϕ(x)− ϕ(e)| dmG(x), soit ε � 0, comme ϕ

est continue au point e, il existe i0 ∈ I tel que pour tout x ∈ i0 on a, |ϕ(x)− ϕ(e)| ≤ ε. Donc pour
tout i ≥ i0 on a |λ(gi)− ϕ(e)| ≤ ε. D’où on déduit que ϕ(e) ≤ ‖λ‖ .
Puisque la fonction ϕ est de type positif nous avons |ϕ(x)| ≤ ϕ(e). Donc, |λ(f)| ≤ ϕ(e) ‖f‖1 , ce
qui entrâıne que ‖λ‖ ≤ ϕ(e). D’où ‖λ‖ = ϕ(e).¥

Corollaire (2-3)
L’ensemble P 1

P (G) est compact pour la topologie *-faible σ(L∞(G), L1(G));où P 1
P (G) désigne

l’ensemble des fonctions sur G à valeurs complexes de type positif vérifiant P ∗ϕ = ϕ et ϕ(e) ≤ 1.
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Preuve
Par le théorème (2-2) on montre que P 1

P (G) est fermé dans la boule unité de L∞(G) ' (L1(G))′
qui est compacte pour la topologie *-faible σ(L∞(G), L1(G)).¥

Théorème (2-4)
Soient G un groupe topologique localement compact, P : L1(G) −→ L1(G) un opérateur vérifiant
les cinqs conditions de la définition (1-2) et λ : L1

P (G) −→ C une forme linéaire continue positive.
Alors il existe une unique fonction ϕ ∈ L∞P∗(G) telles que pour tout f ∈ L1(G) on a

λ(P (f)) =
∫

G

P (f)(x)ϕ(x)dmG(x)

et 〈P (f) ∗ f∗, ϕ〉 ≥ 0.

Preuve
Nous avons λ ∈ (L1

P (G))′ donc d’après la dualité non dégenérée qui existe entre L1
P (G) et L∞P∗(G)

[8] , il existe une unique fonction ϕ ∈ L∞P∗(G) telle que λ = 〈., ϕ〉 . Comme λ est positive ([9] , [11])
nous avons pour tout f ∈ L1(G),

λ(P (f) ∗ P (f)∗) ≥ 0 ⇐⇒ 〈P (f) ∗ f∗, P ∗(ϕ)〉 ≥ 0
⇐⇒ 〈P (f) ∗ f∗, ϕ〉 ≥ 0. ¥

Soient P un opérateur vérifiant les cinqs conditions de la définition (1-2) et ω une forme linéaire
continue sur L1

P (G). Elle est définie par une fonction ϕ ∈ L∞P∗(G) vérifiant
ω(P (f)) = 〈f, ϕ〉L1(G)×L∞(G) pour tout f ∈ L1(G).

Proposition (2-5).
La forme ω est positive, si et seulement si, pour tout f ∈ L1(G) on a 〈P (f) ∗ f∗, ϕ〉 ≥ 0.

Preuve
Pour tout f ∈ L1(G) nous avons ω((P (f)) ∗ (P (f))∗) = 〈P (f) ∗ f∗, ϕ〉 , d’où le résultat.¥

Remarque (2-6)
Si P = idL1(G) alors on trouve que la forme ω sur L1(G) sera positive, si et seulement si, pour
tout f ∈ L1(G) on a 〈f ∗ f∗, ϕ〉 ≥ 0. Ce qui est équivalent à dire que ϕ est une fonction de type
positif [13]. Ce qui nous amène à poser une nouvelle définition qui va prolonger celle des fonctions
de type positif.

Définition (2-7)
Soient P un opérateur vérifiant les cinqs conditions de la définition (1-2) et ϕ une fonction sur G à
valeurs complexes, continue, bornée et P ∗(ϕ) = ϕ ie ϕ ∈ Cb

P∗(G). La fonction ϕ sera dite de type
P -positif, si et seulement si, pour tout f ∈ L1(G) on a 〈P (f) ∗ f∗, ϕ〉 ≥ 0.
Notons par P(G,P ) l’ensemble des fonctions de type P -positif.

Proposition (2-8)
Soit ϕ ∈ Cb

P∗(G). La fonction ϕ est de type P -positif, si et seulement si, pour tout f ∈ L1(G) on
a

∫
G

∫
G

f(x)f(y)P ∗(Lyϕ)(x)dmG(x)dmG(y) ≥ 0.

Preuve
Pour tout f ∈ L1(G) nous avons:

〈P (f) ∗ f∗, ϕ〉 =
∫

G

∆(y)f(y)
(∫

G

P (f)(xy)ϕ(x)dmG(x)
)

dmG(y)

faisons le changement en posant z = xy ce qui entrâıne que dmG(z) = ∆(y)dmG(x) et x = y−1z.
Donc, on a:
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〈P (f) ∗ f∗, ϕ〉 =
∫

G

∆(y)f(y)
(∫

G

P (f)(z)ϕ(y−1z)∆(y−1)dmG(z)
)

dmG(y)

=
∫

G

f(y) 〈P (f), Lyϕ)〉 dmG(y)

=
∫

G

f(y) 〈f, P ∗(Lyϕ)〉 dmG(y)

=
∫

G

∫

G

f(y)f(x)P ∗(Lyϕ)(x)dmG(x)dmG(y).

D’où, la preuve de la proposition.¥
Théorème (2-9)

Soit ϕ une fonction sur G à valeurs complexes, continue, bornée et P ∗(ϕ) = ϕ ou autrement dit
ϕ ∈ Cb

P∗(G). Les conditions suivantes sont équivalentes:
i) ϕ est de type P -positif.
ii) pour toute mesure µ ∈ M1(G) on a le terme suivant:〈
P̃ (µ) ∗ µ, ϕ

〉
= 〈µ⊗ µ∗, F 〉 est positif, où F (x, y) = P ∗(Lx−1ϕ)(y) ∀x, y ∈ G.

iii) l’inégalité

n∑
i,j=1

αiᾱjP
∗(Lx−1

i
ϕ)(x−1

j ) ≥ 0

est vérifiée quels que soient x1, ..., xn ∈ G et α1, ..., αn ∈ C. Autrement dit, la matrice(
P ∗(Lx−1

i
ϕ)(x−1

j )
)

1≤i,j≤n
est hermitienne positive, ∀n ≥ 1, ∀x1, ..., xn ∈ G.

Preuve
i) =⇒ ii) Pour tout f ∈ L1(G), soit µ = fmG ∈ M1(G) on a

P̃ (µ) ∗ µ = P (f)mG ∗ f∗mG

= (P (f) ∗ f∗)mG

〈
P̃ (µ) ∗ µ, ϕ

〉
= 〈(P (f) ∗ f∗)mG, ϕ〉
= 〈P (f) ∗ f∗, ϕ〉
≥ 0,

comme l’espace
{
fmG, f ∈ L1(G)

}
est dense dans M1(G) et les applications P̃ , le produit de

convolution et l’application 〈., ϕ〉 sont continues relativement à la topologie vague on déduit
immédiatement le résultat. De même ii) =⇒ i) il suffit de prendre µ = fmG où f ∈ L1(G).

ii) =⇒ iii) Soient x1, ..., xn ∈ G et α1, ..., αn ∈ C on considère µ =
n∑

i=1

αiδxi . Alors,

〈
P̃ (µ) ∗ µ, ϕ

〉
=

n∑
i,j=1

αiᾱjP
∗(Lx−1

i
ϕ)(x−1

j )

≥ 0.

iii)=⇒ii) On utilise la densité de l’espace V ect ((δx)x∈G) dans M1(G) relativement à la topologie
vague et la continuité relativement à la même topologie des applications P̃ , le produit de convolution
et l’application 〈., ϕ〉 on montre le résultat.¥
Le théorème suivant donne des propriétés fondamentales des fonctions de type P -positif.

Théorème (2-10)
Soient G un groupe topologique localement compact, P : L1(G) −→ L1(G) un opérateur vérifiant
les conditions de la définition (1-2). Alors:
i) Pour tout ϕ, ψ ∈P(G,P ); α, β ∈ R+ on a αϕ + βψ ∈P(G,P ).
ii) Si ϕ ∈P(G,P ) alors, pour tout s ∈ G on a P ∗(Ls−1ϕ)(s−1) ≥ 0.
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En particulier, pour s = e on a ϕ(e) = P ∗(Leϕ)(e) ≥ 0.

iii) Soit ϕ ∈P(G,P ). Pour tout s, t ∈ G on a P ∗(Ls−1ϕ)(t−1) = P ∗(Lt−1ϕ)(s−1).
iv) Soit ϕ ∈P(G,P ). Pour tout s, t ∈ G on a,∣∣P ∗(Ls−1ϕ)(t−1)

∣∣2 ≤ P ∗(Ls−1ϕ)(s−1)P ∗(Lt−1ϕ)(t−1).
En particulier pout tout s ∈ G on a |ϕ(s)|2 ≤ ϕ(e)P ∗(Ls−1ϕ)(s−1).
v) Soit ϕ ∈P(G,P ). Pour tout x ∈ G on a ϕ(x−1) = ϕ(x).
vi) Soit ϕ ∈P(G,P ). On a, ϕ ≡ 0 si et seulement si, ϕ(e) = 0.

Preuve
i) Soient c1, ..., cn ∈ C, x1, ..., xn ∈ G on a

n∑
i,j=1

cic̄jP
∗(Lx−1

i
(αϕ + βψ))(x−1

j ) = α(
n∑

i,j=1

cic̄jP
∗(Lx−1

i
ϕ)(x−1

j )) + β
n

(
∑

i,j=1

cic̄jP
∗(Lx−1

i
ψ)(x−1

j ))

comme les éléments ϕ,ψ ∈P(G,P ) et α, β ∈ R+ on a évidemment αϕ + βψ ∈P(G,P ).
ii) Si ϕ ∈P(G,P ), pour n = 1, x1 = s et α1 = 1 on déduit facilement que P ∗(Ls−1ϕ)(s−1) ≥ 0; et
pour s = e on a P ∗(Leϕ)(e) = ϕ(e) ≥ 0.

iii) Prenons n = 2, x1 = s et x2 = t on a la matrice A =
(
P ∗(Lx−1

i
ϕ)(x−1

j )
)

1≤i,j≤2
est hermitienne

donc A∗ = A ie tĀ = A donc on déduit facilement que

P ∗(Ls−1ϕ)(t−1) = P ∗(Lt−1ϕ)(s−1).

iv) Pour n = 2, x1 = s et x2 = t, on a le determinant de la matrice A =(
P ∗(Lx−1

i
ϕ)(x−1

j )
)

1≤i,j≤2
est positif. Donc, par un calcul direct on a l’inégalité

∣∣P ∗(Ls−1ϕ)(t−1)
∣∣2 ≤ P ∗(Ls−1ϕ)(s−1)P ∗(Lt−1ϕ)(t−1).

En particulier, pour s = e on a
∣∣ϕ(t−1)

∣∣2 ≤ ϕ(e)P ∗(Lt−1ϕ)(t−1). En utilisant l’assertion v) qu’on
démontre par la suite on obtient le résultat.
v) Soit ϕ ∈P(G,P ) et x ∈ G nous avons

ϕ(x−1) = 〈δx−1 , ϕ〉
=

〈
P̃ (δx−1), ϕ

〉

=
〈
P̃ (δx−1) ∗ δ∗e , ϕ

〉

=
〈
δx−1 ∗ P̃ (δ∗e ), ϕ

〉

=
∫

G

∫

G

ϕ(st)dδx−1(s)dP̃ (δ∗e )(t)

=
∫

G

ϕ(x−1t)dP̃ (δ∗e )(t)

=
〈
P̃ (δ∗e ), Lxϕ

〉

= 〈δ∗e , P ∗(Lxϕ)〉
= 〈δe, P

∗(Lxϕ)〉
= P ∗(Lxϕ)(e)

= P ∗(Leϕ)(x)

= ϕ(x).

vi) Si ϕ(e) = 0 on a d’après l’inégalité iv) on a ϕ(t) = 0 ∀t ∈ G.¥
Inégalités pour les éléments de P (G,P ):
L’objet de ce qui suit est de donner une généralisation de certaines inégalités vérifiées par les
fonctions de type positif ie les éléments de P (G), et qui sont démontrées dans [1].
i) Pour tout x, y ∈ G on a

|ϕ(e)ϕ(xy)− ϕ(x)ϕ(y)|2 ≤
(
ϕ(e)− |ϕ(x)|2

) (
ϕ(e)2 − |ϕ(y)|2

)
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ii) Pour toute suite {x1, ..., xn} dans G et {a1, ..., an} dans C où n ≥ 1, on a
∣∣∣∣∣

n∑

i=1

aiϕ(xi)

∣∣∣∣∣

2

≤ ϕ(e)




n∑

i,j=1

aiajϕ(x−1
i xj)




Théorème (2-11)
Soit ϕ ∈P(G,P ) ie ϕ est une fonction de type P -positif non nulle. Alors:
i) ∀ x, y ∈ G on a

∣∣∣∣
P ∗(Lxϕ)(y)

ϕ(e)
− ϕ(x)ϕ(y)

ϕ(e)2

∣∣∣∣
2

≤
(

P ∗(Lx−1ϕ)(x−1)
ϕ(e)

−
∣∣∣∣
ϕ(x)
ϕ(e)

∣∣∣∣
2
) (

P ∗(Lyϕ)(y)
ϕ(e)

−
∣∣∣∣
ϕ(y)
ϕ(e)

∣∣∣∣
2
)

ii)
∣∣∣∣∣

n∑

i=1

aiϕ(xi)

∣∣∣∣∣

2

≤ ϕ(e)




n∑

i,j=1

aiajP
∗(Lxiϕ)(xj)




Pour toute suite {x1, ..., xn} dans G et {a1, ..., an} dans C où n ≥ 1.

Preuve
i) Comme ϕ est de type P -positif on a la matrice (P ∗(Lxi

ϕ)(xj))1≤i,j≤n est positive, ∀n ≥
1,∀x1, ..., xn ∈ G. Par suite, son déterminant est positif.
Pour n = 3, x1 = e, x2 = x−1 et x3 = y nous avons le déterminant de la matrice suivante

A =




ϕ(e) ϕ(x−1) ϕ(y)
ϕ(x) P ∗(Lx−1ϕ)(x−1) P ∗(Lx−1ϕ)(y)
ϕ(y−1) P ∗(Lyϕ)(x−1) P ∗(Lyϕ)(y)




est positif. Posons

α1 = ϕ(e), a = ϕ(x−1), b = ϕ(y), c = P ∗(Lx−1ϕ)(y), α2 = P ∗(Lx−1ϕ)(x−1) et α3 = P ∗(Lyϕ)(y).

Donc, on a

A =




α1 a b
a α2 c
b c α3




et

detA ≥ 0 ⇐⇒ α1

(
α2α3 − |c|2

)
− a

(
α3a− bc

)
+ b

(
ac− α2b

) ≥ 0

⇐⇒ α1 |c|2 − abc− abc ≤ α1α2α3 − α3 |a|2 − α2 |b|2

En multipliant les deux membres de l’inégalité par α1 = ϕ(e) ≥ 0 et en ajoutant le terme |a|2 |b|2
on trouve, |α1c− ab|2 ≤

(
α1α2 − |a|2

)(
α1α3 − |b|2

)
ce qui est équivaut à

|ϕ(e)P ∗(Lx−1ϕ)(y)− ϕ(x)ϕ(y)|2 ≤
(
ϕ(e)P ∗(Lx−1ϕ)(x−1)− |ϕ(x)|2

)(
ϕ(e)P ∗(Lyϕ)(y)− |ϕ(y)|2

)

d’où on déduit le résultat.
ii) Pour montrer cette inégalité on utilise l’inégalité de Cauchy-schwarz [18] dans l’espace
préhilbertien Eϕ muni du produit scalaire 〈., .〉ϕ .

Pour tout f, g ∈ Eϕ nous avons
∣∣∣〈f, g〉ϕ

∣∣∣
2

≤ 〈f, f〉ϕ 〈g, g〉ϕ. Pour f =
n∑

i=1

aiP
∗(Lxiϕ) et

g =
m∑

j=1

bjP
∗(Lyj ϕ) on a l’inégalité,

∣∣∣∣∣∣

n∑

i=1

m∑

j=1

aibjP
∗(Lxiϕ)(yj)

∣∣∣∣∣∣

2

≤



n∑

i=1

n∑

j=1

aiajP
∗(Lxiϕ)(xj)







m∑

i=1

m∑

j=1

bibjP
∗(Lyiϕ)(yj)



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en particulier pour m = 1, y1 = e et b1 = 1 on obtient l’inégalité suivante:
∣∣∣∣∣

n∑

i=1

aiϕ(x−1
i )

∣∣∣∣∣

2

≤ ϕ(e)




n∑

i=1

n∑

j=1

aiajP
∗(Lxiϕ)(xj)




quitte à prendre f =
n∑

i=1

aiP
∗(Lxi

ϕ) nous obtenons l’inégalité

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

aiϕ(xi)

∣∣∣∣∣

2

≤ ϕ(e)




n∑

i=1

n∑

j=1

aiajP
∗(Lxi

ϕ)(xj)


 .¥

Fonctions P -sphériques
Soient G un groupe topologique localement compact et P un opérateur défini de L1(G) dans L1(G)
vérifiant les cinqs conditions de la définition (1-2).

Définition (3-1)
Une fonction ϕ ∈ Cb

P∗(G) � {0} est dite P -sphérique, si pour tout x, y ∈ G on a P ∗(Lx−1ϕ)(y) =
ϕ(x)ϕ(y).

Remarque (3-2)
Si ϕ est P -sphérique, on prend x = y = e, on obtient ϕ(e)2 = ϕ(e) donc, ϕ(e) = 0 ou ϕ(e) = 1. Si
ϕ(e) = 0 alors, pour tout y ∈ G et pour x = e on a ϕ(e)ϕ(y) = ϕ(y) = 0 ce qui est impossible car
ϕ est non nulle, d’où ϕ(e) = 1.

Proposition (3-3)
Soit ϕ ∈ Cb

P∗(G). On a ϕ est P -sphérique, si et seulement si, l’application

χϕ:L1
P (G) −→ C

f 7−→ 〈f, ϕ〉

où 〈f, ϕ〉 =
∫

G
f(x)ϕ(x)dmG(x) pour tout f ∈ L1

P (G), est un homomorphisme d’algèbres non nul
continu.

Preuve
Pour tout f, g ∈ L1(G) on a,

χϕ(P (f) ∗ P (g)) =
∫

G

f(y)
(∫

G

P (g)(y−1x)P ∗(ϕ)(x)dmG(x)
)

dmG(y).

Faisons le changement en posant z = y−1x alors, on obtient

χϕ(P (f) ∗ P (g)) =
∫

G

∫

G

f(y)g(z)P ∗(Ly−1P ∗(ϕ))(z)dmG(y)dmG(z),

et

χϕ(P (f))χϕ(P (g)) =
∫

G

∫

G

f(y)g(z)P ∗(ϕ)(y)P ∗(ϕ)(z)dmG(y)dmG(z),

=⇒) Si ϕ est P -sphérique alors, l’application χϕ est bien définie, C-linéaire, continue, non nulle et
pour tout f, g ∈ L1(G) on a d’après les égalités précédentes χϕ(P (f) ∗P (g)) = χϕ(P (f))χϕ(P (g))
ou autrement dit, l’application χϕ est un morphisme d’algèbres continu non nul.
⇐=) Si χϕ est un morphisme d’algèbres continu non nul alors, pour tout f, g ∈ L1(G) nous avons

∫

G

∫

G

f(x)g(y) (P ∗(Lx−1ϕ)(y)− ϕ(x)ϕ(y)) dmG(x)dmG(y) = 0,

posons, F (x, y) = P ∗(Lx−1ϕ)(y) − ϕ(x)ϕ(y), alors, pour tout f, g ∈ L1(G) nous avons,∫
G

∫
G

f(x)g(y)F (x, y)dmG(x)dmG(y) = 0, ce qui entrâıne que F ≡ 0 ie pour tout x, y ∈ G on
a, P ∗(Lx−1ϕ)(y) = ϕ(x)ϕ(y). Donc, ϕ est P -sphérique.¥
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Proposition (3-4)
Soit ϕ ∈ Cb

P∗(G). On a ϕ est P -sphérique si et seulement si l’application

χ̃ : M1
P̃

(G) −→ C
υ 7−→ 〈υ, ϕ〉

est un morphisme d’algèbres, continu et non nul.

Preuve.
=⇒ ) χ̃ est évidemment C-linéaire continue. D’après la proposition (3-3), on a l’application

χϕ : L1
P (G) −→ C

f 7−→ 〈f, ϕ〉

est un morphisme d’algèbres non nul et continu. On a pour tout f ∈ L1
P (G), χ̃(fmG) = χϕ(f).

Donc, χ̃ est non nulle et pour tout f, g ∈ L1
P (G) on a χ̃((fmG) ∗ (gmG)) = χ̃(fmG)χ̃(gmG), et

comme l’ensemble
{
fmG/f ∈ L1

P (G)
}

est vaguement dense dans M1
P̃

(G) et χ̃ est continue pour la
topologie vague on déduit que pour tout µ, υ ∈ M1

P̃
(G), χ̃(µ ∗ υ) = χ̃(µ)χ̃(υ).

⇐= ) Si χ̃ est un morphisme d’algèbres non nul continu alors, on a évidemment χϕ est un mor-
phisme d’algèbres non nul continu de L1

P (G) dans C donc, la fonction ϕ est P -sphérique.¥
Propostion (3-5)

Soit ϕ ∈ Cb
P∗(G). On a ϕ est P -sphérique si et seulement si pour tout f ∈ L1(G) on a P (f) ∗ ϕ̌ =

χϕ(P (f))ϕ̌.

Preuve
Pour tout f ∈ L1(G), x ∈ G nous avons

P (f) ∗ ϕ̌(x) =
∫

G

P (f)(y)(Lxϕ)(y)dmG(y)

=
∫

G

f(y)P ∗(Lxϕ)(y)dmG(y).

=⇒ ) Si la fonction ϕ est P -sphérique alors, on a par définition pour tout x, y ∈ G P ∗(Lxϕ)(y) =
ϕ(x−1)ϕ(y), donc, d’après l’égalité précédente, on a pour tout f ∈ L1(G), x ∈ G

P (f) ∗ ϕ̌(x) =
∫

G

f(y)P ∗(Lxϕ)(y)dmG(y)

=
∫

G

f(y)ϕ(x−1)ϕ(y)dmG(y)

= ϕ(x−1)
(∫

G

f(y)ϕ(y)dmG(y)
)

= ϕ(x−1) 〈f, ϕ〉
= ϕ(x−1) 〈f, P ∗(ϕ)〉
= ϕ(x−1) 〈P (f), ϕ〉
= χϕ(P (f))ϕ̌(x).

⇐= ) Pour tout f, g ∈ L1(G) nous avons

χϕ(P (f) ∗ P (g))ϕ̌ = (P (f) ∗ P (g)) ∗ ϕ̌

= P (f) ∗ (χϕ(P (g))ϕ̌
= χϕ(P (g))(P (f) ∗ ϕ̌)
= χϕ(P (g))χϕ(P (f))ϕ̌

et comme ϕ est non nulle on déduit que, χϕ(P (f) ∗ P (g)) = χϕ(P (f))χϕ(P (g)) pour tout f, g ∈
L1(G); donc, la fonction ϕ est sphérique.¥
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Propostion (3-6)
Soit ϕ ∈ Cb

P∗(G). On a ϕ est P -sphérique si et seulement si pour tout υ ∈ M1(G) on a

P̃ (υ) ∗ ϕ̌ = χ̃ϕ(P̃ (υ))ϕ̌.

Preuve
=⇒) Si la fonction ϕ est P -sphérique alors, pour tout f ∈ L1(G) on a

P̃ (fmG) ∗ ϕ̌ = P (f) ∗ ϕ̌

= χϕ(P (f))ϕ̌
= χ̃ϕ(P (f)mG)ϕ̌,

comme l’ensemble
{
P (f)mG/f ∈ L1(G)

}
est vaguement dense dans M1

P̃
(G) et les applications χ̃ϕ

et le produit de convolution sont vaguement continues alors, on déduit que pour tout υ ∈ M1
P̃

(G)
on a P̃ (υ) ∗ ϕ̌ = χ̃ϕ(P̃ (υ))ϕ̌.

⇐= ) D’après la proposition (3-5), cette implication est évidente.¥
Théorème (3-7)

Soient P un opérateur de Gel’fand et χ un caractère non nul de l’algèbre de Banach commutative
L1

P (G). Alors il existe une unique fonction P -sphérique ϕ telle que, χ = χϕ.

Théorème (3-8)
Soit ϕ ∈P(G,P ) on a, ϕ est P -sphérique si et seulement si, pour tout x ∈ G on ait
P ∗(Lx−1ϕ)(x−1) = |ϕ(x)|2 .

Preuve
Soit ϕ ∈P(G,P ). Si ϕ est P -sphérique. On a pour tout x ∈ G;

P ∗(Lx−1ϕ)(x−1) = ϕ(x)ϕ(x−1)

= ϕ(x)ϕ(x)

= |ϕ(x)|2 .

Inversement, supposons que l’égalité du théorème soit vérifiée pour tout x ∈ G. Alors, prenons
x = e on obtient

ϕ(e) = |ϕ(e)|2 ≥ 0.

Si ϕ(e) = 0, alors d’après vi) du théorème (2-10) ϕ ≡ 0 ce qui est impossible, donc ϕ(e) � 0 ce qui
entrâıne que ϕ(e) = 1 et d’après l’inégalité i) du théorème (2-11) on obtient pour tout x, y ∈ G

P ∗(Lxϕ)(y) = ϕ(x)ϕ(y);

ce qui veut dire que ϕ est P -sphérique.

IV. LIEN ENTRE LES FONCTIONS DE TYPE P -POSITIF ET LES
REPRÉSENTATIONS DE G

Théorème (4-1)
Soient G un groupe topologique localement compact, P un opérateur de L1(G) dans L1(G) vérifiant
les cinqs conditions de la définition (1-2), ϕ ∈ Cb

P∗(G) et (ρ, ξ,H) une représentation continue,
cyclique et bornée de G telle qu’on a l’égalité P ∗(Lxϕ)(y) = 〈ρ(x)ξ, ρ(y)ξ〉H ∀x, y ∈ G. Alors, la
fonction ϕ est de type P -positif et la représentation ρ est entièrement déterminée à un isomorphisme
près par ϕ.
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Preuve
Soient c1, ..., cn ∈ C,x1, ...,xn ∈ G on a

n∑

i,j=1

cicj(P ∗(Lxi
ϕ)(xj)) =

∥∥∥∥∥
n∑

ci

i=1

%(xi)ξ

∥∥∥∥∥

2

H

≥ 0.

Donc ϕ est de type P -positif. Soit l’application

T : H −→ C∞(G)
η 7−→ T (η)

où, T (η) est la fonction définie par

T (η):G −→ C
x 7−→ 〈η, %(x)ξ〉H

T est bien définie. En effet, pour tout η ∈ H la fonction T (η) ∈ Cb(G), car la représentation % est
continue bornée. L’application T est évidemment C-linéaire et continue. En effet, soit η ∈ H on a

‖T (η)‖∞ ≤ (sup
x∈G

‖%(x)‖L∞(H) ‖ξ‖H) ‖η‖H .

L’application T est injective. En effet, soit η ∈ H tel que T (η) = 0. Alors pour tout x ∈ G on a
〈η, %(x)ξ〉H = 0. Par suite, en vertu de la densité de vect ((%(x)ξ)x∈G) dans H on déduit que η = 0.
Donc, T est un isomorphisme de H sur T (H).

Comme T est un isomorphisme et vect ((%(x)ξ)x∈G)
‖.‖H = H on déduit que

T (vect ((%(x)ξ)x∈G)) = vect ((P ∗(Lxϕ))x∈G) , etT (H) = vect ((P ∗(Lxϕ))x∈G)
‖.‖∞ .

Donc, l’espace H de la représentation % est déterminé par ϕ.

Soient η =
n∑

αi
i=1

%(xi)ξ et η′ =
m∑

βj
j=1

%(yj)ξ nous avons 〈η, η′〉H =
n∑

i=1

m∑
j=1

αiβ̄jP
∗(Lxiϕ)(yj). Donc,

le produit scalaire défini sur H est déterminé par ϕ. D’où la représentation % est entièrement
déterminée par la fonction ϕ.¥
Nous allons prouver que la propriété du théorème précédent est caractéristique des fonctions de type
P -positif. En effet, nous allons montrer que la réciproque du théorème (4-1) est vraie. Pourcela,
soit ϕ une fonction de type P -positif. Nous allons construire un espace préhilbertien Eϕ, un
homomorphisme %ϕ : G −→ GL(Eϕ) et un vecteur ξϕ ∈ Eϕ %ϕ-cyclique tels que l’égalité du
théorème (4-1) soit vérifiée.

Proposition (4-3)
Soit ϕ ∈P(G,P ). Alors, il existe un C-espace vectoriel Eϕ ⊆ Cb(G) et une 2-forme sésquilinéaire
hermitienne 〈., .〉ϕ vérifiant les propriétés suivantes
i) pour tout f ∈ Eϕ on a 〈f, f〉ϕ ≥ 0 ou autrement dit, la 2-forme sésquilinéaire 〈., .〉ϕ est positive,
ii) pour tout x ∈ G, f ∈ Eϕ, on a 〈f, P ∗(Lxϕ)〉ϕ = f(x)
iii) pour tout x ∈ G on a 〈ϕ,P ∗(Lxϕ)〉ϕ = ϕ(x), (ϕ = P ∗(ϕ) = P ∗(Leϕ) ∈ Eϕ),
iv) si 〈f, f〉ϕ = 0 alors f ≡ 0, ou autrement dit, la 2-forme 〈., .〉ϕ est définie positive.

Preuve
Posons Eϕ = vect ((P ∗(Lxϕ))x∈G) . Soient f, g ∈ Eϕ avec

f =
n∑

i=1

aiP
∗(Lxiϕ)etg =

m∑

j=1

bjP
∗(Lyj ϕ);

on pose,

〈f, g〉ϕ =
n∑

i=1

m∑

j=1

aibjP
∗(Lxiϕ)(yj).

127



S. Kabbaj, A. Akhlidj African Journal Of Mathematical Physics Volume6 (2008) 111-137

Ce produit ne dépend pas de la représentation de f et g. En effet, 〈f, g〉ϕ =
m∑

j=1

bjf(yj) et 〈f, g〉ϕ =

n∑
i=1

aig(xi). D’où le produit 〈., .〉ϕ est bien défini.

i) Soit f ∈ Eϕ avec f =
n∑

i=1

aiP
∗(Lxiϕ) où a1, ..., an ∈ C et x1, ..., xn ∈ G on a

〈f, f〉ϕ =
n∑

i=1

m∑

j=1

aiajP
∗(Lxi

ϕ)(xj)

≥ 0

car la fonction ϕ est de type P -positif.

ii) Soient x ∈ G, f ∈ Eϕ où f =
n∑

i=1

aiP
∗(Lxiϕ) on a

〈f, P ∗(Lxϕ)〉ϕ =
n∑

i=1

aiP
∗(Lxiϕ)(x)

= f(x).

iii) La fonction ϕ ∈ Eϕ. En effet, ϕ = P ∗(Leϕ). Donc d’après l’assertion ii) on a 〈ϕ,P ∗(Lxϕ)〉ϕ =
ϕ(x).
iv) Le produit 〈., .〉ϕ est une forme sesquilinéaire hermitienne positive donc pour tout f, g ∈ Eϕ

nous avons
∣∣∣〈f, g〉ϕ

∣∣∣
2

≤ 〈f, f〉ϕ 〈g, g〉ϕ d’où, si 〈f, f〉ϕ = 0, alors 〈f, g〉ϕ = 0 ∀g ∈ Eϕ. Donc en
particulier, pour g = P ∗(Lxϕ) on a

〈f, g〉ϕ = 〈f, P ∗(Lxϕ)〉ϕ
= f(x)
= 0

par suite, f ≡ 0. On conclut que 〈., .〉ϕ est un véritable produit scalaire sur Eϕ.¥
Théorème (4-5)

Soit ϕ ∈P(G,P ). Alors, à la fonction ϕ correspond l’espace préhilbertien Eϕ muni d’un pro-

duit scalaire 〈., .〉ϕ et une application %ϕ : G −→ Gl(Eϕ) définie par %ϕ(x)(
n∑

i=1

aiP
∗(Lxiϕ)) =

n∑
i=1

aiP
∗(Lxxiϕ) tels que

i) %ϕ est un homomorphisme de groupes continu relativement à la topologie faible définie sur
Gl(Eϕ),
ii) %ϕ est une représentation cyclique de vecteur cyclique ξϕ = ϕ,

iii) soient h =
n∑

i=1

ai(Lxiϕ) et g =
n∑

i=1

aiP
∗(Lxiϕ) alors, pour tout x, y ∈ G on ait

a) g(x) = 〈g, %ϕ(x)ξϕ〉ϕ en particulier, ϕ(x) = 〈ξϕ, %ϕ(x)ξϕ〉ϕ ,

b) P ∗(Lxh)(y) = 〈%ϕ(x)g, %ϕ(y)ξϕ〉ϕ en particulier, P ∗(Lxϕ)(y) = 〈%ϕ(x)ξϕ, %ϕ(y)ξϕ〉ϕ .

Preuve
D’après la propostion précédente l’espace Eϕ muni du produit scalaire 〈., .〉ϕ est un espace
préhilbertien.
i) Pour tout x, y ∈ G et f ∈ Eϕ on a
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%ϕ(xy)(f) =
n∑

i=1

aiP
∗(L(xy)xi

ϕ)

=
n∑

i=1

aiP
∗(Lx(yxi)ϕ)

= %ϕ(x)(
n∑

i=1

aiP
∗(L(yxi)ϕ))

= %ϕ(x)(%ϕ(y)
n

(
∑
i=1

aiP
∗(Lxi

ϕ)))

= %ϕ(x) ◦ %ϕ(y)(f).

D’où %ϕ(xy) = %ϕ(x) ◦ %ϕ(y). Donc %ϕ est un homomorphisme de groupes.
ii) L’homomorphisme %ϕ est faiblement continu. En effet, pour tout élément f, g ∈ Eϕ où f =
n∑

i=1

aiP
∗(Lxi

ϕ) et g =
m∑

j=1

bjP
∗(Lyj

ϕ); on a,

〈f, %ϕ(x)g〉ϕ =
n∑

i=1

m∑

j=1

aibjP
∗(Lxi

ϕ)(xyj)

pour tout couple (i, j) ∈ {1, ..., n} × {1, ...,m} l’application x 7−→ P ∗(Lxiϕ)(xyj) est continue
(voir les propriétés vérifiées par P ). Ceci prouve que l’application x 7−→ 〈f, %ϕ(x)g〉ϕ est continue.
Posons ξϕ = ϕ. On a ϕ = P ∗(Leϕ), donc ξϕ ∈ Eϕ. On a Eϕ = vect ((%ϕ(x)ξϕ)x∈G), d’où %ϕ est
une représentation cyclique.
iii) a) D’après la définition du produit scalaire 〈., .〉ϕ nous avons,

〈g, %ϕ(x)ξϕ〉ϕ = 〈g, P ∗(Lxϕ)〉ϕ

=

〈
n∑

i=1

aiP
∗(Lxiϕ), P ∗(Lxϕ)

〉

ϕ

=
n∑

i=1

aiP
∗(Lxiϕ)(x)

= g(x)

en particulier, ϕ(x) = 〈ξϕ, %ϕ(x)ξϕ〉ϕ .

b)

P ∗(Lxh)(y) = (%ϕ(x)g)(y)
= 〈%ϕ(x)g, %ϕ(y)ξϕ〉ϕ

en particulier pour h = ϕ nous avons, P ∗(Lxϕ)(y) = 〈%ϕ(x)ξϕ, %ϕ(y)ξϕ〉ϕ .¥
Théorème d’unicité (4-6)

Soit ϕ ∈P(G,P ) et (Π, η, H) une représentation continue cyclique de vecteur cyclique η ∈ H où H
est un espace de Hilbert tel que P ∗(Lxϕ)(y) = 〈Π(x)η, Π(y)η〉H . Alors, il existe un isomorphisme
isométrique F : Hϕ −→ H vérifiant F (ξϕ) = η et F ◦ %ϕ(x) = Π(x) ◦ F, ∀x ∈ H où Hϕ est le
complété de Eϕ.

Preuve
On a d’après le théorème précédent (%ϕ, ξϕ,Hϕ) est une représentation continue cyclique de
G vérifiant l’égalité P ∗(Lxϕ)(y) = 〈%ϕ(x)ξϕ, %ϕ(y)ξϕ〉ϕ ∀x, y ∈ G. On se propose de montrer
que la représentation (Π, η,H) est isométriquement équivalente à (%ϕ, ξϕ,Hϕ). Soit l’application

F : Eϕ −→ H définie par F (
n∑

i=1

aiP
∗(Lxiϕ)) =

n∑
i=1

aiΠ(xi)η. F est bien définie en effet, si
n∑

i=1

aiP
∗(Lxiϕ) =

m∑
j=1

bjP
∗(Lyj ϕ) alors nous avons pour tout y ∈ G,
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〈
n∑

i=1

aiΠ(xi)η, Π(y)η

〉

H

=
n∑

i=1

ai 〈Π(xi)η, Π(y)η〉H

=
n∑

i=1

ai 〈%ϕ(xi)ξϕ, %ϕ(y)ξϕ〉ϕ

=

〈
n∑

i=1

ai%ϕ(xi)ξϕ, %ϕ(y)ξϕ

〉

ϕ

=

〈
m∑

j=1

bjP
∗(Lyj

ϕ), %ϕ(y)ξϕ

〉

ϕ

=

〈
m∑

j=1

bj%ϕ(yj)ξϕ, %ϕ(y)ξϕ

〉

ϕ

=
m∑

j=1

bj 〈%ϕ(yj)ξϕ, %ϕ(y)ξϕ〉ϕ

=
m∑

j=1

bj 〈Π(yj)η, Π(y)η〉H

=

〈
m∑

j=1

bjΠ(yj)η, Π(y)η

〉

H

d’où
n∑

i=1

aiΠ(xi)η =
m∑

j=1

bjΠ(yj)η ou autrement dit, F (
n∑

i=1

aiP
∗(Lxiϕ)) = F (

m∑
j=1

bjP
∗(Lyj ϕ)). F est

évidemment C-linéaire.

Soient f =
n∑

i=1

aiP
∗(Lxiϕ) et g =

m∑
j=1

bjP
∗(Lyj ϕ)

〈f, g〉ϕ =
n∑

i=1

m∑

j=1

aibjP
∗(Lxiϕ)(yj)

=
n∑

i=1

m∑

j=1

aibj 〈Π(xi)η, Π(yj)η〉H

=

〈
n∑

i=1

aiΠ(xi)η,

m∑

j=1

bjΠ(yj)η

〉

H

= 〈F (f), F (g)〉H

donc on déduit que F est un isomorphisme isométrique de Hϕ sur H.

En plus pour tout x ∈ G nous avons F (ξϕ) = η et

F ◦ %ϕ(x)(f) = F (
n∑

i=1

aiP
∗(Lxxiϕ))

=
n∑

i=1

aiΠ(xxi)η

= Π(x)(
n∑

i=1

aiΠ(xi)η)

= Π(x) ◦ F (f)

d’où, les deux représentations (%ϕ, ξϕ,Hϕ) et (Π, η, H) sont isométriquement équivalentes.
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V. NOTION DE P -REPRÉSENTATIONS ET LEURS LIENS AVEC LES
REPRÉSENTATIONS NON DÉGÉNÉRÉES DE L1

P (G)

Lemme (5-1)
Soient P un opérateur défini de L∞(G) dans L∞(G) continu et H un espace de Hilbert. L’opérateur
P induit de manière naturelle un opérateur continu qu’on note aussi par P de L∞(G,L∞(H)) dans
lui même vérifiant, 〈P (Ψ)(x)ξ, η〉H = P (Ψξ,η)(x) où Ψ ∈ L∞(G,L∞(H)) et Ψξ,η(x) = 〈Ψ(x)ξ, η〉H
avec ξ, η ∈ H.

Preuve
Soient Ψ ∈ L∞(G, L∞(H)) et x ∈ G considérons l’application

Bx: H ×H −→ C
(ξ, η) 7−→ P (Ψξ,η)(x)

Bx est une application sesquilinéaire continue. Donc, il existe un unique opérateur continue de H
dans H qu’on note par P (Ψ)(x) qui vérifie Bx(ξ, η) = 〈P (Ψ)(x)ξ, η〉H .
On définit l’opérateur P comme suit,

P : L∞(G, L∞(H)) −→ L∞(G,L∞(H))
Ψ 7−→ P (Ψ)

où 〈P (Ψ)(x)ξ, η〉H = P (Ψξ,η)(x). L’opérateur P est C-linéaire tel que ‖P (Ψ)‖∞ ≤ ‖P‖ ‖Ψ‖∞ par
suite il est continu.¥

Remarque (5-2)
Si l’opérateur P : L∞(G) −→ L∞(G) est un projecteur alors, l’opérateur induit de L∞(G,L∞(H))
dans lui même est aussi un projecteur.

Définition (5-3)
Soient P un opérateur défini de L1(G) dans L1(G) vérifiant les cinqs conditions de la définition
(1-2), Π : G −→ L∞(H) une application faiblement continue bornée, où H est un espace de
Hilbert. On dit que (Π,H) est une P -représentation du groupe G dans l’espace de Hilbert H si
les conditions suivantes sont satisfaites,
i) P ∗(Lx−1P ∗Π)(y) = Π(x) ◦Π(y); ∀x, y ∈ G,
ii) Π(x−1) = (Π(x))∗; ∀x ∈ G,
iii) Π(e) = idH .

Remarque (5-4)
En utilisant la propriété i) et iii) de la définition (5-3) on vérifie facilement que P ∗Π = Π.

Théorème (5-5)
Soit (Π, H) une P -représentation de G dans un espace de Hilbert H. Pour toute mesure µ ∈ M1

P̃
(G)

on pose Π(µ) =
∫

G
Π(x)dµ(x) ∈ L∞(H). L’application µ 7−→ Π(µ) est une représentation de

l’algèbre involutive M1
P̃

(G) dans H, dont la restriction à L1
P (G) est non dégénérée.

Réciproquement, toute représentation Π non dégénérée de L1
P (G) est associée à une P -

représentation et une seule de G.

Preuve
Comme Π est faiblement continue bornée, on a pour tout µ ∈ M1(G) l’application

H ×H −→ C
(ξ, η) 7−→ B(ξ, η)

où, B(ξ, η) =
∫

G
〈Π(x)ξ, η〉H dµ(x) est sesquilinéaire continue, ce qui permet de définir un opérateur

continu Π(µ) ∈ L∞(H) qui vérifie 〈Π(µ)ξ, η〉H =
∫

G
〈Π(x)ξ, η〉 dµ(x). Donc on peut définir une

application C-linéaire continue

Π:M1(G) −→ L∞(H)
µ 7−→ Π(µ),
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soit la restriction de Π à la sous-algèbre M1
P̃

(G), montrons que Π est une représentation de M1
P̃

(G)
dans H. Soient µ, ν ∈ M1

P̃
(G) et ξ, η ∈ H;

〈Π(µ ∗ ν)ξ, η〉H =
〈
Π(µ ∗ P̃ (ν)ξ, η

〉
H

=
∫

G

〈Π(z)ξ, η〉H d(µ ∗ P̃ (ν)(z)

=
∫

G

∫

G

〈Π(xy)ξ, η〉H dµ(x)dP̃ (ν)(y)

=
∫

G

(∫

G

〈Π(xy)ξ, η〉H dP̃ (ν)(y)
)

dµ(x)

=
∫

G

(∫

G

〈(Lx−1Π)(y)ξ, η〉H dP̃ (ν)(y)
)

dµ(x)

=
∫

G

〈
(Lx−1Π)ξ,η, P̃ (ν)

〉
dµ(x)

=
∫

G

〈P ∗(Lx−1Π)ξ,η, ν〉 dµ(x)

=
∫

G

∫

G

〈P ∗(Lx−1Π)(y)ξ, η〉H dν(y)dµ(x)

=
∫

G

∫

G

〈Π(x)Π(y)ξ, η〉H dν(y)dµ(x)

=
∫

G

(∫

G

〈
Π(y)ξ, Π(x−1)η

〉
H

dν(y)
)

dµ(x)

=
∫

G

〈Π(x)(Π(ν)ξ), η〉H dµ(x)

= 〈Π(µ)(Π(ν)ξ), η〉H .

Donc, Π(µ ∗ ν) = Π(µ)Π(ν).
Soient µ ∈ M1

P̃
(G) et ξ, η ∈ H montrons que 〈Π(µ)ξ, η〉H = 〈ξ,Π(µ∗)η〉H . Nous avons,

〈ξ, Π(µ∗)η〉H = 〈Π(µ∗)η, ξ〉H
=

∫

G

〈Π(x)η, ξ〉H dµ∗(x)

= 〈Πη,ξ, µ∗〉
=

〈
Π̃η,ξ, µ

〉

=
∫

G

Πη,ξ(x−1)dµ(x)

=
∫

G

〈Π(x−1)η, ξ〉Hdµ(x)

=
∫

G

〈
ξ,Π(x−1)η

〉
H

dµ(x)

=
∫

G

〈ξ,Π(x)∗η〉H dµ(x)

=
∫

G

〈Π(x)ξ, η〉H dµ(x)

= 〈Π(µ)ξ, η〉H .

D’où on déduit que Π(µ∗) = (Π(µ))∗ . Donc, Π est une représentation de l’algèbre involutive
M1
eP (G). Par suite, sa restriction à L1

P (G) est aussi une représentation dans l’espace de Hilbert H.

Montrons que Π est non dégénérée sur l’algèbre L1
P (G). Remarquons d’abord que Π(x) = Π(P̃ (δx))

pour tout élément x ∈ G. En effet, soient ξ, η ∈ H
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〈
Π(P̃ (δx))ξ, η

〉
H

=
∫

G

〈Π(s)ξ, η〉H dP̃ (δx)(s)

=
〈
Πξ,η, P̃ (δx)

〉

= 〈P ∗(Πξ,η), δx〉
= P ∗(Πξ,η)(x)
= 〈P ∗(Π)(x)ξ, η〉H
= 〈Π(x)ξ, η〉H car P ∗(Π) = Π.

Soit ξ ∈ H tel que pour tout élément f ∈ L1
P (G) Π(f)ξ = 0, montrons que ξ = 0.

Π(f)ξ = 0 ∀f ∈ L1
P (G) ⇐⇒ Π(P (f))ξ = 0 ∀f ∈ L1(G)

⇐⇒ 〈Π(P (f))ξ, η〉H = 0∀f ∈ L1(G) et ∀η ∈ H

⇐⇒
∫

G

P (f)(s) 〈Π(s)ξ, η〉 dmG(s) = 0 ∀f ∈ L1(G) et ∀η ∈ H

⇐⇒
∫

G

P (f)(s)Πξ,η(s)dmG(s) = 0 ∀f ∈ L1(G) et ∀η ∈ H

⇐⇒ 〈P (f), Πξ,η〉L1(G)×L∞(G) = 0 ∀f ∈ L1(G) et ∀η ∈ H

⇐⇒ 〈f, P ∗(Πξ,η)〉L1(G)×L∞(G) = 0 ∀f ∈ L1(G) et ∀η ∈ H

⇐⇒ P ∗(Πξ,η) = 0 ∀η ∈ H

⇐⇒ P ∗(Πξ,η)(x) = 0 ∀x ∈ G; ∀η ∈ H

⇐⇒ 〈P ∗(Π)(x)ξ, η〉H = 0 ∀x ∈ G; ∀η ∈ H

⇐⇒ 〈Π(x)ξ, η〉H = 0 ∀x ∈ G; ∀η ∈ H car P ∗(Π) = Π
⇐⇒ Π(x)ξ = 0 ∀x ∈ G;

donc, en particulier pour x = e on a Π(e)ξ = 0 or, comme Π(e) = idH on déduit que ξ = 0.

La réciproque. Soit s ∈ G et soit I l’ensemble des voisinages de s ordonné par la relation
d’ordre opposée à la relation d’inclusion: i ≤ j si i ⊃ j.
Pour tout i ∈ I, soit ui une fonction positive de L1(G) nulle dans G− i et d’intégrale 1 [9]. Pour
tout f ∈ L1(G), on a ‖ui ∗ f − δs ∗ f‖1

i−→ 0 et ‖f ∗ ui − f ∗ δs‖1
i−→ 0.

Soit H
′

= vect
(
(Π(f)ξ)f∈L1

P (G),ξ∈H

)
. H

′
est partout dense dans H. Soit la suite (hi)i∈I où

hi = P (ui) ∀i ∈ I. Nous avons
∥∥∥hi ∗ f − P̃ (δs) ∗ f

∥∥∥
1

i−→ 0, ∀f ∈ L1
P (G). Comme Π est continue

on déduit que
∥∥∥Π(hi)Π(f)−Π(P̃ (δs) ∗ f)

∥∥∥
L∞(H)

i−→ 0, ∀f ∈ L1
P (G).

Comme la convergence d’une suite d’opérateurs dans L∞(H) entrâıne sa convergence simple nous
déduisons que pour tout

ξ ∈ H,
∥∥∥Π(hi)Π(f)ξ −Π(P̃ (δs) ∗ f)ξ

∥∥∥
H

i−→ 0,

donc la suite (Π(hi))i∈I converge pour la topologie de la conergence simple dans H ′ vers un
opérateur Π(s) dans H ′ tel que Π(s)Π(f) = Π(P̃ (δs) ∗ f).
Le fait que

∥∥∥f ∗ hi − f ∗ P̃ (δs)
∥∥∥

1

i−→ 0, ∀f ∈ L1
P (G) entrâıne que Π(f)Π(s) = Π(f ∗ P̃ (δs)).

Pour tout f ∈ L1
P (G) et ξ ∈ H on a,

‖Π(hi)(Π(f)ξ)‖H′ ≤ ‖Π(hi)‖L∞(H) ‖Π(f)ξ‖H′

≤ ‖Π(f)ξ‖H′

par passage à la limite on a ‖Π(s)(Π(f)ξ)‖H′ ≤ ‖Π(f)ξ‖H′ donc ‖Π(s)‖
L∞(H′)

≤ 1. Π(s) se prolonge
de manière unique en un opérateur linéaire continu sur H que nous noterons encore Π(s) tel que
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‖Π(s)‖L∞(H) ≤ 1. L’application Π est bornée. Π est faiblement continue.
Comme Π(s)Π(f) = Π(P̃ (δs) ∗ f), ∀f ∈ L1

P (G) et H ′ est partout dense dans H on déduit que
Π(e) = idH..

Π(s−1)Π(f) = Π(P̃ (δs−1) ∗ f)

=
(
Π(f∗ ∗ P̃ (δs))

)∗

= (Π(f∗)Π(s))∗

= (Π(s))∗Π(f)

donc, Π(s−1) = (Π(s))∗ sur H ′ et par suite sur H.
Montrons que la représentation de l’algèbre L1

P (G) vérifie Π(f) =
∫

G
f(s)Π(s)dmG(s), ∀f ∈

L1
P (G). Comme f ∗ g =

∫
G

f(s)P̃ (δs) ∗ gdmG(s), alors nous avons

Π(f)Π(g) = Π(f ∗ g)

=
∫

G

f(s)Π
(
P̃ (δs) ∗ g

)
dmG(s)

=
∫

G

f(s)Π (s)Π(g) dmG(s)

=
(∫

G

f(s)Π(s)dmG(s)
)

Π(g)

donc, Π(f) =
∫

G
f(s)Π(s)dmG(s).

Pour x, y ∈ G, montrons que P ∗ (Lx−1 (P ∗Π)) (y) = Π(x)Π(y). Il suffit de montrer que pour tout
f ∈ L1

P (G) et pour tout ξ, η ∈ H on a 〈P ∗ (Lx−1 (P ∗Π)) (y) (Π(f)ξ) , η〉 = 〈Π(x)Π(y) (Π(f)ξ) , η〉 .

〈P ∗ (Lx−1 (P ∗Π)) (y) (Π(f)ξ) , η〉 = P ∗
(
(Lx−1 (P ∗Π))Π(f)ξ,η

)
(y)

= P ∗
(
Lx−1

(
(P ∗Π)Π(f)ξ,η

))
(y)

= P ∗
(
Lx−1(P ∗ΠΠ(f)ξ,η

)
(y)

=
〈
P̃ (δx) ∗ P̃ (δy), ΠΠ(f)ξ,η

〉

=
〈
Π(P̃ (δx) ∗ P̃ (δy) ∗ f)ξ, η

〉

=
〈
Π(x)Π(P̃ (δy) ∗ f)ξ, η

〉

= 〈Π(x)Π(y)Π(f)ξ, η〉 .

ce qui achève la démonstration. L’unicité provient du fait que Π(s) est défini comme étant la limite
de la suite d’opérateurs (Π(hi))i∈I relativement à la topologie forte.

VI. LIEN ENTRE LES FONCTIONS DE TYPE P -POSITIF ET LES
P -REPRÉSENTATIONS DE G

Soit P un opérateur de L1(G) dans L1(G) qui vérifie les cinqs conditions de la définition (1-2).

Théorème (6-1)
Soit (Π,H) une P -représentation du groupe G dans l’espace de l’espace de Hilbert H. Alors, pour
tout vecteur ξ ∈ H la fonction sur G, à valeurs dans C, définie par ϕ(x) = 〈Π(x)ξ, ξ〉H est de type
P -positif. Inversement, si ϕ : G −→ C est de type P -positif alors il existe un espace de Hilbert Hϕ

et Πϕ une P -représentation cyclique du groupe G dans Hϕ de vecteur cyclique ξϕ ∈ Hϕ tel que
ϕ(x) = 〈Πϕ(x)ξϕ, ξϕ〉Hϕ pour tout x ∈ G.

Preuve
L’implication directe. La fonction ϕ est évidemment continue et bornée. P ∗(ϕ) = ϕ en effet
pour tout x ∈ G on a
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P ∗(ϕ)(x) = P ∗(Πξ,ξ)(x)
= 〈P ∗(Π)(x)ξ, ξ〉H
= 〈Π(x)ξ, ξ〉H car P ∗(Π) = Π.

Soient x1, ..., xn ∈ G et a1, ..., an ∈ C nous avons

n∑

i=1

ai

n∑

j=1

ājP
∗(Lxi

ϕ)(xj) =
n∑

i=1

ai

n∑

j=1

ājP
∗(Lxi

Πξ,ξ)(xj)

=
n∑

i=1

ai

n∑

j=1

āj 〈P ∗(Lxi
Π)(xj)ξ, ξ〉H

=
n∑

i=1

ai

n∑

j=1

āj

〈
Π(x−1

i )Π(xj)ξ, ξ
〉

H

=
n∑

i=1

ai

n∑

j=1

āj 〈Π(xj)ξ, Π(xi)ξ〉H

=

〈
n∑

j=1

ājΠ(xj)ξ,
n∑

i=1

āiΠ(xi)ξ

〉

H

=

∥∥∥∥∥∥

n∑

j=1

ājΠ(xj)ξ

∥∥∥∥∥∥

2

H

≥ 0

Donc ϕ est de type P -positif.

Implication réciproque. Soit Eϕ = vect((P ∗(Lxϕ))x∈G) c’est un espace préhilbertien. Soit
Hϕ le complété de Eϕ et %ϕ : G −→ Gl(Hϕ) l’homomorphisme déjà construit dans la section 4.
On peut voir facilement que %ϕ ∈ L∞(G, L∞(Hϕ)). On pose Πϕ = P ∗(%ϕ). Montrons que Πϕ est
une P -représentation.
-Πϕ est faiblement continue et bornée.
-Pour tout élément x ∈ G on a Πϕ(x) = %ϕ(P̃ (δx)) donc Πϕ(e) = %ϕ(P̃ (δe)). Comme %ϕ est bien
un homomorphisme d’algèbre involutif de M1

P̃
(G) dans L∞(Hϕ) et P̃ (δe) est un élément unité de

l’algèbre M1
P̃

(G) alors Πϕ(e) = %ϕ(P̃ (δe)) = idHϕ .
-Pour tout élément x ∈ G on a

Πϕ(x−1) = %ϕ(P̃ (δx−1))

= %ϕ(P̃ (δ∗x))

= %ϕ(P̃ (δx)∗)

=
(
%ϕ(P̃ (δx))

)∗

= (Πϕ(x))∗ .

-Soient x, y ∈ G nous avons P ∗(Lx−1P ∗Πϕ)(y) = P ∗(Lx−1(P ∗%ϕ))(y). Donc, pour tout ξ, η ∈ Hϕ

on a
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〈P ∗(Lx−1P ∗Πϕ)(y)ξ, η〉Hϕ
= 〈P ∗(Lx−1(P ∗%ϕ))(y)ξ, η〉Hϕ

= P ∗ ((Lx−1(P ∗%ϕ))ξ,η) (y)
= P ∗

(
(Lx−1(P ∗((%ϕ)

ξ,η

)
)(y)

=
〈
P̃ (δx) ∗ P̃ (δy), (%ϕ)

ξ,η

〉

=
∫

G

∫

G

(%ϕ)
ξ,η

(st)dP̃ (δx)(s)dP̃ (δy)(t)

=
∫

G

∫

G

〈%ϕ(st)ξ, η〉Hϕ
dP̃ (δx)(s)dP̃ (δy)(t)

=
∫

G

∫

G

〈%ϕ(s)(%ϕ(t)ξ), η〉Hϕ
dP̃ (δx)(s)dP̃ (δy)(t)

=
∫

G

(∫

G

〈
(%ϕ(t)ξ), (%ϕ(s))∗ η

〉
Hϕ

dP̃ (δy)(t)
)

dP̃ (δx)(s)

=
∫

G

〈
%ϕ(P̃ (δy))ξ, (%ϕ(s))∗ η

〉
Hϕ

dP̃ (δx)(s)

=
∫

G

〈
%ϕ(s)%ϕ(P̃ (δy))ξ, η

〉
Hϕ

dP̃ (δx)(s)

=
∫

G

〈%ϕ(s)Πϕ(y)ξ, η〉Hϕ
dP̃ (δx)(s)

=
〈
%ϕ(P̃ (δx))Πϕ(y)ξ, η

〉
Hϕ

= 〈Πϕ(x)Πϕ(y)ξ, η〉Hϕ

d’où

P ∗(Lx−1P ∗Πϕ)(y) = Πϕ(x)Πϕ(y)∀x, y ∈ G.

On voit que (Πϕ, Hϕ) est une P -représentation du groupe dans l’espace de Hilbert Hϕ. Notons par
ξϕ = ϕ et

H ′
ϕ = vect(Πϕ(x)ξϕ)x∈G).

H ′
ϕ est un espace de Hilbert stable par Πϕ. En effet, soit H ′⊥

ϕ l’orthogonal de H ′
ϕ dans Hϕ. Soit

Πϕ(y)ξϕ ∈ H ′
ϕ. Montrons que Πϕ(x)Πϕ(y)ξϕ ∈ H ′

ϕ ∀x, y ∈ G. Pourcela, soit η ∈ H ′⊥
ϕ . On a

〈Πϕ(x)Πϕ(y)ξϕ, η〉H′
ϕ

= 〈P ∗(Lx−1P ∗Πϕ)(y)ξϕ, η〉Hϕ

= P ∗(Lx−1(P ∗((Πϕ)ξϕ,η)))(y)

=
〈
P̃ (δx) ∗ P̃ (δy), (Πϕ)ξϕ,η

〉

=
∫

G

〈Πϕ(s)ξϕ, η〉Hϕ
d(P̃ (δx) ∗ P̃ (δy))(s)

= 0;

donc, Πϕ(x)Πϕ(y)ξϕ ∈ H ′
ϕ. Pour tout élément x ∈ G on a ϕ(x) = 〈ξϕ, Πϕ(x)ξϕ〉H′

ϕ

Nous déduisons que (Πϕ, ξϕ,H ′
ϕ) est une représentation cyclique du groupe G dans l’espace de

Hilbert H ′
ϕ de vecteur cyclique ξϕ.

Lemme (6-2)
Soient (Π1, ξ1,H1) et (Π2, ξ2,H2) deux P -représentations cycliques du groupe G tels que
〈ξ1,Π1(x)ξ1〉H1

= 〈ξ2, Π2(x)ξ2〉H2
∀x ∈ G. Alors, les P -représentations (Π1, ξ1,H1) et (Π2, ξ2,H2)

sont unitairement équivalentes.

Théorème de l’unicité (6-3)
Soit ϕ ∈ P (G,P ). Si (Π, ξ, H) est une P -représentation cyclique du groupe G dans un espace de
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Hilbert H telle que ϕ(x) = 〈ξ,Π(x)ξ〉H ∀x ∈ G; alors, (Π, ξ, H) est unitairement équivalente à la
P -représentation (Πϕ,Hϕ, ξϕ) du théorème précédent.

Preuve: En utilisant le lemme (6-2) on déduit facilement le résultat.
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