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Abstract

Dans ce travail, nous donnons une nouvelle approche visant la généralisation
de la théorie des paires de Gel’fand et celle des mesures de Gel’fand. Cette ap-
proche constitue une continuation naturelle des travaux inaugurés par M. Akkouchi
(12],[3]), M. Ait Sibaha [1], A. Bakali ([4], [5]), B. Bouykhalen [5], S. Kabbaj [15]
et ELH. EL Qorachi [11].

I. NOTATIONS ET OBJECTIFS

Dans tout ce qui suit G désigne un groupe topologique localement compact non nécéssairement
commutatif, e son élément unité, m¢ sa mesure de Haar (normalisée si le groupe est compact), A sa
fonction module, L!(G) désigne I’algebre des fonctions de G & valeurs complexes, mg-intégrables;
L (@) désigne lespace vectoriel des fonctions & valeurs complexes mg bornées, M!(G) désigne
'algebre des mesures bornées; P désigne un opérateur de L'(G) dans L'(G), P* un opérateur
défini & partir de P de L*®(G) dans L®(G) et P un opérateur défini & partir de P de M'(G)
dans M (G); LL(G) désigne 'ensemble des fonctions appartenant & L' (G) P-invariantes; L35 (G)
désigne I’ensemble des fonctions complexes appartenant & L°°(G) P*-invariantes; C°(G) désigne
I'espace vectoriel des fonctions complexes continues et bornées, C’%*(G) désigne l’ensemble des
fonctions & valeurs complexes, continues, bornées et P*-invariantes; C°(G) désigne I’espace vec-
toriel des fonctions & valeurs complexes, continues, tendant vers zéro a linfini et C%. (G) désigne
I'ensemble des fonctions complexes appartenant & C°(G) et P*-invariantes; K (G) désigne 1’espace
vectoriel des fonctions a valeurs complexes, continues a support compact; K p(G) désigne 'ensemble
des fonctions appartenant & K(G) et P-invariantes; M 115(6') ’enemble des mesures bornées et P-

invariantes. Pour tout f € L'(G) on pose f(z) = f(z); f(z) = f(z71); f(z) = ?(m) = f(z=1) et
f*(z) = A(z=Y) f() pour tout z € G.

Dans ce travail, nous donnons une nouvelle approche, qui constitue une continuation naturelle des
travaux inaugurés par M. Akkouchi ([2], [3]), M. Ait Sibaha [1], A. Bakali ([4], [5]), B. Bouykhalen
[5], S. Kabbaj [15] et ELH. EL Qorachi [11]. Et ce, dans la perspective, de généraliser la théorie
des paires de Gel'fand [12] et celle des mesures de Gel'fand ([2], [4]). Ainsi, pour ce faire, nous
avons introduit un nouveau concept mathématique que nous appelons ”opérateur de Gel’fand”
noté par P, et par lequel nous construisons une nouvelle sous-algebre de L'(G), qu'on note par
LL(G), et sur laquelle nous projetons la théorie des algebres de Banach involutive ([8],[9]) et
nous abordons certains probléemes fondamentaux de ’analyse harmonique ([1],[2], [12],[13]), nous
citons par exemples:

- Les formes positives continues sur LL(G), la notion de fonctions de type P-positif et leurs
propriétés fondamentales.
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- La notion de fonctions P-sphériques.

- Le lien entre les fonctions de type P-positif et les représentations de G.

- Le lien entre les représentations de G et les représentations non dégenérées de 'algébre LL(G) et
I'introduction de la notion des P-représentations sur G.

- Le lien entre les P-représentations de G et les représentations non dégenérées de I'algebreLL(G).
- Le lien entre les fonctions de type P-positif et les P-représentations de G.

- La notion de fonctions P-sphériques et leurs propriétés fondamentales.

- La détermination des caracteres de 'algebre LL(G) qu'on note par Y 5 (G).

Enfin, ce travail nous permet d’envisager en perspective la définition de la transformée de Fourier
de L}(G) dans C°(Y"5(G)), le théoréme de Bochner-Godement et le théoréme de Plancherel-
Godement.

II. OPERATEURS DE GEL’FAND

Lemme (1-1)
i) Soient E un k-espace vectoriel ott k = R ou C et P un endomorphisme de E tel que Po P = P.
Alors, P(E)={z € E/ P(z) = z}.
Et, si E est normé et P € Lo (FE) alors, P(FE) est fermé dans E. Notons par la suite P(FE) par Ep.
ii) Soient E et F' deux k—espaces vectoriels normés otk =R ou C, (.,.) : E x ' — k une forme
bilinéaire non dégénérée et P € L (FE). Alors, il existe un et seul opérateur P* € L (F) qui
vérifie (P(x),y) = (x, P*(y)) pour tout x € E et y € F.
iii) Dans les mémes conditions que ii), si P o P = P alors, P* o P* = P* et D’application j définie
de (Ep)/ dans Fp:par j = P* o S~! o (*P) est un isomorphisme d’espace vectoriels només, oit
S est I'isomorphisme défini de F' sur E' déduit de la dualité entre E et F. Autrement dit la
restriction de la forme bilinéaire non dégénérée sur F x F reste une forme bilinéaire non dégénérée
sur Ep X Fp*et (Ep)/ ~ Fp*.

Théoréme (1-2)
Soient G un groupe topologique localement compact, P : L'(G) — L'(G) une application vérifiant
les conditions suivantes
i) P est C-linéaire continue relativement & la topologie de la norme ||,
i) PoP =P,
iii) pour tout élément f € L(G), P(f*) = (P(f))",
iv) pour tout élément f,g € L*(G) on a P(f) * P(g) = P(f * P(g)) = P(P(f) * g),
v) pour tout élément f € K(G), on a P*(f) € C*(G).
Alors:
1) L’espace LL(G) est une sous algebre de Banach involutive de (L'(G),+,-,*, ||.||;) admettant
une unité approchée et (LL(GQ)) ~ LE.(G).
2) On définit une application P : M (G) — M'(G) par, <]5(u), f> = (u, P*(f)),Vu € M*(G) et
f € K(G); qui vérifie les propriétés suivantes:
a) P est C-linéaire continue relativement & la topologie de la norme usuelle et relativement a la
toplogie vague, ~
b) pour tout élément f € LY(G) on a P(fmg) = P(f)mg,
c) P P,
0 Pl ) (P(M)) Vi € MG,

e) pour tout élément p,v € M (G) on a P(u) * P(v) = P(u* P(v)) = P(P
f) Pespace M} 5(G) est une sous-algebre de Banach involutive de (MY(G),+
g) lespace B = {P(f)m¢/f € L*(G)} est vaguement dense dans M115(G).
h) Si pour tout élément f € C°(G) ona P*(f) € C°(G). Alors, (P)* = P* et (M%,(G))’ ~ 0% (Q)).

Définition(1-3)
Soient G un groupe topologique localement compact et P : L'(G) — L'(G) un opérateur vérifiant
les conditions suivantes:

1) P est C-linéaire continue relativement & la topologie de la norme |.|; .
2) PoP =P,
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3) pour tout élément f € LY(G), P(f*) = (P(f))",

4) pour tout élément f,g € L'(G) on a P(f)* P(g) = P(f * P(g)) = P(P(f) * g),

5) pour tout élément f € K(G), on a P*(f) € C*(G).

Alors, I'opérateur P est dit de Gel’fand, si et seulement si, Palgébre LL(G) est commutative.
Propostion (1-4)

Soient G un groupe topologique localement compact, K un sous-groupe compact de G , wg la

mesure de Haar normalisée de K , x un caractere unitaire de K et les opérateurs Pxx g, Pk et
P, sont deﬁnis de L*(G@) dans L'(G) par:

) PK><K fK fK k:a:h dwK(k)dwK(h),
b) P, fK flkxk™ dwK(k)
CA)I fK e Fkah)x(k)x(h)dwg (k) dwic (h).

) Les opérateurs Pr i, Pk et Py satisfont les cings conditions de la définition (1-3).

ii) Lp, . (G) = LY(G//K), ou L'(G//K) est 'algebre des fonctions & valeurs complexes K-
biinvariantes.
iii) Lp, (G) = L (G), ot Ly (G) est P'algebre des fonctions & valeurs complexes K-centrales.
iv) LL (G) = ( ), olt L1 (G) = pyx LY(G) * uy est I'algebre des fonctions & valeurs complexes
de classe Xs NX = (xwk)* et (Ywk)* est la mesure définie sur G par ((xwg)*, f) = (\wk, f |k)

Vf e K(G).

Remarques (1-5)
1) L’assertion ii) nous permet de déduire que la notion d’opérateur de Gel’fand généralise les paire
de Gel’fand [12].
2) L’assertion iii) nous permet de déduire que la notion d’opérateur de Gel’'fand généralise les paires
K-centrales [5].
3) L’assertion iv) nous permet de déduire que la notion d’opérateur de Gel'fand généralise Le
travail de Takahashi sur lalgebre des fonctions de classe x établies voir [2].
4) Les opérateurs (P k)", (Pr)" et (Py)" ont les mémes expressions de L>°(G) dans L*°(G).
Proposition (1-6)
Soient G un groupe topologique localement compact, K un groupe compact opérant par automor-

phisme sur G tel que la fonction module A de G est K-invariante. Alors on a:
i) L’opérateur défini de L*(G) dans L'(G) par

Pr(f)(z) = /K flk-z)dwg (K)Vf € LY(G) et Yz € G

ol k - x est I'action de K sur G; vérifie les cings conditions de la définition (1-3).
ii) Lp, (G) = L (G) ont L (G) est 'algebre des fonctions complexes K-invariantes ou K-centrales
généralisées [15].
Remarque (1-7)
1) L’assertion ii) nous permet de déduire que la notion d’opérateur de Gel’fand généralise les paires
K-centrales généralisées [15].
2) L'opérateur (Pg)* posséde la méme expression de L°°(G) dans L>®(G).
Proposition (1-8)
Soient G un groupe topologique localement compact, p une mesure bornée telle que p* = g = p* .
Alors, les assertions suivantes sont équivalentes:
i) u est une mesure de Gel’fand,
ii) L’opérateur

P,: LY(G) — L*G)
f—uxfxpu
est de Gel’fand.

Preuve
L’opérateur P, vérifie les cings conditions de la définition (1-3) voir ([1], [2], [4]) et L}D‘L(G) =
L, (G) ou L,(G) = px L'(G) * p. Dot 'équivalence. M
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Remarque (1-9)
1) La proposition (1-8) nous permet de déduire que la notion d’opérateur de Gel’fand généralise
aussi la notion des mesures de Gel'fand établies par les auteurs, A. Bakali et M. Akkouchi ([2],

[4]).
2) L’opérateur (P,)" est défini de L°°(G) dans L*(G) par (P,)" (¢)(2) = [ [o (szt)du(s)du(t).

Théoréme (1-10)
Soient G un groupe topologique localement compact, P : L'(G) — L'(G) un opérateur vérifiant
les cings conditions de la définition (1-3). Alors les assertions suivantes sont équivalentes:
a) P est un opérateur de Gel’fand.
b) M}S(G) est commutative.

¢) Pour tout 2,y € G on a P(d,) x P(d,) = P(3,) * P(J,).

Lemme (1-11)
Soient G un groupe topologique localement compact, P : L'(G) — L'(G) un opérateur vérifiant
les cings conditions de la définition (1-3). Alors, pour tout z,y € G et f € K(G) on a I'égalité

(P(0.)  P(6,), f ) = P*(Lars (P*(F) ).

Preuve du théoréme
a) = b) lalgebre LL(G) est commutative, donc, pour tout élément f,g € L'(G) nous avons
P(f) + P(g) = P(g) * P(f), par suite, P(f)ma * P(g)yme = P(g)ma * P(f)ma. Ou encore,

P(fmg) * P(gma) = P(gme) = P(fme).

Comme, l'espace A = {fmg/f € L'(G)} est vaguement dense dans M*(G) et les applications

P et le produit “de convolution sont vaguement continues alors, on déduit que pour tout élément
w,v € MYQ), P(n) * P(v) = P(v) * P(u), donc, M}}(G) est commutative.
b) = a) Soient f,g € L'(G) on a P(fmg) * P(gma) = P(gmg) * P(fmg), ou autrement dit,

P(f)mg * P(g)me = P(g)ma * P(f)me,
ce qui entaine que (P(f) x P(g))ma = (P(g) * P(f))m¢ comme, lapplication
j:LYG) — LY(G)

fr— fma
est injective alors, on déduit que P(f) * P(g) = P(g) * P(f). D’olt, LL(G) est commutative.

b) = c) c’est une implication évidente.
¢) = b) Soient p,v € MY(G) et f € K(G) nous avons:

(P« P).s) = [ [ PP ()@,

d’apres le lemme (1-11), nous avons ’égalité P*(L,—(P*(f)))(y) = <]5(5x) * P(0y), f> .Donc, on
déduit que,

(P <Py = [ [ (P62 PG, £) dvtu)dnto),

et comme on a par hypothése P(8,) * P(8,) = P(3,) * P(8,), alors on conclut que

D’ou le résultat. W

114



S. Kabbaj, A. Akhlidj African Journal Of Mathematical Physics Volume6 (2008) 111-137

Proposition (1-12)
Soient G un groupe topologique localement compact, § un automorphisme de G involutif ie §? = idg
et P: LY(G) — L'(G) un opérateur linéaire vérifiant les cings conditions de la définition (1-3).
Alors,
i) pour tout f € L'(G) on a [, f o 0(z)dma(x) = [, f(x)dmea(x),
ii) Ao =A
iii) pour tout f,g € L'(G) on a (f x g)? = f% x ¢%,
iv) I'application
v LYG) — LYG)
f—f

est un isomorphisme d’algebres isométrique et involutif,
v) opérateur P? = W o P o ¥ donné par

P? . LYG) — LY(G)
fr—P(fob)ob

vérifie les cings conditions de la définition (1-3),
vi) la restriction de l'application ¥ donnée par

U Lpo(G) — Lp(G)
fref

est un isomorphisme d’algebres isométrique et involutif. Par conséquent, 'opérateur P est de
Gel’fand, si et seulement si, P? I'est aussi.

Preuve
Les assertions i), ii), iii) et iv) voir [2].
iv) D’apres i) I'application ¥ est bien définie, en effet, si f € L'(G) on a

1@l amate) = [ 170 06) amata)
= [ 15100 @)imeta)

- / |f| (@)dma(z)
G

donc, f € LY(G) est équivalent & f% € L}(G). L’application ¥ est évidemment C-linéaire bijective
et Hf(’H1 = ||f|l, et d’apres, iii) ¥ est un isomorphisme d’algébres. Pour tout f € L'(G) on a
U(f*)=f"ob
- (31)e0
= (A00) (fo0)
—Afo0
= (f")"
= (X)),
d’oli, ¥ est un isomorphisme d’algebre isométrique et involutif.
v) L’opérateur P? vérifie les cings conditions de la définition (1-2). En effet:

- nous avons P? = W o P oW donc, P? est un opérateur C-linéaire continu.
- Comme U2 = =idpi(q) et 0% = zdg, on a évidemment P? o P? = P?.

- Pour tout f € L'(G) on a
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Pe(f*) =WoPoU(f)
=(P'(),

car, les opérateurs P et ¥ sont involutifs.
- Pour tout f,g € L'(G) on a:

PO(f)x PP(g) =W oPoW(f)*WoPolW(g)
=Vo(PoU(f)*xPoV(g))
= W(P(U(1)) * P(¥()))
— W0 P((f) « Po(g)
:‘I’OP(‘I’(f)*\IIZOPO\IJ(g)))
—WoPoW(f«WoPoU(g)
= P? (f+P%(g)).

- Soit f € K(G) on a évidemment que (PY)" (f) = ¥* o P* o U*(f) et comme ¥*(f) = f?, on
déduit facilement que, (P?)" (f) = (P*(fa))a € C*@).

vi) Montrons que la restriction de I'application ¥ de LL,(G) dans L} (G) est bien définie. Soit
f€Lp(G)ona

P(f%) = P(f*) 0 0°
= P'(f)o0
=/

donc, f9 € LL(G). ¥ est évidemment C-linéaire, continue, injective et involutive. De méme, il est
facile de vérifier que U est surjective et pour tout f,g € Lpo(G) on a U(f xg) = U(f)* ¥(g).
D’ou, ¥ est un isomorphisme d’algebres isométrique involutif. Par conséquent, I'opérateur P est
de Gel’fand, si et seulement si, P? I’est aussi.l

Proposition (1-13)
Soient G un groupe topologique localement compact, 6 un anti-automorphisme involutif de G (ie
pour tout x,y € G, 0(xy) = 0(y)0(z) et 02 = idg) et P : L*(G) — L'(G) un opérateur lindaire
vérifiant les cings conditions de la définition (1-3). Alors,
i) pour tout f € L(G) on a

/f09 Ydmeg(z) = x)dmeg(zx)

\\

de

i) Ao =A,
iii) pour tout f,g € L'(G) on a (f * g)? = g% » f¥,
iv) 'application
: LNG) — LYG)
f — Afe
est un anti-isomorphisme d’algebres isométrique et involutif,
v) opérateur P? = ® o P o & donné par

P? . LY(G) — L'(G)
f — AP(Af%) 06

vérifie les cings conditions de la définition (1-3),
vi) la restriction de I’application ® donnée par
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®: LL(G) — Lb(G)
foo—Af

est un anti-isomorphisme d’algebres isométrique et involutif. Par conséquent, 'opérateur P est de
Gel’fand, si et seulement si, P? I'est aussi.

Preuve
Les assertions i), ii), iii) et iv) voir [2].
v) L’opérateur P? = ® o P o ® vérifie les cings conditions de la définition (1-3). En effet:
- L’opérateur P? est évidemment C-linéaire continu.
- Pe o Pa = Pe. En eﬁet, Pod = idLl(G).
- pour tout f € LY(G) on a

PY(f*) = ®o Pod(f")
= (P’(f))

car, &(f*) = (®(f))" et P(f*) = (P(f))".
- Soient f,g € L*(G) on a

P(f)« PP(g) =P o Po®(f)*PoPod(g)
=P (Po®(g)* Pod(f))
= Qo P (P (2(g)) * 2(f))
=®oPo®(f*PoPod(g))
=P?(f*P%y)).

De la méme facon on démontre que
P°(f) x P°(g) = P° (P°(f) x g) .
- Soit f € K(G) nous avons
(PP)*(f) = @0 P* 0 @*(f).

Pour tout élément f € L'(G) et g € L°(G) on a

(@(f).g) = / B()(2)g(x)dme(x)

G
_ / A()f 0 0(x)g(z)dme(x)
G
_ / A()f 0 0(x)g(z)dme(x)
G
_ /G (A0 0(x)) (f 0 6(x)) glx)dme(x)

faisons le changement x — (6(z))” " en posant z~* = #(z), nous obtenons d’apres i) dmg(z) =
dme(z) et par conséquent on a

(®(f).g) = / (AE) (FY) (g0 8(=)) dma(2)

G
- / ((2)) (g 06(2)) dma(z)
G

=(f.9")
=(f,®"(9)),

donc, ®*(g) = ¢°. par suite pour tout f € K(G) on a
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(P*)*(f) = " 0 P* 0 @7 (f)
— (P*(1) € C¥(@).

vi) la restriction de l'application ® sur L}, (G) prend ses valeurs dans Lp(G). Donc elle est
évidemment un anti-isomorphisme d’algebres isométrique et involutif. Par conséquent, I'opérateur
P est de Gel'fand, si et seulement si, P? I’est aussi.ll
Proposition (1-14)
Soient G un groupe topologique localement compact, P : L'(G) — L'(G) un opérateur vérifiant
les cings conditions de la définition (1-3) et x un caracteére unitaire de G. Alors,
i) lapplication
0:LYG) — L'(G)
fo—xXf

est un isomorphisme d’algebres isométrique et involutif.
ii) Popérateur P, = ©~! o P o © donné par

P, : LY(G) — L*(G)
f — xP(x/f)

vérifie les cings conditions de la définition (1-3),
iil) la restriction de I’application © donnée par

©:Lp (G) — Lp(G)
f — X[

est un isomorphisme d’algebre isométrique et involutif. Par conséquent, 'opérateur P est de
Gel’fand, si et seulement si, P, 1'est aussi.

Preuve
i) voir [2]
ii) L’opérateur P, = ©~1 o P o © vérifie les cings conditions de la définition (1-3). En effet,
- L’opérateur P, est évidemment C-linéaire continu.
- P, o P, = P, (évident).
- Pour tout f € K(G) on a évidemment P, (f*) = (Py(f))".
- Pour tout f,g € L*(G) nous avons

Po(f)*P(9) =0""'oPoO(f)*O0 ' oPoB(g)
=071 (PoO(f)* PoB(g))
=010 P(PoO(f)*0(9)
=0710P00O (07 0 Po6(f)*g)
=P (Px(f)*9)-

De la méme facon on démontre que P, (f) * Py (g9) = Py (f * Py(g)) .
- Pour tout f € K(G) on a P,(f) = xP(xf) € C*(G).
iii) I est facile de vérifier que la restriction de 'opérateur © est bien défini de Ly (G) dans Lp(G)
par suite, on déduit que c’est un isomorphisme d’algebres isométrique et involutif. Par conséquent,
lopérateur P est de Gel'fand, si et seulement si, P, I'est aussi.ll
Les trois dernieres propositions peuvent étre généralisées comme suit

Proposition (1-15)
Soient P un opérateur de L'(G) dans L'(G) vérifiant les cings conditions de la définition et
¢ : L' (G) — LY(G) un isomorphisme d’algebres isométrique involutif tel que pour tout f € K(G)
onap loPoy(f)eCG). Alors,
i) L’opérateur P, = ¢! o P o ¢ vérifie les cings conditions de la définition (1-3).
ii) La restriction de 'opérateur ¢ donné par, ¢ : L}Dw (@) — L:(G) est un isomorphisme d’algebres
isométrique et involutif. Par conséquent, I'opérateur P est de Gel’fand, si et seulement si, P, l'est
aussi.
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III. FORMES CONTINUES POSITIVES SUR L;(G) ET NOTION DE FONCTIONS DE
TYPE P-POSITIF

Lemme (2-1)
Soit A : L'(G) — C une forme linéaire positive. Alors on a les assertions suivantes:
i) L’application

B:L'(G) x L (G) — C
(f,9) — Ag" * f)

est une 2-forme sesquilinéaire hermitienne et positive.

ii) Soit f € LY(G) on a A\(f* * f) = 0 si, et seulement si, pour tout g € L'(G) on a A(g * f) = 0.
Et 'ensemble N = {f € L(G) / A(f* = f) = 0} est un idéal & gauche de L'(G).

iii) L application

B:(LY(G) / N) x (L*(G) / N) — C
(f.9) — B(f,9)

est une 2-forme sesquilinéaire hermitienne définie positive. ~
iv) Si A est une forme linéaire continue positive alors, il existe une unique forme linéaire A :
(LY(G) / N) — C continue relativement a la topologie de la norme induite du produit scalaire
B et Aog =\ ol ¢ est la surjection canonique définie de L'(G) dans (L'(G) / N).
Théoréme (2-2)

Soient G un groupe topologique localement compact, P : L'(G) — L'(G) un opérateur continu
et A : L1(G) — C une forme linéaire continue positive telle que A(f) = A(P(f)) Vf € LY(G).
Alors il existe une unique fonction ¢ € C%.(G) de type positif telle que pour tout f € L'(G) on

= Jo f(@)p(@)dma(z) et [|A]| = p(e).
Preuve
La forme A € (LY(G)) et comme (LY(G)) =~ L‘X’(G) [8] alors il existe une fonction unique
¢ € L*(G) telle que pour tout f € L*(G) on a A(f) = [, f(z)p(x)dma(z) ie X = (., ¢). Par
suite, pour tout f € L(G) on a
Af) = (f0)
=(P(f):#)
= (f.P*(9)),

d’oli, P*(¢) = ¢ ou encore, ¢ € L. (G).

Nous avons pour tout f € LY (G) (f* * f,©) > 0 car X est positive, d’ol ¢ est de type positif [13].
Pour montrer que ¢ est continue il suffit d’adapter la démonstration de Faraut & notre cas (voir
[12]) en montrant que que la fonction ¢ est la fonction caractéristique d’une représentation cyclique
unitaire de G.

Montrons que ||| = ¢(e). Soit (g;)icr une unité approchée de L(G) telle qu'elle est construite
dans [9] . Nous avons

limA(gi) = ().

En effet, pour tout i € I on a, |[A(g;) — ¢(e)| < [; gi(x) [p(z) —
est continue au point e, il existe ig € I tel que pour tout = € i
tout i > i on a |A(g;) — ¢(e)| < e. D’ont on déduit que ¢(e)
Puisque la fonction ¢ est de type positif nous avons |p(z)]
qui entraine que ||A|| < p(e). Dot ||A|| = ¢(e).W
Corollaire (2-3)

L’ensemble PL(G) est compact pour la topologie *-faible o(L>(G), L'(G));ot PL(G) désigne
Pensemble des fonctions sur G a valeurs complexes de type positif vérifiant P*¢ = ¢ et p(e) < 1.

p(e)| dmeg(z), soit € 2 0, comme ¢
on a, |p(x) — ¢(e)| < e. Donc pour
AL

0
<
< (e). Done, [A(f)] < @(e) [ £l ce
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Preuve
Par le théoréme (2-2) on montre que P(G) est fermé dans la boule unité de L>=(G) ~ (L*(G))’
qui est compacte pour la topologie *-faible o(L>(G), L}(G)).1

Théoréme (2-4)
Soient G' un groupe topologique localement compact, P : L*(G) — L'(G) un opérateur vérifiant
les cings conditions de la définition (1-2) et A : LL(G) — C une forme linéaire continue positive.
Alors il existe une unique fonction ¢ € L. (G) telles que pour tout f € L'(G) on a

AP(f) = | P(f)(@)p(x)dmeg(z)

G

et (P(f)* f*, @) 2 0.

Preuve
Nous avons A € (LL(G))" donc d’apres la dualité non dégenérée qui existe entre LL(G) et LS. (G)
[8], il existe une unique fonction ¢ € LE.(G) telle que A = (., ¢) . Comme A est positive ([9], [11])
nous avons pour tout f € L(G),

AP(f)* P(f)") 20 <= (P(f) = ", P*(¢)) 2 0
= (P(f)*xf"¢)=20. 1

Soient P un opérateur vérifiant les cings conditions de la définition (1-2) et w une forme linéaire
continue sur LL(G). Elle est définie par une fonction ¢ € L3, (G) vérifiant

w(P(f)) = (f, 80>L1(G)><Loo(g) pour tout f € L(G).

Proposition (2-5).
La forme w est positive, si et seulement si, pour tout f € L*(G) on a (P(f) * f*,¢) > 0.

Preuve
Pour tout f € L'(G) nous avons w((P(f)) * (P(f))*) = (P(f) * f*,¢), d’ott le résultat.m
Remarque (2-6)
Si P = idp1(g) alors on trouve que la forme w sur LY(G) sera positive, si et seulement si, pour
tout f € LY(G) on a (f * f*, ) > 0. Ce qui est équivalent & dire que ¢ est une fonction de type
positif [13]. Ce qui nous ameéne & poser une nouvelle définition qui va prolonger celle des fonctions
de type positif.
Définition (2-7)
Soient P un opérateur vérifiant les cings conditions de la définition (1-2) et ¢ une fonction sur G a
valeurs complexes, continue, bornée et P*(¢) = ¢ ie ¢ € C%.(G). La fonction ¢ sera dite de type
P-positif, si et seulement si, pour tout f € L'(G) on a (P(f) * f*, ) > 0.
Notons par P(G, P) ensemble des fonctions de type P-positif.
Proposition (2-8)
Soit ¢ € C%.(G). La fonction ¢ est de type P-positif, si et seulement si, pour tout f € L'(G) on
a [ Jo f@)fy)P*(Lye)(x)dme(z)dme(y) > 0.

Preuve
Pour tout f € L'(G) nous avons:

P10 = [ AT ( / P(f)(xy)sﬂ(x)dmc(x)) dme(y)

faisons le changement en posant z = xy ce qui entraine que dmg(z) = A(y)dmg(x) et 2 =y~ '2.
Donc, on a:
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P = [ 86T ( / P(f)(Z)sa(y‘lz)A(y‘l)dmc(Z)> dma(y)
- /G FW) (P(), Lyp)) dma(y)
- /G FW) (F, P (Ly)) dma(y)
- / / FO)F (@) P* (Ly) (5)dma (x)dma (y).
GJG

D’ou, la preuve de la proposition.ll

Théoréme (2-9)
Soit ¢ une fonction sur G & valeurs complexes, continue, bornée et P*(¢) = ¢ ou autrement dit
¢ € C%.(G). Les conditions suivantes sont équivalentes:
i) o est de type P-positif.
ii) pour toute mesure p € Ml(G) on a le terme suivant:

<15(u) * 1L, ap> = (u® p*, F) est positif, on F(z,y) = P*(L,-1¢)(y) Vz,y € G.
iil) l'inégalité
> al‘@jp*(folQD)(.'I};l) >0
ij=1 i
est vérifiée quels que soient zi,..,z, € G et ai,..,a, € C. Autrement dit, la matrice

(P*(L _190)(w71)> est hermitienne positive, Vn > 1,Vzy,...,z, € G.
T J 1<i,j<n

Preuve
i) = ii) Pour tout f € L'(G), soit u = fmg € M*(G) on a

P(p) * p = P(f)ma * f*ma
= (P(f) = f*)ma

((P(f)* [ )ma, @)
(P(f)* [ )
0

)

<15(u) 11, <p>

Y

comme l’espace {fmg, fe Ll(G)} est dense dans M'(G) et les applications P, le produit de
convolution et l'application (.,p) sont continues relativement a la topologie vague on déduit
immédiatement le résultat. De méme ii) = i) il suffit de prendre ;= fmg ot f € L'(G).

n
ii) = iii) Soient z1,...,z, € G et aq,...,ap, € C on considere p = > «;0,,. Alors,
i=1

<15(u) * I, <P> = i @;a; P (L,-19) (x5 ")

ij=1
> 0.

iii)==ii) On utilise la densité de I'espace Vect ((0,)zcc) dans M'(G) relativement & la topologie

vague et la continuité relativement & la méme topologie des applications P, le produit de convolution

et 'application (., ) on montre le résultat.ll

Le théoreme suivant donne des propriétés fondamentales des fonctions de type P-positif.
Théoréme (2-10)

Soient G un groupe topologique localement compact, P : L'(G) — L'(G) un opérateur vérifiant

les conditions de la définition (1-2). Alors:

i) Pour tout ¢,v €P(G, P); a, 3 € RY on a ap + Y €P(G, P).

ii) Si ¢ €P(G, P) alors, pour tout s € G on a P*(L,-1¢)(s71) > 0.
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En particulier, pour s = e on a ¢(e) = P*(L.p)(e) > 0.
iii) Soit ¢ €P(G, P). Pour tout s,t € G on a P*(Ly-1p)(t™1) = P*(Ly-1)(s71).

iv) Soit @ eP(G, P). Pour tout s, t € G on a,
* —1y|2 * — * _

|P* (L) (t™Y)|" < P*(Lo-19p)(s™1)P (L —o) ().

En particulier pout tout s € G on a |¢(s)]* < p(e )P (Ls-19)(s -1,

v) Soit ¢ €P(G, P). Pour tout € G on a go( 1) = p(x).

vi) Soit ¢ €P(G, P). On a, ¢ = 0 si et seulement si, ¢(e) = 0.
Preuve

i) Soient ¢y, ...,c, € C, 21,...,2, € G on a

3 6P (L (ap+ B0 (a;") = al 32 aesP (L) ) + B (5 a6y P L 0)(a; )
1,)= 1,]= 1,7

comme les éléments o, €P(G, P) et a, 8 € RT on a évidemment ayp + Sy €P(G, P).

ii) Si ¢ €P(G, P), pour n =1, ;1 = s et a; = 1 on déduit facilement que P*(Ly-1¢p)(s™1) > 0; et
pour s = e on a P*(L.p)(e) = p(e) > 0.

iii) Prenons n = 2, 1 = s et x5 = t on a la matrice A = (P* (szup)(:cj_l)) est hermitienne
_ 1<i,j<2
donc A* = Aie YA = A donc on déduit facilement que
P*(Ly-1p)(t™") = P*(Li-10)(s7H).
iv) Pour n = 2, zy = s et za = ¢, on a le determinant de la matrice A =
(P* (L, 71g0)( 1)) est positif. Done, par un calcul direct on a I'inégalité
1<i,j<2

|P*(Le10) ()] < PH(Lar9) (s )P (Liap) (t1).

En particulier, pour s = e on a |<p(t*1)|2 < o(e)P*(Ly—1¢)(t™1). En utilisant I’assertion v) qu’on
démontre par la suite on obtient le résultat.
v) Soit ¢ €P(G, P) et x € G nous avons

p(™h) = (61, )
P((safl)a (P>

vi) Si p(e) =0 on a d’apres 'inégalité iv) on a ¢(t) =0 Vi € G.A

Inégalités pour les éléments de P(G, P):

L’objet de ce qui suit est de donner une généralisation de certaines inégalités vérifiées par les
fonctions de type positif ie les éléments de P(G), et qui sont démontrées dans [1].

i) Pour tout z,y € G on a

[pe)p(ey) - p@)e@) < (w(e) — [p@)P) (#(e) = lew)I*)
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ii) Pour toute suite {x1,...,2,} dans G et {aj,...,a,} dans Coin > 1, on a
2

<ele) | Y aagp(z; a))

4,j=1

Théoréme (2-11)
Soit ¢ €P(G, P) ie ¢ est une fonction de type P-positif non nulle. Alors:

)Va,yeGona
P*(L9)(y)  o(@)ely) N (P L)) 'm)
w(e) v(e)

v(e) p(e)?

= 0

? (P*(Lm-lsoxxl) - 'm)

ii)
2

< p(e) Z aia; P ©)(z;)

1,j=1

> aip(w)
i=1

Pour toute suite {z1, ...,z,} dans G et {a1,...,a,} dans C ou n > 1.

Preuve
i) Comme ¢ est de type P-positif on a la matrice (P*(Lz,9)(%;)),<; j<, st positive, Vn >
1,Vxy,...,z, € G. Par suite, son déterminant est positif. -
Pour n =3, 1 =e, x5 = 2~ ! et £3 = y nous avons le déterminant de la matrice suivante

ple) ozt ©(y)
A= (@) P (Ly-19)(z™t) P (Ly-190)(y)
e(y™") P*(Lyp)(z™")  P*(Lyp)(y)

est positif. Posons

ar = p(e),a= @@ "),b=p(y),c= P (Ly-19)(y),as = P*(Ly—19)(z ") et az = P*(Lyp)(y).

Donc, on a

ara b
A=|a asc
b ¢ a3

et
detA >0 < ay (agag — |c|2) —a (aga — bc) —|—b( ac — agb) >0
— oy |e]> = abe — abe < oy azas — as |al” — o |bf?

En multipliant les deux membres de I'inégalité par a; = (e) > 0 et en ajoutant le terme |a|? |b|*

on trouve, |aic —ab|* < (alag - |a|2) (alag - |b|2) ce qui est équivaut a

() P*(Lar19)(4) = £(@)p ) < (pl)P* (L) (@) = o(@)) (9(e)P* (Ly2) W) = e w)I*)

d’ott on déduit le résultat.
ii) Pour montrer cette inégalité on utilise l'inégalité de Cauchy-schwarz [18] dans l'espace
préhilbertien E, muni du produit scalaire (., .) 0

< (1), (9.9),. Pour f = _:ilaip*@mso) et

Pour tout f,g € E, nous avons ‘(f,g)w
g= Zb i P*(Ly,; p) on a l'inégalité,

2

ZZazb P ( Zzalaj Lap)(x;) | | DD bibi P*(Ly,#)(y5)

i=1j=1 i=1j5=1 i=1j=1
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en particulier pour m = 1, y; = e et by = 1 on obtient I'inégalité suivante:

Zzazag Ly, o) (x;)

i=1j5=1

2

n
quitte & prendre f = > @;P*(L,,®) nous obtenons I'inégalité
i=1

2

ZZaZaJ Ly, 0)(z;) | .1

1=175=1

Zaisﬁ(ﬂ%)

Fonctions P-sphériques
Soient G un groupe topologique localement compact et P un opérateur défini de L' (G) dans L!(G)
vérifiant les cings conditions de la définition (1-2).

Définition (3-1)
Une fonction ¢ € C%. (G) \ {0} est dite P-sphérique, si pour tout z,y € G on a P*(L,-1p)(y) =
p(x)p(y)-

Remarque (3-2)
Si ¢ est P-sphérique, on prend x = y = e, on obtient p(e)? =
©(e) = 0 alors, pour tout y € G et pour = e on a p(e)p(y)
® est non nulle, d’olt p(e) = 1.

Proposition (3-3)
Soit ¢ € C%.(G). On a ¢ est P-sphérique, si et seulement si, I'application

w(e) donc, ¢(e) =0 ou p(e) = 1. Si
= ¢(y) = 0 ce qui est impossible car

X Lp(G) — C

fr—=Af¥)
ou (f,¢ fG z)dme(z) pour tout f € LL(G), est un homomorphisme d’algebres non nul
contlnu
Preuve

Pour tout f,g € L'(G) on a,

P Pa) = [ 1) ( /| P(g)(y_ll“)P*(@)(x)dmc($)> dme(y).

-1

Faisons le changement en posant z = y~ "z alors, on obtient

xo(P(f / / fy L, P*(9))(2)dme (y)dme (=),

et
ol P(F)x / / fy (©) )P () (2)dme (y)dma(2),

=) Si ¢ est P-sphérique alors, I’application x,, est bien définie, C-linéaire, continue, non nulle et
pour tout f,g € L'(G) on a d’apres les égalités précédentes x,(P(f) * P(g)) = Xo(P(f))xe(P(9))
ou autrement dit, I’application x, est un morphisme d’algebres continu non nul.

<=) Si x, est un morphisme d’algébres continu non nul alors, pour tout f,g € L*(G) nous avons

/G /G F@)9() (P*(Lo-1)(w) — 9(2)p (W) dmg (x)dma(y) = 0,

posons, (x,y) = P*(Ly19)(y) — o(x)p(y), alors, pour tout f,g € L'(G) nous avons,
fG fG y)F(z,y)dmg(x)dme(y) = 0, ce qui entraine que F = 0 ie pour tout =,y € G on
)y) =

)g(
( +—19)(y) = p(z)p(y). Done, ¢ est P-sphérique.ll
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Proposition (3-4)
Soit ¢ € C%.(G). On a ¢ est P-sphérique si et seulement si I'application
X: M}D(G) — C

v (v, 9)

est un morphisme d’algebres, continu et non nul.

Preuve.
=) x est évidemment C-linéaire continue. D’apres la proposition (3-3), on a Papplication

Xo L};(G) —C
fr—A{f,0)

est un morphisme d’algebres non nul et continu. On a pour tout f € LL(G), X(fma) = xo(f)-
Donc, X est non nulle et pour tout f,g € LL(G) on a X((fmg) * (gma)) = x(fma)x(gme), et
comme l’ensemble { fmg/f € Lh(G)} est vaguement dense dans M115 (G) et X est continue pour la

topologie vague on déduit que pour tout p,v € M}E,(G)7 X(p*v) = x(p)x ().
<= ) Si X est un morphisme d’algebres non nul continu alors, on a évidemment ., est un mor-
phisme d’algebres non nul continu de LL(G) dans C donc, la fonction ¢ est P-sphérique.l

Propostion (3-5)
Soit p € C%.(G). On a ¢ est P-sphérique si et seulement si pour tout f € L'(G) on a P(f) * ¢ =
Xsa(P(f))%Z’~

Preuve
Pour tout f € LY(G), x € G nous avons

P(f) % 3(x) = / PO () (La) () dma (y)

G

- /G FW)P* (Lo) (y)dme ().

=) Si la fonction ¢ est P-sphérique alors, on a par définition pour tout z,y € G P*(L,p)(y) =
o(z7H(y), done, d’apres I'égalité précédente, on a pour tout f € LY(G), z € G

P(f) * pla) = /G ) P* (o) (y)dme ()
- /G F@)oE Y ew)dmaly)

et comme ¢ est non nulle on déduit que, x,(P(f) * P(g9)) = xo(P(f))xx(P(g)) pour tout f,g €
L'(G); donc, la fonction ¢ est sphérique.l
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Propostion (3-6)
Soit ¢ € CY.(G). On a ¢ est P-sphérique si et seulement si pour tout v € M (G) on a

Preuve
=) Si la fonction ¢ est P-sphérique alors, pour tout f € L*(G) on a

comme P’ensemble { P(f)m¢/f € L'(G)} est vaguement dense dans MI%(G) et les applications X,
et le produit de convolution sont vaguement continues alors, on déduit que pour tout v € M }15(G)
on a P(v) * ¢ = Tp(P(0))%.

<= ) D’aprés la proposition (3-5), cette implication est évidente.l

Théoréme (3-7)
Soient P un opérateur de Gel’fand et y un caractere non nul de I’algebre de Banach commutative
LE(G). Alors il existe une unique fonction P-sphérique ¢ telle que, x = x..

Théoréme (3-8)
Soit ¢ €P(G,P) on a, ¢ est P-sphérique si et seulement si, pour tout x € G on ait

* —1 2
P*(Ly-19)(z77) = |p(@)]”

Preuve
Soit ¢ €P(G, P). Si ¢ est P-sphérique. On a pour tout z € G;

Inversement, supposons que 1’égalité du théoreme soit vérifiée pour tout z € G. Alors, prenons
T = e on obtient

p(e) = |p(e)* > 0.

Si p(e) = 0, alors d’apres vi) du théoréme (2-10) ¢ = 0 ce qui est impossible, donc ¢(e) 2 0 ce qui
entraine que p(e) = 1 et d’apres l'inégalité i) du théoreme (2-11) on obtient pour tout z,y € G

P*(Lp)(y) = @(z)p(y);

ce qui veut dire que ¢ est P-sphérique.

IV. LIEN ENTRE LES FONCTIONS DE TYPE P-POSITIF ET LES
REPRESENTATIONS DE G

Théoréme (4-1)
Soient G un groupe topologique localement compact, P un opérateur de L' (G) dans L'(G) vérifiant
les cings conditions de la définition (1-2), ¢ € C%.(G) et (p,&, H) une représentation continue,
cyclique et bornée de G telle qu’on a 'égalité P*(L,p)(y) = (p(x)&, p(y)§) y Vo, y € G. Alors, la
fonction ¢ est de type P-positif et la représentation p est entierement déterminée a un isomorphisme

pres par ¢.
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Preuve
Soient ¢y, ..., € C, g, ...,v v € G on a

2

S T (P (L) (x7) =

i,j=1

> 0.

ZCiQ(xi)f
i=1

H
Donc ¢ est de type P-positif. Soit 'application
T:H— C*(G)
n— T(n)
o, T'(n) est la fonction définie par
T(n):G—C

x— (n, 0(x)€)

T est bien définie. En effet, pour tout 7 € H la fonction T'(n) € C*(G), car la représentation o est
continue bornée. L’application T est évidemment C-linéaire et continue. En effet, soit n € H on a

1Tl < (sup o),y 1€l ) 17l -
zeG

L’application T est injective. En effet, soit n € H tel que T'(n) = 0. Alors pour tout z € G on a
(n, o(x)§) y = 0. Par suite, en vertu de la densité de vect ((o(2)€)zec) dans H on déduit que n = 0.
Donc, T est un isomorphisme de H sur T'(H).

)“'HH

Comme T est un isomorphisme et vect ((o(x)€)zeq = H on déduit que

oo
T(vect ((0(x)€)zec)) = veet (P*(Lup))zea) , et T(H) = vect (P*(Lop))sea) -
Donc, 'espace H de la représentation g est déterminé par .
n m n m _
Soient n = > ag0(x;)¢ et ' = >"B0(y;)§ nous avons (1n,7') g = > > a;3;P*(Lg,¢)(y;). Donc,
i=1 j=1 i=15=1
le produit scalaire défini sur H est déterminé par ¢. D’ou la représentation g est entierement
déterminée par la fonction ¢.H
Nous allons prouver que la propriété du théoreme précédent est caractéristique des fonctions de type
P-positif. En effet, nous allons montrer que la réciproque du théoréme (4-1) est vraie. Pourcela,
soit ¢ une fonction de type P-positif. Nous allons construire un espace préhilbertien F,, un
homomorphisme g, : G — GL(E,) et un vecteur §, € E, p,-cyclique tels que I’égalité du
théoréme (4-1) soit vérifiée.
Proposition (4-3)
Soit ¢ €P(G, P). Alors, il existe un C-espace vectoriel E, C C*(G) et une 2-forme sésquilinéaire
hermitienne (., .),, vérifiant les propriétés suivantes
i) pour tout f € E, ona (f, f), > 0 ou autrement dit, la 2-forme sésquilinéaire (., .)
ii) pour tout z € G, f € E,, on a (f, P*(Layp)),, = f(z)
iii) pour tout x € G on a (p, P*(Lsp)), = ¢(z), (p = P*(p) = P*(Lep) € E,),
iv) si (f, f)sa = 0 alors f = 0, ou autrement dit, la 2-forme (., .)¢ est définie positive.

, est positive,

Preuve
Posons E, = vect ((P*(Ly¢))zec) - Solent f,g € E, avec

f=Y aiP*(Lep)etg =y b;P*(Ly,¢);
i=1 =1
on pose,

(£.9), =D > aibiP*(La,0)(y)).

i=1j=1

127



S. Kabbaj, A. Akhlidj African Journal Of Mathematical Physics Volume6 (2008) 111-137

Ce produit ne dépend pas de la représentation de f et g. En effet, (f,g), Z f(y;) et (f.9), =
=1

n
Elaig(xi) Dot le produit (.,.),, est bien défini.

n
i) Soit f € E, avec f = Y a;P*(Lg, ) ol a1, ...,an, € Cet 21,...,2, € Gon a
i=1

ZZ“Z“J ©) ()

i=175=1
>0

car la fonction ¢ est de type P-positif.
n
ii) Soient x € G, f € E, ou f = Y a;P*(Lg, ) on a

i=1

(f, P*(L Zaz L) ()
=f( )

iii) La fonction ¢ € Ey,. En effet, ¢ = P*(Legp). Donc d’aprés I'assertion ii) on a (¢, P*(Lz)), =

p(x).

iv) Le produit (.,.) , est une forme sesquilinéaire hermitienne positive donc pour tout f,g € E,
2

nous avons ‘(f,g)w’ < (f:f)p(9,9), dou, si (f, f), =0, alors (f,g), = 0 Vg € E,. Donc en

particulier, pour g = P*(L,¢) on a

(£,9), ={f,.P*(Law)),
= f(x)
=0

par suite, f = 0. On conclut que (., '>w est un véritable produit scalaire sur £ .l
Théoréme (4-5)
Soit ¢ €P(G, P). Alors, a la fonction ¢ correspond 'espace préhilbertien E, muni d’un pro-
n
duit scalaire (.,.),, et une application o, : G — GI(E,) définie par o, (2)(}_aiP*(Ly,p)) =
i=1

> a; P*(Lyy, ) tels que
i=1

i)ﬁ 0, est un homomorphisme de groupes continu relativement a la topologie faible définie sur
GI(Ey),

ii) o, est une représentation cyclique de vecteur cyclique &, = ¢,

iii) soient h = Zal( ) et g = Zai *(Ly, ) alors, pour tout z,y € G on ait

a) g(x) = (g, ( )€e),, en partlcuher e(x) = (&, 00(7)Ep)
b) P*(Lyh)(y )=< oz r)g. 04 (y)&),, en particulier, P*(Lzp)(y) = (04 (2)&p, 00(4)E0)
Preuve
D’apres la propostion précédente 'espace £, muni du produit scalaire <"'>w est un espace
préhilbertien.
i) Pour tout z,y € G et f € E, on a
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Q¢($y)(f) = Zaz (L(wy a; 50)
= 0o (@) (L a:P" (Liyey )

= 0p(7)(0 ()(Zal “(Lay0)))
= 0p(x) 0 an(y)(f)~

D’ou g, (zy) = 0y () © 0,(y). Donc g, est un homomorphisme de groupes.
ii) L’homomorphisme Qw est faiblement continu. En effet, pour tout élément f,g € E, ou f =

Zn:aiP*( x(p)etg—EbP( ;©); on a,
i=1

J_
(f, 00 Zzazb P (L, p)(2y;)
1=175=1

pour tout couple (i,7) € {1,...,n} x {1,...,m} Papplication  —— P*(L,,¢)(xy;) est continue
(voir les propriétés vérifiées par P). Ceci prouve que I'application x — (f, 0, (x) g>¢ est continue.
Posons &, = ¢. On a ¢ = P*(Lcyp), donc &, € E,. On a E, = vect ((0,(7)&,)zcc), d’oit g, est
une représentation cyclique.

iii) a) D’apres la définition du produit scalaire (.,.) , nous avons,

(9, 04(0)6,), = (9 P*(Lag)),
= < aiP*(Lmi(p>7P*(L:v@)>

Z ()
9()

@

en particulier, ¢(z) = (&, Qgp(z)f@w
b)

P*(Lyh)(y) = (0p(2)9)(y)
= (04(2)9, Qw(y>f¢>¢

en particulier pour i = ¢ nous avons, P*(Lz¢)(y) = (04()&s, 04 (¥)&e) ,
Théoréme d’unicité (4-6)
Soit ¢ €P(G, P) et (I1,n, H) une représentation continue cyclique de vecteur cyclique n € H ou H
est un espace de Hilbert tel que P*(Lp)(y) = (I(z)n, II(y)n) 4 . Alors, il existe un isomorphisme
isométrique F' : H, — H vérifiant F(§,) = n et F o g,(x) = II(x) o F, Vo € H ou H, est le
complété de F,.
Preuve
On a d’apres le théoreme précédent (o,,&,,H,) est une représentation continue cyclique de
G vérifiant égalité P*(L,p)(y) = <g¢(w)§¢,gw(y)§¢>¢Vm,y € G. On se propose de montrer
que la représentation (II,7, H) est isométriquement équivalente & (o, &, H,). Soit application
n n
F : E, — H définie par F() a;P*(Lgy,)) = Y aII(x;)n. F est bien définie en effet, si
i=1 i=1

> aiP*(Ly,p) = > bjP*(Ly, ) alors nous avons pour tout y € G,
Z =
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<Zaiﬂ(xi)n, > Z (), I(y)n) i
i=1

Z &oz Qsa( )§so>¢

alQLp T €Lpa9tp(y)€ >
%)

)

JQso Yi)Ses 04 (Y >

T Mg I Ms ||

Ms

bj (00 (Yj)Ee, 00 (Y )§<p>¢

1

<.
I

b <H(yg)77, H( )7’>H

Ms

1

<.
Il

I
s

bj H(yj)n,ﬂ(y)n>

Jj=1 i

d’ont Y a;ll(x;)n = > b;Il(y;)n ou autrement dit, F'(Y a; P*(Ly,p)) = F(3_b;jP*(Ly;0)). F est
i=1 Jj=1 i=1 j=1
évidemment C-linéaire.

Soient f = ) a;P*(Ly,0) et g = > b;P*(Ly, )
i=1 J=1

:z:E:az I (x;)n, I(y )77>H
i=15=1

<Zaiﬂ(ﬂci)n, ijﬂ(yj)n>
Jj=1 H

=(F(f), F9)n

donc on déduit que F' est un isomorphisme isométrique de H, sur H.

En plus pour tout € G nous avons F(§,) =7 et
F o 0p(@)(f) = (X a:P* (L)
= S eIz
i=1
- @)Yz )n)
i=1

=I(z) o F(f)

d’ou, les deux représentations (g,,&,, Hy,) et (IL,n, H) sont isométriquement équivalentes.
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V. NOTION DE P-REPRESENTATIONS ET LEURS LIENS AVEC LES
REPRESENTATIONS NON DEGENEREES DE L5 (G)

Lemme (5-1)
Soient P un opérateur défini de L>°(G) dans L*°(G) continu et H un espace de Hilbert. L’opérateur
P induit de maniere naturelle un opérateur continu qu’on note aussi par P de L*°(G, L (H)) dans
lui méme vérifiant, (P(V)(2)&, 1) g = P(Ve ) (x) ou ¥ € L®(G, Lo (H)) et e p(x) = (V(2)€,1) 4
avec &,m € H.

Preuve
Soient ¥ € L (G, Loo(H)) et x € G considérons application

B, Hx H—C
(& m) — P(Y¢,) ()

B, est une application sesquilinéaire continue. Donc, il existe un unique opérateur continue de H
dans H qu’on note par P(¥)(x) qui vérifie B,(&,n) = (P(¥)(x)&, 1) g -
On définit 'opérateur P comme suit,

P: L®(G, Loo(H)) — L™(G, Lo (H))
v — P(T)

ot (P(¥)(x)¢,n) g = P(Vep)(x). L'opérateur P est C-linéaire tel que || P(¥)|| < || P| Y|, par
suite il est continu.ll
Remarque (5-2)
Si lopérateur P : L>°(G) — L°°(G) est un projecteur alors, opérateur induit de L (G, Lo (H))
dans lui méme est aussi un projecteur.
Définition (5-3)
Soient P un opérateur défini de L!(G) dans L'(G) vérifiant les cings conditions de la définition
(1-2), I : G — Lo (H) une application faiblement continue bornée, ot H est un espace de
Hilbert. On dit que (II, H) est une P-représentation du groupe G dans l’espace de Hilbert H si
les conditions suivantes sont satisfaites,
i) P*(Ly-1 P*I)(y) = () o U(y); Vz,y € G,
i) I(z~1) = (II(x))*; Vo € G,
iii) II(e) = idy.
Remarque (5-4)
En utilisant la propriété i) et iii) de la définition (5-3) on vérifie facilement que P*II = II.
Théoréme (5-5)
Soit (TI, H) une P-représentation de G dans un espace de Hilbert H. Pour toute mesure p € M5(G)
on pose I(p) = [,Il(z)du(x) € Loo(H). L’application p —— II(u) est une représentation de
l’algebre involutive M}}(G) dans H, dont la restriction & LL(G) est non dégénérée.
Réciproquement, toute représentation II non dégénérée de LL(G) est associbe a une P-
représentation et une seule de G.

Preuve
Comme II est faiblement continue bornée, on a pour tout u € M*'(G) I'application

HxH—C
(& n) — B(&m)
o, B(&,n) = [ (I(x)&,n) ; du(z) est sesquilinéaire continue, ce qui permet de définir un opérateur

continu II(1) € Loo(H) qui vérifie (II(u)€, ), = [ (IL(x)€,n) dp(zx). Donc on peut définir une
application C-linéaire continue

:MY(G) — Lo (H)
po— II(p),
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soit la restriction de II a la sous-algebre M 115(6'), montrons que II est une représentation de M Ils(G)
dans H. Soient p,v € ME(G) et §,n € H;

(I v)Em) = (e P)ED)

(TL(2)€, ) gy d(p = P(v)(2)

(TL(xy)€, n) 5 dpu(z)dP(v)(y)

S

(Tey)é.n) g dﬁ<u><y>) dn(x)

T~

(Lo I (W)E ) dﬁw)(y)) du(z)

N

(Lo M)e., P(v) ) du()

<P*(L$*1H)§,nv V> d,LL(:E)

(P* (L2 ID)(y)&, m) g dv(y)dp(z)

(I(2)II(y)€, ) g dv (y)dp()

T~

VS

[ e ) ) ) do)
G

z)(I(v)E), ) g dp()

Il
He g —~d g —~d

—
=
—~ o~

=
~—
=
—~
S
I
~
=
T

Done, (g * v) = I(p)I(v).
Soient p € M}S(G) et &,n € H montrons que (II(x)&,n); = (£, (1*)n) . Nous avons,

(&I )m g = (W )n, &)

((z)n, &) g dp* ()

I
S

—~
~

Iy e, p*
e,

I, ¢ (= Y)du(z)

((z=)n, &) gdp(x)

I
He—a—a—~d—~a—

(&, T(z")n) , dp(z)

(&, 11(z) ) g dpu(2)

(IL(z)&, ) gy dpu()

D’ott on déduit que IT(p*) = (II(x))". Donc, II est une représentation de 'algébre involutive
M }B(G) Par suite, sa restriction & L:(G) est aussi une représentation dans I'espace de Hilbert H.

Montrons que I est non dégénérée sur I’algebre L}, (G). Remarquons d’abord que I1(z) = I1(P(6,))
pour tout élément z € G. En effet, soient £, € H
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< (Hf7 )76$>
= P (I y)(z)
= (P (I)(x)€,m)

= ()&, n)py car P*(II) = IL
Soit € € H tel que pour tout élément f € LL(G) II(f)¢ = 0, montrons que & = 0.

()¢ =0VYf € Lp(G) — H(P(f))§—0VfGL1( )
— (f))§n>H_OerL( et Vne H

<:>/P ()€, 1) dma(s) = 0 Vf € LV (G) et Vg € H

— /P ey (s)dma(s) = 0 Vf € LNG) et ¥y € H
= (P(f):Uem) 11(gyxne(q) =0 Vf € LYG)etVne H

= (/,P"(Uen)) 1 qyxre@ =0 VS € LY(G)etVne H
e P*(Ie,)=0VneH

— P'(Il¢y)(x) =0V e G; Vne H

= (P (x)&,n)y =0Ve e G;Vne H

— (Il(z)§,n)y =0V € G; Vn € H car P*(IT) =1I
— I(z){ =0 Vz € G;

donc, en particulier pour = = e on a II(e){ = 0 or, comme II(e) = idy on déduit que £ = 0.

La réciproque. Soit s € G et soit I I'ensemble des voisinages de s ordonné par la relation
d’ordre opposée a la relation d’inclusion: ¢ < j si i D j.
Pour tout i € I, soit u; une fonction positive de L'(G) nulle dans G — i et d’intégrale 1 [9]. Pour

tout f € L'(G), on a |lu; x f — 85 * f]|, . 0et || f*u; — f*dq|; 0.
Soit H = wvect ((H(f)g)feL}D(G) EGH)' H' est partout dense dans H. Soit la suite (h;);er ou
h; = P(u;) Vi € I. Nous avons ‘ fH —5 0, Vf € LL(G). Comme II est continue

on déduit que

[y ~TP@) ), 095 € LE(@).

Comme la convergence d’une suite d’opérateurs dans L., (H) entraine sa convergence simple nous
déduisons que pour tout

g e H, |mnns - n(Pw,) « Nel| o,
donc la suite (II(h;))ier converge pour la topologie de la conergence simple dans H' vers un
opérateur II(s) dans H' tel que II(s)II(f) = II(P(ds) * f).
Le fait que Hf *« hy — f* ]5(55)H1 — 0, Vf € LL(G) entraine que I(f)II(s) = II(f * P(5s)).
Pour tout f € LL(G) et £ € H on a,

IR ) (A g < (TR 1 oy TC)EN
< ICAEN g

par passage a la limite on a [|[T(s)(TL(f)€) | - < [[TL(f)E] o done [[T(s)l[,

de maniére unique en un opérateur linéaire continu sur H que nous noterons encore I1(s) tel que

< 1.TI(s) se prolonge
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IT(s)ll . (zry < 1. L'application II est bornée. II est faiblement continue.

Comme II(s)II(f) = TI(P(d,) * f), Vf € LL(G) et H' est partout dense dans H on déduit que
H(@) = ZdH

donc, II(s™1) = (II(s))* sur H' et par suite sur H.
Montrons que la représentation de l'algebre Lp(G) vérifie II(f) = [, f(s)I(s)dma(s), Vf €
Lp(G). Comme fxg= [, f(s)P(ds) * gdmg(s) alors nous avons

I(f)I(g) = g)
/ P (P(6,) ) dmas)

/ F($)TL(5)T1(g) dme(s)
- ( Gf(s)H(S)de(S)) I(g)

done, II(f) = [ f(s)I(s)dmea(s).
Pour z,y 6 G, montrons que P* (L, (P*I)) (y) = H(2)II(y). I suffit de montrer que pour tout
[ € L(G) et pour tout £, € H on a (P* (Ly—1 (P*D) (y) (TI()E) ) = (M()II(y) (TI()E) ).

)
(P* (Lys (PTD) (9) (W(NE) 0y = P* (L (P My pye,y ) (0)
(Lo (P Dey) ) W)

* (Lo (P ngpye,q) ()

P(6:) % P(,), HH(f)éw>
T(P(6) * P(3,) * 1)é)
()(P(3,)  )E,m)
() IL(y)II(f)E, m) -

ce qui achéve la démonstration. L’unicité provient du fait que II(s) est défini comme étant la limite
de la suite d’opérateurs (II(h;));cs relativement a la topologie forte.

I
/\/\/\

—~

VI. LIEN ENTRE LES FONCTIONS DE TYPE P-POSITIF ET LES
P-REPRESENTATIONS DE G

Soit P un opérateur de L'(G) dans L'(G) qui vérifie les cings conditions de la définition (1-2).
Théoréme (6-1)
Soit (IT, H) une P-représentation du groupe G dans 'espace de 1'espace de Hilbert H. Alors, pour
tout vecteur £ € H la fonction sur G, a valeurs dans C, définie par p(x) = (II(x)&, £) ; est de type
P-positif. Inversement, si ¢ : G — C est de type P-positif alors il existe un espace de Hilbert H,,
et II, une P-représentation cyclique du groupe G dans H, de vecteur cyclique &, € H,, tel que
o(x) = (HM%)@,&@HW pour tout z € G.

Preuve
L’implication directe. La fonction ¢ est évidemment continue et bornée. P*(p) = ¢ en effet
pour tout € G on a
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Pr(p)(2) = P*(lg.¢) ()
= (PT(I)(2)&; )
= (I(x)¢, &) 5 car P*(II) =1L

Soient z1,...,z, € G et aq,...,a, € C nous avons

Z“izafp*(% ZazZaJ (L e e)(25)

i=1 j=1 i=
- Z‘“Zaﬂ LTzH x])€ £>H
= Zazzaﬂ (z;)¢, §>

H

Donc ¢ est de type P-positif.

Implication réciproque. Soit E, = vect((P*(Lyp))zecq) c’est un espace préhilbertien. Soit
H, le complété de E, et g, : G — GI(H,) 'homomorphisme déja construit dans la section 4.
On peut voir facilement que g, € L*(G, Loo(Hy)). On pose II, = P*(p,). Montrons que II,, est
une P-représentation.

-II, est faiblement continue et bornée.

-Pour tout élément = € G on a I,(z) = 0,(P(d,)) donc I, (e) = 0,(P(d,)). Comme g, est bien
un homomorphisme d’algebre involutif de M ;,(G) dans Loo(Hy) et P(d.) est un élément unité de
Palgebre ML(G) alors I, (e) = 00(P(5e)) = idp,.

-Pour tout élément x € G on a

-Soient z,y € G nous avons P*(L,-1 P*IL,)(y) = P*(L,-1(P*0,))(y). Donc, pour tout &, € H,
on a
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(P*(Los PTL) (W)E,m) = (P (Lar (P 00)) (W)€, M)
=P*<<Lx (P 0u))em) (1)
= P* ((Ly—1 (P (o)) )

(
)+ P(8y), (ep)e.,

I
S
i
—~
(=%}
8

(00 ()8, 1)y, AP (02)(5)dP(5,)(t)

(00(5)(0p(t)€):m) g, AP(02)(5)dP(6y)(t)

]

T

VS
T
T~
—
s}
Y
—~
~
S—
A
-
—~
Us)
€
—~
V2
S—
=
*
3
N
ay
IS
e
—
(=%}
<
S~—
—~
~
=
v
IS8
hUz
—~
(=%
8
N2
—~
Vo)
S—

I I
e B R o a o

()L (y)€. 1)y, AP(82)(5)

(PO (mEN)
I, (f)Hgo ()¢, 77>H

—~
s
A

—~

d’ou
P*(L,-1P*11,)(y) = L, (z),(y)Vz,y € G.

On voit que (Il,, H,) est une P-représentation du groupe dans ’espace de Hilbert H,. Notons par
gga =pet

H{, = vect(Il,(2)8p)zec)-

H{, est un espace de Hilbert stable par II,. En effet, soit H, :DJ- l'orthogonal de H, dans H,. Soit
y(y)é, € HY,. Montrons que I, (2)Il,(y)¢, € H), Vz,y € G. Pourcela, soit n € Hg’j. On a

<H¢,(x)H¢(y)§¢,n>H; = <P*(L$‘1P*HW)(y)§“"’n>H¢
= P*(Ly—(P*((Ip)e,.n))) (v)
= <I:’((5 ) % P(6,), (H¢)€¢7n>

- / ()6 m) g, d(P(5,) % P(3,))(5)
G

7

donc, L, (2)11,(y)§, € H,,. Pour tout élément z € G' on a ¢(x) = (§4, Uy ()Ey) 5.
7

Nous déduisons que (IL,,&,, H(,) est une représentation cyclique du groupe G dans l'espace de
Hilbert H :0 de vecteur cyclique &,.

Lemme (6-2)
Soient (II1,&1,Hy) et (I, &, Hy) deux P-représentations cycliques du groupe G tels que
(€1, I (2)&1) g, = (&2, Ha(7)E2) y, V2 € G. Alors, les P-représentations (Ily, &1, Hy) et (Ilz, &2, Hz)
sont unitairement équivalentes.

Théoréme de l'unicité (6-3)
Soit ¢ € P(G, P). Si (I1,&, H) est une P-représentation cyclique du groupe G dans un espace de
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Hilbert H telle que ¢(z) = ({,1I(z)§); Yo € G alors, (I1, ¢, H) est unitairement équivalente a la
P-représentation (II,, H,, &) du théoréme précédent.

Preyve: En utilisant le lemme (6-2) on déduit facilement le résultat.
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