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Abstract

In this paper, we consider a fluid membrane in suspension in a liquid that is
confined to two parallel plates. We assume that the distance between the two plates
is small enough, when it is compared to the mean roughness of the membrane. In
these conditions, the membrane may be regarded as a closed (or open) fluctuating
curve in the two-dimensional Euclidean space (parallel to the two plates). We first
derive the general curvature equation describing the equilibrium geometrical form
of the one-dimensional membrane. Second, we determine the expression of the force
experienced by the membrane. Such a force may be caused by the liquid flow or by
an eventual interaction between the membrane and the surface of capillaries. To do
calculations, use is made of Differential Geometry of plan curves.

Key words : Confined membranes - Curvature equation - Membrane force - Differ-
ential Geometry.

I. INTRODUCTION

Les membranes biologiques sont d’une importance cruciale pour la vie, car elles séparent la
cellule de son environnement extérieur. Elles séparent aussi les compartiments a l'intérieur de la
cellule, en vue de protéger les importants processus et les éveénements spécifiques.

La conception que les membranes biologiques se présentent comme une bicouche lipidique composée
de deux feuillets est, maintenant, largement reconnu par la communauté scientifique. Ces feuillets
ou monocouches sont formés de molécules amphiphiles possédant des tétes polaires hydrophiles
pointant & l'extérieur et des chaines d’acide gras formant le coeur de la bicouche.

La majorité des molécules de lipide sont les phospholipides [1 — 3], qui ont des tétes polaires et
des queues d’hydrocarbure non polaires. La téte polaire est liée par un glycérole a deux queues
d’acide gras. L’une des deux chaines est une chaine d’acide gras linéaire. Alors que I'autre possede
une queue frisée, a cause de la double liaison cis. De telle queue frisée influence le regroupement
compact des molécules de lipide, ainsi que leur mouvement latéral. Ces molécules s’associent pour
former les deux feuillets de la bicouche lipidique de la membrane.

La température du milieu aqueux entourant la membrane peut avoir aussi un certain effet sur
I’assemblage des hydrocarbures. Il a été observé qu’a basse température, la bicouche est dans la
phase gel (bicouche fortement compacte). En effet, dans ce cas, la diffusion latérale est gelée, et la
structure solide est assurée par les interactions mutuelles attractives entre chaines d’hydrocarbure.
A haute température, en revanche, la bicouche est plutot a I’état fondu (sol), et alors, les molécules
lipidiques effectuent des mouvements latéral et de rotation. Naturellement, la transition sol-gel
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dépend des détails chimiques de la bicouche.

La membrane incorpore aussi un autre lipide qui est le cholestérol [1 —3]. La fraction des molécules
du cholestérol varie avec la nature de la membrane. Par exemple, les membranes plasmiques con-
tiennent essentiellement un cholestérol par molécule de phospholipide. Mais d’autres membranes,
comme celles protégeant les bactéries, sont exemptées de cholestérol. Les molécules de lipide ont
une structure de stéroide, et se présentent comme une région polaire liée a une queue d’hydrocarbure
non polaire. A l'intérieur de la membrane, les molécules du cholestérol ont la méme orientation
que les phospholipides. Les cholestérols possédent plusieurs fonctions dans la membrane. Par
exemple, ils conferent a la membrane sa rigidité et sa stabilité, et empéchent la cristallisation des
hydrocarbures.

Les biomembranes contiennent également des glycolipides (sucres). Ce sont des molécules de lipide
qui s’agréegent dans la membranes sous forme de microdomaines, et peuvent étre protectives et
isolantes. Certains types de molécules sont terminés par des sphingolipides, comme le choléra et
le tétanos de toxine. Les sphingolipides et les cholestérols favorisent ’agrégation des protéines en
microdomaines appelés ”rafts”. En fait, ces rafts jouent un role de plate-forme pour I’attachement
des protéines, lorsque les membranes se déplacent autour de la cellule et aussi durant la trans-
duction des signaux. (Pour plus d’information & propos des rafts, le lecteur peut consulter les
références [4] et [5]).

Les protéines (longues macromolécules) constituent d’autres composantes des membranes cel-
lulaires. Les protéines transmembranaires sont amphiphiliques et formées par des régions hy-
drophiliques et hydrophobiques ayant la méme orientation que les autres molécules de lipide. Ces
mémes protéines sont aussi appelées ”protéines intégrales” [6]. Leur fonction est de transporter
des substances a travers la membrane, comme les ions et les macromolécules. D’autres types de
protéines existent aussi, qui sont attachées (greffées) a la surface de cytoplasme par des chaines
d’acide gras ou a la surface de la cellule par des oligosaccharides. Ces protéines sont appelées
”protéines périphériques”. Elles possedent plusieurs fonctions. Particulierement, elles protegent la
surface de la membrane, régularisent la signalétique cellulaire et participent dans d’autres impor-
tants évenements cellulaires [6].

Souvent, les membranes sont confinées dans des volume finis (capillaires sanguins). Ce confinement
n’influe sur leur comportement mécanique ou sur leur forme géométrique d’équilibre que si la taille
typique du systéme est bien inférieure a la rugosité moyenne de la membrane (a trois dimensions).
Pour étudier la forme d’équilibre des membranes confinées, nous supposons que celles-ci sont con-
tenues entre deux plaques paralleles tres rapprochées I'une de 'autre. Nous nous ramenons donc a
létude de la forme d’équilibre des membranes & une dimension. Ce sont des courbes fermées (ou
ouvertes) qui fluctuent autour d’une courbe d’équilibre. Nous considérerons le cas le plus général
ou la courbe décrivant la membrane peut avoir éventuellement plusieurs poignets (petites courbes
touchant la courbe hote). Le but est de déterminer 1’équation de courbure générale des membranes
a une dimension, et aussi la force membranaire. Cette derniére peut provenir de I’écoulement du
liquide support ou d’une interaction avec les parois des capillaires sanguins. L’outil pour cela est
la Géométrie Différentielle des courbes dans un espace & deux dimensions (parallele aux plaques).
Le reste de la présentation est organisé comme suit. Nous écrivons, en Sec. 2, I’équivalent du
Hamiltonien de Cahnam-Helfrich [7, 8], pour les membranes unidimensionnelles. En Sec. 3, nous
présentons les calculs détaillés aboutissant & I’équation de courbure générale et a ’expression de
la force membranaire. Enfin, nous retragons nos conclusions dans la derniére section.

II. HAMITONIEN DU SYSTEME

Nous considérons une membrane unidimensionnelle, qui se présente comme une courbe fermée
(ou ouverte) dans un espace & deux dimensions, notée I'. Nous désignons par s ’abscisse curviligne,
et par ¢ (s) la courbure au point considéré.

Le Hamitonien proposé est la fonctionnelle de la courbure ¢ suivante

Ho [c] = gA(C—Co)2dS+KG/CdS, (1)

r

ol k et kg sont, respectivement, les constantes de rigidité de courbure et Gaussienne. Dans cette
expression, apparalt la courbure spontanée, ¢y, qui est présente chaque fois que la membrane
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présente une asymétrie et tend & se courber préférentiellement dans un sens donné. Son origine
physique peut étre, par exemple, une différence de composition chimique entre les deux feuillets de
la bicouche. La rigidité x exprime la difficulté a courber la membrane dans un sens ou dans l'autre.
Pour des bicouches simples,  est de lordre de 20 kgT'. La constante de courbure Gaussienne kg
controle le changement de géométrie. Tous ces parametres x, kg et cg sont la trace de la structure
moléculaire de la membrane. Les quantités x et cg peuvent étre mesurées en étudiant le spectre
de fluctuations de la membrane [5].

Nous faisons remarquer que la deuxieéme intégrale est 'invariant topologique

/ cds = 2mg (2)
r

ou g est le genre topologique (nombre de courbes touchant la courbe principale I'). Le résultat
précédent est une version du fameux théoreme de Gauss-Bonnet, connu en Géométrie Différentielle.
Généralement, le Hamiltonien prend la forme suivante

Hild = /F Fels))ds . 3)

Ici, F (¢ (s)) est une fonction de la courbure, de forme arbitraire. Donc, le Hamiltonien précédent,
Ho [¢], ne présente qu'un cas particulier du Hamiltonien le plus général, qui tient compte de tous
les détails de la bicouche membranaire (protéines, inclusions...).

III. EQUATION DE COURBURE
A. Relations de base

Soit ' une courbe fermée, et soit M un point choisi arbitrairement sur cette courbe. Ce point

A — o - —
est repéré par le rayon vecteur 7 (s). Nous désignons par ¢ et 7, les vecteurs tangent et normal
de la courbe au point considéré. Nous avons les définitions élémentaires

— 47
- 4
T @)
.
dd%:fcﬁ. (5)

La premiere relation définit le vecteur tangent et la deuxieme la courbure. Ici, on convient d’orienter
le vecteur normal vers 'extérieur.
Notons également la relation utile

dn

—

—

Une telle relation s’obtient en partant du fait que d (? n) /ds = 0, puisque

TR =0 (orthogo-
nalité), et utilisant ensuite ’égalité (5).

Il sera commode d’introduire une certaine paramétrisation de la courbe, a ’aide d’un parametre
continu & appartenant & un intervalle [a,b] de la droite réel R. Nous avons, manifestement,
— —

7 (a) = 7 (b). Posons

ds® = gd¢? | (7)
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est la métrique. Ici, d 7 /d¢ est le vecteur tangent & la courbe au point considéré.
Nous avons la relation également utile

dz? d23—>

De cette derniere relation, nous déduisons

3 @]

Comme
s 1 &7 a7 -
g /g d&§* " dg
alors l'on a
oL [(W)“(ﬁd?ﬂ | 12)
9> |\ d&? g\ d§* d¢
Posons
— -
?:‘2—2, ?:ddz; . (13)
D’otu la formule utile
gzﬁ%Jﬁ—éaﬁjﬂ, (14)
ou nous avons utilisé
g="1". (15)

.. N . . . — fe s —
La quantité ¢ apparait donc comme une fonction de la variable dynamique = et de sa dérivée x .

. . . s e s . — —
Nous aurons besoin d’expliciter les dérivées de ¢ par rapport aux variables x" et a’. Le calcul
donne

Oc c — 1 d?s_,
%:—éﬁ. (17)
ox

B. Equation de courbure

Nous considérons 1’énergie de courbure la plus générale, définie par la relation (3). Dans cette
définition, I'intégrale s’étend sur une courbe fermée I' ayant les bonnes propriétés mathématiques,
et ol ds est I’élément d’arc et F (¢) une fonction quelconque de la courbure c.

Reconsidérons 'intégrale (3), que nous exprimons comme une intégrale usuelle sur la variable &

mM=/%@@Vwm- (18)
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Nous supposons que toutes les courbes possibles partent et arrivent a un méme point fixé dans
Pespace (courbes fermées). Le passage d’une courbe donnée & une courbe voisine est accompagné
du changement suivant de la courbure

¢ — c+éc, (19)
avec
5cfﬁ5x ﬁéx. (20)
83: ax

Donc, la fonction F (c¢) se transforme comme

oF

Fle) — .7-"(c+6c):]-'(c)+§

oc (21)

avec dc la variation définie par I’égalité (20). D’un autre c6té, la racine carrée /g se transforme
comme

Le produit \/gF (c) se transforme alors comme suit

VIF () — VIF (@) +F (0 0F ( oc

‘6?+‘/§E .07 + 806:c>. (23)

-
x
V9

La variation de l'intégrale (18) est alors

6H1[c]:/abd§{< ()f+f%faac> 5T (\fa]: 86) ?}. (24)

Apres une intégration par parties de I'intégrale relative & 5T =d (6) /d¢, nous obtenons
b —
T OF Oc d OF Oc _
) = déS F(c) — —_—— - = ST . 25
il = a7 T vt g - e (Vi o ) 47 (25)
Nous avons supposé que la variation §7° _Eie la variable dynamique 7 s’annule aux bords de
I'intégrale, c’est-a-dire §@ (a) = 6@ (b) = 0. Notons que

A7 d _,
5T 5(d€>:d£5r. (26)

Par intégration par parties, avec ’hypothese 6 7 (a) = 57 (b) = 6), nous trouvons
OF Oc OF Oc N
il = [ {ro 2 Vi e (i) aTe . e
Ce qui donne comme dérivée fonctionnelle
IH1 [] d OF Oc d OF Oc
57 (€) df{f()\f f@c@x f@cax (28)

La dérivée fonctionnelle par rapport & 7 (s) s’obtient & partir de la relation précédente en
divisant par /g, et I'on a la formule générale

5Hy [c] 1d{f £ OF Oc d( Wac)}, (29)

7 e TG V% o7 e \Vae oz
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Un certain calcul donne

I d [ (0 0P\ T s 4 (0F o
5T (s) ds{(f(c) 2Cac)t ds(@c n)} (30)
Notons que
d (0F_\ d (0F\_ OFdw
d(a”)—d<a>”+ad (31)

Par suite, nous obtenons la formule définitive

ol OF (05|
5T (s) cFle)=c dc ds2\oc)| " (82)
La force membranaire résultante est alors donnée par
—  OH[] [d* [(OF 5 OF —
fi= 5T (s) [dSQ dc te dc Fle)|m (33)

Cette formule suggere que la force est dirigée suivant la direction normale a la courbe, et qu’elle
est indépendante de la paramétrisation choisie.
A Téquilibre, cette force doit étre nulle, et I'on a

2 (OF\ ,OF

qui est I’équation de courbure désirée. Celle-ci renseigne sur la forme d’équilibre de la vésicule.
Elle est de second ordre par rapport a ’abscisse curviligne s. Cette méme équation suggere que la
forme d’équilibre de la membrane dépend, naturellement, de la forme de la densité d’énergie libre
F, et donc de la nature du systeme et de son environnement.
Comme illustration, nous essayons d’appliquer 1’équation précédente a 1’énergie libre de courbure
de Canham-Helfrich (1), avec la densité d’énergie F (]) = (k/€) (] — |,)€ 4 Kg], ot K et kg sont
les constante de rigidité de courbure et Gaussienne, et ¢y la courbure spontanée. Dans ce cas,
I’équation d’équilibre devient
d*c

2@4—0(02—03)20. (35)
Une telle équation différentielle se résout aisément par la méthode de portrait de phase.
Pour des membranes a courbure constante, 1’équation différentielle précédente suggere que ¢ = 0
ou ¢ = ¢g. Puisque la membrane est fermée, la seule solution acceptable est ¢ = ¢g, et donc la
courbe d’équilibre est nécessairement un cercle, de rayon R = ¢y L

IV. FORCE MEMBRANAIRE

Cette force est une somme de plusieurs contributions. La premiere est celle calculée
précédemment, relation (33).
Une autre provient de la contrainte que la longueur de la membrane est constante. Cela nécessite
alors 'introduction d’un multiplicateur de Lagrange. L’énergie libre associée est

Hald = / C(s)ds , (36)

ou ( (s) est une fonction du parametre d’arc s. Cette intégrale peut se réécrire comme
b
Hald = [ ¢(s() vade (37)
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— . .
avec g = ' 2. La variation de Hs est alors

b
d =\
§Hs [c /g —6wd§——/d—£(c(§)t).6rd§. (38)
Donc,
(57‘(2 [C] o d -\ _ _ag
g = (COT) = —FT + (Va7 (39)
ot nous avons utilisé la relation (5). Par division par /g, I'on obtient
(57‘(2 [C] - _%—> —
57 (5)  ds t +cC(s)m (40)
La contribution a la force est alors
- _  OHa[d _d(— _
fo= 57(3)_dst cC(s)m, (41)

qui est bien indépendante de la paramétrisation.

Une troisieme force peut découler d’une interaction de la membrane avec un potentiel extérieur,
développé, par exemple, par une surface (parois des vaisseaux sanguins...).

La fonctionnelle énergie libre correspondante est

d :/FW(T (s)) ds . (42)

N — . - 7 7 . . 7
ou W (7) est le potentiel extérieur. Nous réécrivons cette intégrale comme

/ W (T (€)) Vgde . (43)

La quantité /g se transforme conformément au schéma (23), et le potentiel W comme

| /. W—I—W.ér({“) . (44)
Le produit \/gW se transforme comme
ow wWdr _[(d7
La variation de Hs [c] est alors donnée par
b ow Wdr _[(d7T
mold= [ Vg o+ 5o (G ) e 1o

ou encore, apres intégration par parties du deuxieme terme,

mit= [ (ol (5 aron. o

Donc,
SHald oW d (WdT
7o VT <\/§ 0 ) (48)
57‘{3 [C] - oW _ i
7o~ VigrE & (V) (49)
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Notons que

aw dr oW ow  —
€ Eore Ver@ o0
et écrivons
ow ow =\ — ow _>> N
— = — )t + — . 51
@ =ove )T v oy
Nous trouvons, en définitive,
(57‘[3 [C] o ow —\ —
Ce qui donne comme force
s __(57'[3[0}__ ow )\ —
Fom g = (Ve grg ) 7 (58)

Il s’agit d’une force qui est portée suivant la direction normale a la courbe, et est indépendante de
la paramétrisation choisie.

Si, maintenant, la quantité d’intérét est la somme des énergies (par unité de longueur) H; [¢] +
Hs [c] + Hs [c], alors la force en résultant est

—

F=TFi+ fn, (54)

avec les composantes tangentielle et normale

715 = %? 9 (55)
fn_LM(ac)—FCQaC—CF(C)—<CW+8?(S)-”>—CC(5)_Z)]”7 (56)

N . , . . . —
ou nous avons rajouté la contribution de la surpression —pm, avec p = Peyt — Pint-

V. CONCLUSION

Dans ce papier, nous avons considéré des membranes fermées confinées entre deux plaques par-
alleles contenant le liquide support, qui sont séparées par une distance tres faible, en comparaison
avec la rugosité moyenne de la membrane (& trois dimensions). Dans ces conditions, 'on peut
regarder la membrane comme une courbe fermée (ou ouverte) dans un espace a deux dimensions.
Ces membranes unidimensionnelles (un seul parametre pour les caractériser) sont fluctuantes, a
cause de la diffusion Brownienne des molécules du liquide dans lequel baigne la membrane.
L’objectif du présent travail était double. D’abord, nous avons dérivée 1’équation de courbure
générale des membranes unidimensionnelles, pour toute situation physique. Pour cela, nous avons
fait usage de I'arsenal de la Géométrie Différentielle des courbes planes. Aussi, nous avons calculé
la force membranaire, qui peut avoir comme origine 1’écoulement du liquide support ou une inter-
action de la membrane avec les parois des vaisseaux sanguins (le cas des globules blancs) [9].
Enfin, nous signalons que ce travail constituerait un bon départ pour ’étude du mouvement des
vésicules tubulaires (liposomes) dans le sang. En effet, si ces vésicules sont suffisamment longues,
pour leur étude, il est suffisant de considérer une seule section perpendiculaire, qui est une courbe
plane fermée (fluctuante).
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