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I. INTRODUCTION

La notion de variété polarisée joue un role important role dans la quantification géométrique de
Kostant-Souriau, voir par exemple!®'8. Des propriétés imortantes sont données par A. Weinstein, P.
Dazord, J.M. Morvan, P. Molino et P. Libermann.

Rappelons que l'une des motivations principales qui ont conduit a lintroduction des structures
k-symplectiques, en tant qu’extension de la géométrie de polarisation® est de proposer un support
géométrique des équations de Nambu'4, par analogie avec le formalisme hamiltonien classique qui se
dégage de la géométrie symplectique. Des propriétés d’une structures de Poisson polarisée subordonnée a
une variété k—symplectique ont conduit a introduire la notion de structure de Poisson polarisée vectorielle.

Une structure k—symplectique constutue une géométrie dans laquelle cohabite des 2-formes
différentielles 0, ..., 0%, telle que 'application hamiltonienne H est & valeurs dans R”, et dont les com-
posantes sont reliés avec le systéme hamiltonien Xy par :

i(Xp)0P = —dHP, p=1,..k

afin de retrouver les équations de Nambu-Hamilton tout en présevant 1’aspect spécifique de la géométrie
symplectique classique.

Une structure k—symplectique sur une variété de dimension n (k + 1), munie d’un feuilletage § de
codimension n, est un (k + 1)—uplet (8',...,6%; E) dans lequel #',... 0% forment un systéme non
dégénéré s’annulant sur les champs tangents aux feuilles, ou F est le sous fibré de TM défini par §.
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Le théoréeme de Darboux généralisé montre que tout point zq de M possede un voisinage ouvert de
coordonnées locales (z,y")1<p<k.1<i<n tel que les formes différentielles 67 soient représentées dans U
par

U > dal Ady'
=1

et le sous-fibré E soit défini par les équations dy! = ... = dy™ = 0.
Depuis son introduction en 19842, la géométrie k—symplectique a connu beaucoup de
développements3,4,9), comme elle a joué le support de la quantification géométrique de Kostant-Souriau-

Putal!® et elle fut utilisée dans les travaux de M. de Léon®, Michael McLean et L.K. Norris'®, P.R.
Rodriguez'?, Angel Rey Roca et Modesto Salgado et 1.V. Kanachikov®.

Dans un ouvert U de M muni d’un systéme de coordonnées locales adaptées (z¥,y")1<p<k 1<i<n , les
composantes H? de H et Xy s’écrivent respectivement :

H? = ij(yl,...7y")m§ + .y,
j=1

Cette forme est restrictive dans le sens ou ces applications sont localement affines sur les feuilles et par
conséquant, elles ne remplissent pas ’espace C'*° (M , Rk) ; on peut se demander si les hamiltoniens, qu’on
rencontre dans la mécanique classique, rentrent dans ce context?

L’objet de ce travail est de mettre en évidence des applications hamiltoniennes qui ne sont pas lo-
calement affines sur les feuilles de § et de montrer que les hamiltoniens connus en mécanique classique
trouvent leurs places dans le cadre des variétés de Poisson polarisées vectorielles

II. VARIETES POLARISEES

Soit M une variété différentiable de dimension p + ¢ muni d’un feuilletage § de codimension ¢q. Le sous
fibré de T'M défini par les vecteurs tangents aux feuilles de § sera désigné par E, I’ensemble des sections
du M—fibré TM — M (resp. E — M) sera désigné par X(91) (resp. ' (E))

Soit M une variété polarisée, c’est & dire que M est de dimension paire 2n munie du couple (6, E') dans
lequel, 6 est une 2-forme différentielle fermée non dégénérée, et E est un sous-fibré intégrable de T M de
codimension n s’annulant sur les champs tangents aux feuilles:

0(X,Y)=0,YX,Y €T (E).

Le théoreme de Darboux montre que, pour tout z de M, il existe un voisinage ouvert de x et un
systeme de coordonnées locales (21, ..., 2", y!, ..., y™) tel que

0 = idaxi A dyt
=1

et le sous fibré E est défini par les équations:

Une fonction f de classe C* sur M est dite basique pour le feuilletage § si Y (f) = 0, pour tout
Yel'(F).
L’anneau des fonctions basiques est noté B (9, F) .

Proposition 1 Soit f une fonction de C™ (M) . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est basique.

2. f est constante sur chaque feuille de §.
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3. Dans un systéme de coordonnées locales adaptées (x',...,x™ y', ...,y"), f ne dépend que des vari-
ables (y*,...,y™).

Un systéme hamiltonien X de la structure symplectique 6, est dit polarisé s’il est en plus feuilleté c’est
a dire :

[X,Y] eI'(E) pour tout Y € T'(E).
L’application hamiltonienne H et le systeme hamiltonien associé X sont liés par la relation :
1(Xy)0 =—dH.

L’ensemble des applications hamiltoniennes est noté $ (M, F) .
Les applications hamiltonniennes polarisées de (0, E) s’écrivent :

H = Zai(yl, ...7y”)aﬁi + b(yl, RTIOR
i=1

ou ay, ..., a, et b sont des fonctions basiques pour le feuilletage §.

Remarque II.1 L’espace $ (M,F) est strictement inclus dans C*° (M) : les applications hamiltonni-
ennes polarisées de (0, E) sont "linéaires” par rapport aux coordonnées (a:l, e x")

III. VARIETES DE POISSON POLARISEES VECTORIELLES

Soit V l'espace vectoriel réel R¥, soit (e,); ., ., la base canonique de V et (w"),_,_, sabase duale.

Soient (M, §) une variété feuilletée de dimension m munie d’un feuilletage § de dimension p, (M, §)
le sous B (M, §F)-module de C*° (M, V) et On dénote par

MMV =AM (M)V

I’espace des 1-formes différentielle sur M a valeurs dans V.
On dénote par EY, 'annulateur du sous fibré E dans Ay (M, V), c’est & dire, Pespace des 1-formes a
valeurs dans V' s’annulant sur les champs tangents aux feuilles de §.

Définition III.1 On appelle structure de Poisson polarisée vectorielle sur M un couple (9 (M,F),P)
dans lequel

P:Ay (M, V) x Ay (M, V) — C®(M,V)

0 P
est une application C* (M)-bilinéaire antisymétrique telle que:

1. P(a, B3) = 0 pour tous «, 3 € EY,.

2. pour tous H/ K € (M, §),P(dH,dK) ={H,K};

3. la correspondance (H,K) — {H,K} de H(M,F) x H (M, F) a H(M,F) confere a $H(M,F) une
structure d’algébre de Lie;

4. a tout élément H € (M, F) est associé un champ de vecteurs Xy tel que
(dK, Xp) ={H,K}.
pour tout K € 9 (M,F) .

P sera appelé le tenseur de Poisson polarisé.
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Dans un voisinage ouvert U de M muni d’un systeme de coordonnées locales (331, ezl oyt yq), le
tenseur P s’écrit sous la forme :

_ AWT l s
P =4 <(8xi®w>/\(8xj®w)>®er (3.1)
1Jr ! s
+B: ((8;& ®w> A <8yj duw )) K e

avec Agr =Pr (dxi ® e, drd ® es) ,Bligr =P (dxi ® e, dy! ® es) et P" sont les composantes de P.
De l'identité de Jacobi du crochet de Lie {,} on trouve

DALY lev DAL cmu aA’b’cr lav
3;;111 Arw - 6yuﬂ€ Bwr + 3g;lw Aru

aAbL‘r 6ALar b aALLL‘I b
) i BZTU + a;flu A'r’vv - (’)ylwﬂrzj Bv:"nv =0 (3 2)
0AL. nplcv BBZ?T ber 9By Albu 9By pbmu _ ’
le: Brw + aymu Bur - WATU + W‘Bm‘ =0
OB b OBLYT »lb
uv A v uw B - 0
ox! TV Ozl rv

IV. VARIETES DE POISSON POLARISEES VECTORIELLES MODELES

On sait que les applications hamiltonniennes polarisées de (6, E) sont ”linéaires” par rapport aux
coordonnées (ml, - x") ; elles ont la fome restrictive suivantes

n

H=> ai(y",.y™)z" +by", ... y"),

=1

ou ai, ..., a, et b sont des fonctions basiques pour le feuilletage J.

On se propose ici de mettre en évidence des applications plus générales.

On considere I'espace modele M = R™ = RP x R? muni du feuilletage modele § défini par les équations
dy' =...=dy? =0, on (wi7yj), aveci=1,...,pet j=1,...,q, sont les coordonnées cartésiennes.

Soit ($H(M,F),JP) une structure de Poisson polarisée vectorielle sur M ou (M, F) est un sous B(M, F)-
module de C*°( M), avec le tenseur P est défini par (3.1) et H (M, F) est un sous module de C*® (M, V)
sur 'anneau B (9, §) des fonctions basiques.

Nous donnons ici des exemples de structures de Poisson polarisées vectorielles sur M élargissant
I’espaces des applications hamiltoniennes subordonnées aux structures k—symplectiques.

1. Soit $ (M, F) le sous B (M, F) —module de C* (M,V) engendré par ej...,e,. Dans ce cas,
HMF) =B (M, F) X...xB (M, F) (k fois) et pour tout bivecteur de Poisson polarisé P, I'algebre
de Lie associée est abélienne.

2. Pour k = 2, on considere le sous 9B (MM, §) —module H (M, F) de C*>° (M, V) engendré par les appli-

cations :

X (z,y)—aley I=1,...,p).

X9 (z,y) — a'adey (i,5=1,...,p)

et par les vecteurs e, es. Les composantes H! et H? de chaque élément H de $) (M, ) prennent
les formes suivantes :

H'=3 fily',....y0)z" +g' (', .,99) (i=1,....p)

‘MEEM“

H? = 3 fi(y',. . yD)ata? + g%y y9) (5 =1,...,p)

4 1

J

ou fi7fij7gl792 S %(mag) .
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3. Supposons que p = mk. On dénote par (z,y) = (xm,yl,...,yq)1<a<m 1<p<p, les coordonnées
Cartésiennes de M. Soit $ (M, F) le sous B (9, §) —module de C* (M, V) engendré par les appli-
cations

k
X% (x,y) — meer (a=1,...,m)
r=1
et par les vecteurs ey, ..., ex. Les composantes H" de chaque élément H de $) (M, F) s’écrivent sous
la forme :
Zfa sy g (Y (=1, k).

ou fq, 9" € B (M, 3F).

4. Dans les notations ci-dessus, nous considérons le sous B (9, §) —module de C* (M, V), H (M, 5) ,
engendré par les applications

X (z,y) |—>me e, (a,b=1,...,m)

et par les vecteurs ey, .. ., ex. Les composantes H" de chaque élément H de $) (M, F) s’écrivent sous
la forme :

=3 fays ey R V(Y y) (r =1 k).

a,b=1

ou fap, 9" € B (M, 5F).

5. Dans les notations ci-dessus, nous considérons le sous B (9, F) —module H (M,F) de C>* (M, V)
engendré par les applications

k
X% (x,y) — meer (a=1,...,m)
r=1
X (z,y) r—»me e, (a,b=1,...,m)

et par les vecteurs ey, ..., ex. Les composantes H” de chaque élément H de $) (M, §) s’écrivent sous
la forme :

m m

H' =" fahs o y™a™ + > falys o ymaa™ + 07y y™),
a=1 a,b=1

ou(r=1,...,k) et fo, fap, 9" € B(M,F).

V. HAMILTONIENS CLASSIQUES ET VARIETES DE POISSON POLARISEES

L’objet de cette partie est de mettre dans le cadre des structures de Poisson polarisées, les équations de
mouvement de la mécanique classique a partir du hamiltonien du systeme étudié dans ’espace de phase.

Le systeme décrit une trajectoire dans I'espace R?® = R” x R™ qui est muni du feuilletage § de
dimension n défini par les équations dy' = ... = dy™ = 0, ou (2%, y*), avec i,j = 1,...,n, est le systéme
de coordonnées cartésiennes de R?".
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Soit (,FJ(RQ”,S),‘B) une structure de Poisson polarisée vectorielle sur R?" ot §(R?",F) est un sous
B(R2", F)-module de C>°( R?"), avec le tenseur P est défini par la formule (3.1).
Les équations de Hamilton dans ’espace de phase R2" sont données par:

dz* _  8H
¢t~ Qy?’

dy' _ OH.
dt — Ozt

pour tout 1 < < n.
Par un choix convenable de générateurs de $(R?",F), on retrouve les applications hamiltonniennes
connues en mécanique classique.

Exemples V.1 1. On considére le sous B(R®", F)-module de C>=( R°"), H(R",F), engendré par les
applications :

et par 1.
Pour tout H € H(R®™,F), on a :

3n
n i\ 2 n
H= Zfi(ylv"'ayg )(JC) +k(yla"'ayg )7
i=1
ou f; , k€ %(RGn,S).
En particulier, pour
1
(a1 3ny _ 1 3ny _
fily' o y™™) o, k(y s, y™) =V(y)

ot V : R3 — R est la fonction d’énergie potentiel, on retrouve l’hamiltonien d’un systéme de n
particules se mouvant dans un champ potentiel V! :

o ()
H= Z + V(y).

o 2Mi

En particulier pour n = 1, on retrouve l’hamiltonien d’une particule de masse m dans un champ
potentiel V

m=Y ) v

2m
=1

2. On prend pour générateurs du sous B(R*",F)-module de C>(R?"), H(R?*",F), les applications
Xt (x,y) — (mi)Q, pouri=1,...,n

et 1.
On a pour tout H € H(R*" ),

2

H = Zfi(yl, e ™) (xl) + k(yl7 RSTLOR
i=1

ot fi , k € BR™,3).
i) Pour fi(y) = 3 et
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on retrouve le modeéle de Calogero-Moser'?, c’est un systéme de n particules identiques se mouvant
sur une ligne et dont ’hamiltonien s’écrit comme suit :

n

(@) P 1
H=2 "5 4% 2 Gyp

i=1 i j=15iA]

ot g est la constante de couplage.
ii) Pour f;(y) =1 et

n 2 n n
(') 42 1 w? 2
H= g = , — E ‘
273 T Z_ijl(yz_yg)z e ()
1#]
d’un oscilateur libre décrit par [’équation
Y () o
e +w?Y(t) =0.
Cas particulier. Pourn =1 on a
2 Ww?
H="5+5v

c’est Uhamiltonien d’un oscilateur harmonique.
3. Pourn = 2, on considére H(R*, F), le sous B(R4, F)-module de O ( R*) engendré par Les fonctions:

X (x,y) — (xi)z, 1=1,2.

et par 1.
Pour tout H € H(R*,F),

2 2
H=fily"y%) (") + 20", 07) (2%)" + k¥, v),

ot fia ke %(R47%)

En particulier, et selon un choix convenable de fonctions basiques, on a :

i) Pour

1
fi(yl,y2) = 57 1= 132
et

k(y',y?) = % (A ) +B (y2)2) U Ry (T b

ou A, B et A sont des constantes, on retrouve I’hamiltonien
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Le systeme hamiltonien associé a H est

dy’ 1

T, =T

ay” 2

i, —

ddwt :2$1$27Ay1

G =) A - By

s’appelle systéme de Hénon-Heiles qui est intégrable pour A = B et A = 1.

ii) Pour
fily* .- 1,2
yhy?) = 2i=1
et
1 1 1 1 1
Ky y?) = gm (") + 502 )"+ 1 Wh"'+ 108 )"+ 504 W ()"

ol aG1,...,aq Sont des constantes de R, on retrouve le systeme généralisé de Yang-Mills associé au
hamiltonien'©

1 2 1 2

5( )+2a1( )+§a2(y2)

1 1 4 1 2 2
0 e )+ L ) 0

Le systéme est intégrable dans les trois cas :
1. a; = ag, a3:a4:1;
2. a1 = aog, a3 =1, a4 =3;
3. alz%, a3=16, a4:6.
4. Soit (RQ,S) la variété feuilletée munie du systéme de coordonnées cartésiennes (x,y) et du feuil-

letage de codimension 1 défini par dy = 0 et H(R2 F) est le sous B(R?,F)-module de C>°( R?)
engendré par la fonction

X :(z,y) — 22

et par 1.
Pour tout H € H(R?,F), on a :

H = f(y)z* + h(y).
avec f, h € B(R*,F).

Pour f(y) = % et h(y) = —wd cosy, on retrouve l’hamiltonien”
2
x
H= -5~ wi cosy

d’un pendule qui est décrit par ’équation du mouvement

d?y(t)
i

+ wi siny = 0.
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