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Abstract

L’un des objectifs de ce papier consiste a ramener la théorie-M, considérée comme la
limite des cinq différentes théories des supercordes, & une théorie & 3 + 1 dimensions et
avec un nombre de supercharges minimal. Nous montrons que ce modele ne se réalise
qu’a travers I'introduction d’une variété trés spéciale d’holonomie G2. Par la suite, nous
procédons & ’étude des modeles résultants de la compactification de la théorie-M sur
cette variété dans ses deux cas: régulier et singulier.
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I. INTRODUCTION

L’ultime but de la physique des hautes énergies
est de fournir une théorie unique qui décrive
I'univers dans son ensemble*. Cette quéte fut
lancée dans les années 1960 sous 'impulsion des
physiciens Glashow, Salam et Weinberg. Ces trois
chercheurs sont parvenus & unifier les deux interac-
tions faible et électromagnétique en faisant appel
a des symétries internes. Des lors, cette théorie fut
connue sous le nom de ”théorie électrofaible”. Par-
allelement & cette derniere, le ”Modele Standard”
est apparu pour tenter d’expliquer et d’ordonner la
grande quantité de particules découvertes. Toute-
fois, vers les années soixante dix, cette branche
de la physique a pu décrire, dans ce qu’on ap-
pelle la théorie de la grande unification, les trois
forces électromagnétique, faible et forte. Mais
malgré son succes remarquable, le Modele Stan-
dard demeure insatisfaisant puisqu’il n’inclut pas
la gravité. Ainsi dans le but de faire face a cet ob-
stacle, d’autres modeles ont été développés parmi
eux la théorie des cordes.

* GNPHE Publication 2004, e-mail: ajmp@fsr.ac.ma

Le postulat de base de la théorie des cordes consiste
a représenter la particule non pas par un point,
mais plutét par une corde dotée d’une longueur
tres petite!*2. Celle-ci balaye un chemin qui est
une surface bidimensionnelle conforme.

La théorie des cordes la plus simple, est celle des
cordes bosoniques qui semble n’étre valable que si
I’espace-temps possede 26 dimensions au lieu de
nos quatre habituelles! En plus de sa dimension
critique, cette théorie n’est pas consistante en rai-
son de quelques lacunes qu’elles présentent (voir
section IT). Afin d’y remédier, la théorie des su-
percordes ou des cordes supersymétriques fut in-
troduite. Cette derniere est censée constituer un
jour le meilleur espoir de développer une ”théorie
du tout” fondamentale, surtout qu’elle contient
dans son spectre une particule identifiée au gravi-
ton (médiateur des interactions gravitationnelles).
Selon cette théorie, il existe cing types de super-
cordes & dix dimensions deux de supersymétrie
N = 2 et trois autres ayant une supersymétrie
N = 13. Quoiqu’elles vivent dans un espace-temps
dont la dimension est inférieure & 26, celle-ci reste
treés supérieure & nos quatre dimensions réelles.
Heureusement, le procédé de compactification qui
prend sa source des anciens travaux de Kaluza-
Klein, permet aux cinq modeles d’étre définis dans
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des dimensions inférieures®%. Ce mécanisme of-

fre d’'une part la possibilité de réduire la dimen-
sion, et d’autre part celle de connecter les différents
modeles obtenus par le biais des symétries de du-
alités. Parmi ces symétries, nous citons la dualité-
T et aussi la dualité-S qui permet de déterminer la
limite de couplage fort de trois modeles seulement
des supercordes: type IIB, type I et Hétérotique
S0(32). Tandis qu’aux deux autres modeles: type
IIA et Hétérotique Eg X Eg, il a été conjecturé que
ce sont des limites non perturbatives de la théorie-
M. Cette theorie est décrite a faible énergie par une
théorie de supergravité & onze dimensions ayant 32
supercharges conservées (N = 1).

La force de la théorie-M c’est qu’entre autre elle
est envisagée comme la limite des cinq différentes
théories des supercordes. Cependant elle se
propage, comme nous venons de le mentionner,
dans un espace a onze dimensions alors que ’espace
réel est seulement a 3+ 1 directions non compactes.
A cet égard, I'un des objectifs centraux de ce pa-
pier consiste & ramener la théorie-M & une théorie a
341 dimensions et avec un nombre de supercharges
minimales. Cette derniére ne s’obtient qu’a travers
Iintroduction d’une variété tres spéciale qui doit
vérifier deux propriétés i la fois®18:

1. Etre de dimension sept.

2. Avoir pour groupe d’holonomie le groupe Go
qui, lui seul, permet de conserver le % des
supercharges initiales.

Par conséquent, seule la compactification de la
théorie-M sur cette variété assure I’obtention d’un
modele & D = 4 N = 1 ayant un groupe de jauge
abélien.

Compte tenu de la nouveauté et de la grande
importance de ce résultat traitée dans une bonne
partie de ce document, nous avons jugé utile
d’aller au dela de l'idée de la compactifica-
tion de la théorie-M sur une variété d’holonomie
G2 réguliere.  Pour cette raison, nous nous
sommes basés dans le développement de cet as-
pect sur les travaux récents d’Acharya, Atiyah,
Witten et d’autres®16:17:19  Gelon ces recherches,
I’attribution de réalisations bien particulieres & la
variété d’holonomie Go, localement au voisinage
des singularités, est capable de nous susciter un
modele & quatre dimensions avec un nombre min-
imal de supercharges et qui possede en plus un
groupe de jauge non abélien ainsi que de la matiere
chirale.

Pour développer ces différents axes nous pro-
posons de répartir ce papier en trois sections que
nous présentons comme suit:

Dans la deuxiéme section, nous commencons par
introduire la théorie des cordes bosoniques tout en
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rappelant des notions de base de la théorie des su-
percordes. Ensuite nous évoquons le procédé de
compactification ainsi que quelques exemples de
symétrie de dualité. Nous complétons cette sec-
tion en traitant, selon deux approches différentes,
la théorie-M comme l'une des conséquences ma-
jeures de I’étude de dualité.

Quand & la troisieme section, elle est consacrée
a la compactification de la théorie-M que nous
étudions en deux parties:

Dans la premiere partie, nous présentons, en
détail, une dualité d’importance capitale entre la
théorie-M sur K3 et la corde hétérotique sur T°
a sept dimensions. Alors que dans la seconde par-
tie, nous dévoilons certaines des caractéristiques et
propriétés de la variété compacte qui nous permet
d’aboutir & un modele & quatre dimensions avec
un nombre minimal de supercharges. Cette variété
n’est autre qu’une variété & sept dimensions ayant
un groupe d’holonomie Gy que nous notons X.

La quatrieme section est également constituée
de deux parties.

Au cours de la premiére, nous présentons une
réalisation de la variété X dont les singularités
garantissent ’obtention d’un modele physique a
D = 4 avec N' = 1 ayant un groupe de jauge non
abélien. Or, inspirée de la dualité corde-corde la
plus intéressante existant a six dimensions entre la
supercorde type ITA sur K3, avec des singularités
ADE, et la supercorde hétérotique sur T*, nous
déduisons que cette réalisation ne peut étre qu’une
fibration K3 sur une base & trois dimensions et
dont le premier nombre de Betti est nul.

Dans la deuxiéme partie de cette section, nous
nous sommes basées sur un résultat des travaux de
Katz et Vafa?? concernant I'ingénierie géométrique
de la matiere chargée pour type ITA sur une Calabi-
Yau de dimension trois complexes. Ce travail nous
a permis de compléter la construction de X afin
qu’elle fournisse de la matiere chirale en plus des
symétries non abéliennes dans le spectre du modele
résultant & quatre dimensions.

Enfin, nous terminons par une conclusion.

II. THEORIE-M A PARTIR DES
SUPERCORDES

A. Théorie des cordes et des supercordes

A la fin des années 1960, la théorie des cordes
(ou la théorie des cordes bosoniques) a surgit afin
de décrire la force nucléaire forte. Quelques années
plus tard, en 1971, l'inclusion des fermions a en-
trainé I’étude de la corde supersymétrique appelée
aussi supercorde. Cependant, le développement



Lalla Btissam Drissi

rapide qu’a connu la Chromodynamique quantique
(QCD) en 1973 la incité & étre reconnue comme
théorie capable de décrire les interactions fortes.
Ainsi la théorie des cordes (supercordes) fut privée
de son but initial, mais elle acquiert un autre ob-
jectif puisqu’elle fut estimée par la suite d’étre celle
qui constituera un jour ”une théorie du tout fon-
damentale”.

Effectivement, il existe parmi ses états non mas-
sifs, un état qui a un spin 2. En 1974, Sherk et
Shwartz et indépendamment Yoneya ont montré
que cette particule interagit comme un graviton!-4.
Ce fait a permis a la théorie d’inclure la relativité
générale. Par conséquent, les trois physiciens ont
proposé d’une part que la théorie doit étre utilisée
pour 'unification, et d’autre part que 1’échelle de
longueur de la corde doit étre comparable a la
longueur de Plank.

1. Théorie des cordes

Contrairement a la théorie quantique des
champs ot les objets fondamentaux sont considérés
comme des particules ponctuelles de dimension
nulle, la théorie des cordes les voit plutét comme
des objets étendus* de dimension un possédant une
tension T' . De plus, certains de ces objets (cordes)
sont fermés vus comme des boucles, d’autres sont
ouverts assimilés & des petits segments avec des
conditions aux bords de Dirichlet ou de Neumann?.
D’autre part, puisque la théorie des cordes est une
théorie quantique relativiste qui inclut la gravité,
alors elle doit susciter ’existence d’un lien entre
les constantes fondamentales. Effectivement, la
vitesse de la lumiere ¢, h la constante de Planck
et G la constante gravitationnelle de Newton sont
tous reliées dans les formules suivantes.

e [’échelle de Planck:

(G
P\ 273

=1.6 x 107%3cm (2.1)
e La masse de Planck:
1
_( hc \?
= (316)
=1.2 x 10"°GeV /2. (2.2)

Lors de son mouvement, la corde bosonique (soit
fermée ou bien ouverte) balaye une surface bidi-
mensionnelle appelée surface d’univers. De cette
propriété, il découle que la théorie classique des
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cordes peut étre considérée comme une théorie
des champs bidimensionnelle conforme. Par suite,
au niveau quantique, les contraintes d’invariance
conforme exigent que la dimension de l’espace-
temps soit D = 26 au lieu de (1 + 3) dimen-
sions habituelles. Bien que cette théorie des cordes
bosoniques possede d’importantes caractéristiques,
elle n’est pas consistante en raison de:

1. La dimension critique D = 26.

2. L’absence des fermions nécessaires pour
décrire la matiere.

3. La présence du tachyon dans son spectre
(particule de masse au carré négative).

2. Théorie des supercordes

Suite & tout ces probléemes fut introduite la
théorie des supercordes. Elle est considérée comme
une généralisation supersymétrique du modele de
la corde bosonique, et ceci en ajoutant des champs
fermioniques sur la surface d’univers. Cette aug-
mentation par des spineurs donne lieu a une
symétrie plus riche & savoir la symétrie supercon-
forme. De plus ’adjonction des champs fermion-
iques a la corde bosonique, qui sont & la fois
des spineurs de Majorana & deux dimensions et
des vecteurs de Lorentz, a pour conséquence la
réduction de la dimension critique de 26 a 10 di-
mensions. Dans cette théorie, le probleme du
tachyon fut surmonté par la projection de Gliozzi,
Sherk et Olive (GSO)%? qui consiste & supprimer
quelques états de la théorie et par ailleurs, per-
met de se limiter & un sous espace des états du
spectre ol l'existence d’un nombre égal de partic-
ules bosoniques et fermioniques & chaque niveau
d’excitation est garantit. Ce spectre des états non
massifs de la supercorde aussi bien que de la corde
bosonique contient un état non massif de spin 2 qui
peut étre identifié au médiateur des intéractions
gravitationnelles: le graviton.

Entre 1984-1985, apparu ”la premiere révolution
de la supercorde” qui a impliqué l'existence de 5
types de supercordes & D=10 classées comme suit:

(a)- Les supercordes ayant une supersymétrie
d’espace-temps AN/ = 1 & dix dimensions com-
prenant:

1. La supercorde de type I avec un groupe de
jauge SO(32).

2. La supercorde hétérotique SO(32).

3. La supercorde hétérotique Eg x Fg.
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(b)- Les supercordes ayant une supersymétrie
d’espace-temps N = 2:

1. La supercorde non chirale type ITA.

2. La supercorde chirale type IIB.

8. Spectre des supercordes

Le spectre des états non massifs des cinq modeles
contient le dilaton ¢, dont g, = e® est la constante
de couplage de la théorie, le graviton de spin 2 et
des tenseurs antisymétriques de jauge généralisant
la notion du potentiel vecteur A, a des tenseurs
antisymétriques® Ay, . ,,,, & p+1 indices ((p+1)-
formes, p =1,2,...). Plus précisément nous avons
pour:

e Les théories type II

Le spectre totale de ces deux modeles est donné
par:

i) Secteur bosonique: Ce secteur se scinde en
deux types.

(o) Bosons NS-NS: Ces bosons sont les mémes
autant pour type IIA que pour type IIB. Ils sont
répartis en un dilaton ¢, un graviton g,, et un
tenseur antisymétrique B,,,,.

(8) Bosons R-R: Ceux-ci par contre dépendent du
choix de chiralité relative des spineurs.

Dans le cas de la théorie ITA qui est non chirale,
nous trouvons un vecteur de jauge A, et un tenseur
3-forme C},, antisymétrique. Tandis que dans le
cas de la théorie type IIB chirale, les bosons R~
R sont formés d’un champ scalaire x (axion), une
2-forme By, antisymétrique et une 4-forme D, ,»
antisymétrique auto-duale.

ii) Secteur fermionique: Les deux secteurs
fermioniques R-NS et NS-R sont identiques et
contiennent un fermion et un gravitino.

e Lo supercorde hétérotique:

Dans ce type par contre le spectre bosonique est
donné par:

(guv; B;w; ¢);

A, = AT, (2.3)
avec a = 1,...,dimSO(32) ou dim Eg x FEs.
Alors que la partie fermionique est constituée
du gravitino et du jaugino, partenaires super-
symétriques du graviton et du champ de jauge
respectivement dans la représentation adjointe du
groupe de jauge.

e La théorie type I
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Son spectre est obtenu & partir des supercordes
type 1IB. Il correspond au dilaton ¢, graviton g,
du secteur de NS-NS de la théorie de type IIB,
le tenseur antisymétrique B, du secteur R-R des
supercordes fermées, les champs de jauge SO(32)
du secteur des cordes ouvertes et leurs partenaires
fermioniques sous la supersymétrie N' = 1 & dix
dimensions. La partie bosonique de ce modele est
donnée par

(g;wa Bul/: ¢)a Au = AZTa,

avec a =1,...dimSO(32). Nous notons que le
spectre de la théorie type I est identique & celui de
la théorie hétérotique de groupe de jauge SO(32).

(2.4)

B. Compactification en théorie des supercordes

Afin que la théorie des supercordes décrive notre
univers qui est seulement & (3 + 1) dimensions
non compactes, il s’est avéré nécessaire d’utiliser
la méthode de compactification®. Ce procédé qui
a vu le jour suite aux travaux successifs de Kaluza
et Klein, suppose que certaines des dix dimensions
sont compactes et non observables & notre échelle.
De ce fait, il faudrait considérer des géométries
ou l'espace de Minkowski & 10 dimensions Mg se
décompose en:

1. Une variété non compacte correspondant a
I’espace-temps de Minkowski usuel Mjy.

2. Une variété compacte Kg de dimension 6
et de volume tres petit devant notre échelle
d’observation,

Ml() — M4 X KG- (25)

Ce scénario s’étend méme a des compactifica-

tions sur des variétés compactes Ky mais vers

des espaces-temps arbitraires Mig_q. Cependant
puisque un spineur a dix dimensions se décompose

en un spineur sur 'espace K4 et un spineur & (10—

d), il en résulte que le nombre de supersymétries

préservées a (10 — d) dimensions de I’espace-temps

est égal au nombre de spineurs covariantique-
ment constants sur Ky. Par conséquent, ces es-
paces compactes Ky sont choisis de sorte qu'’ils
préservent un certain nombre de supersymétries
des supercordes qui se propagent dans un espace-
temps de dimension (10—d). Par suite, les variétés

K4 sont classées selon les différents modeles de su-

percordes résultants & (10 — d) dimensions®.

Effectivement, parmi les multiples compactifica-

tions qui existent, nous citons trois des exemples

les plus utilisés en théorie des supercordes:

e La compactification toroidale sur un tore T'%
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ayant un groupe d’holonomie trivial U(1)¢. Celle-
ci conduit & un modele avec 32 supercharges.

e La compactification sur I’hypersurface K3 de
groupe d’holonomie SU(2) préservant la moitié des
supercharges initiales.

e La compactifiaction sur des variétés de Calabi-
Yau & six dimensions X3 ayant un groupe
d’holonomie SU(3).

Ainsi, il est clair & présent que la compactification
nous permet non seulement de décrire les différents
modeles de supercordes & des dimensions inférieurs
mais aussi de réduire leurs nombres de charges su-
persymétriques.

D’autre part, la compactification des cing
modeles de supercordes déja cités donne plusieurs
théories dans les dimensions inférieures. Chacune
de ces théories est paramétrisée par les modules
suivants:

1. La constante de couplage de la supercorde
gs = e®, oll ¢ est la valeur moyenne du dila-
ton dans le vide.

2. Les modules géométriques de la variété com-
plexe compacte dont le nombre provient des
différents choix possibles de la métrique. Ce
nombre est donné par les déformations de
Kahler et les déformations de la structure
complexe.

3. Les valeurs moyennes des champs anti-
symétriques des secteurs NS-NS et R-R et
des champs de jauge.

Ces trois types de valeurs moyennes paramétrisent
I’'espace des modules de la théorie compactifiée.
Dans la région de ’espace des modules ol la con-
stante de couplage est faible, la théorie perturba-
tive est revélante. Alors que dans la région ou
la constante de couplage est forte, c’est plutot le
régime non perturbatif qui est dominant.

C. Dualité en théorie des supercordes

En dépit de ses succes majeurs, la théorie des su-
percordes connait des doutes persistants puisqu’au
lieu d’unifier les théories, nous nous trouvons de-
vant cinq types de modeles consistants a dix di-
mensions. Par suite aprés compactification, un
grand nombre de théorie des supercordes surgit
aux dimensions inférieures. Heureusement, ’année
1995 donna naissance & ”la seconde révolution de la
théorie des supercordes” grace a laquelle 'intérét
fut apporté a ’étude des symétries non perturba-
tives de ces théories. Dans ce contexte, les cing
modeles qui apparaissaient différents dans leurs de-
scriptions perturbatives (& faible couplage), sont
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en fait reliés a couplage fort par les différentes du-
alités des cordes.

Rappelons que ce concept de dualité déja connu
en mécanique quantique entre onde et corpuscule,
signifiant I'existence de deux approches différentes
du méme systeme physique, joue un réle important
dans la théorie des supercordes en permettant la
connection entre ses différents types® 6.

Voyons brievement des exemples de symetrie de
dualité.

1. Dualité-T

Cette dualité posséde une
conséquence intéressante dans le cas des théories
type II. En effet considérons une théorie type II et
compactifions la neuvieme direction sur un cercle
de rayon R. Alors la limite R — 0 est équivalente
a la limite R' — oo pour la coordonnée duale avec
R = %. Cette symétrie signifie que la compactifi-
cation sur un cercle de petit rayon est équivalente
a la compactification sur un cercle de grand rayon
et que les limites R — 0 et R’ — oo sont physique-
ment identiques. De plus, cette dualité-T change
la chiralité des états & mouvement gauche, et par
conséquent transforme la théorie type ITA en type
IIB et vice-versa.

Elle rend méme les théories hétérotiques SO(32)
et Eg x FEg équivalentes & neuf dimensions.

Ainsi la dualité-T qui est une symétrie pertur-
bative résultante d’une compactification a des di-
mensions inférieures, relie deux théories différentes
dans la méme région de faible couplage.

2. Dualité-S

Cette dualité par contre relie deux régimes de
couplages différents. Elle est donnée par 'inversion
du couplage gs, ce qui signifie que

1
gs_)_-

8

(2.6)

Cette symétrie de dualité nous permet de décrire
le couplage fort (faible) d’une théorie & l’aide du
régime & couplage faible (fort) de sa théorie duale.
A dix dimensions, la théorie hétérotique SO(32)
et la théorie type I SO(32) sont équivalentes par

inversement de couplage de la corde gper > 7 1 =
ype

D’autre part la dualité-S permet ’échange de la
constante de couplage grrp ¢ glﬁ de la théorie
type IIB qui est dite auto-duale sous la symétrie
Sl(2,7Z).
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En conclusion, les deux théories N' = 2 et les
trois théories N' = 1 sont séparément connéctées
par le biais de ces deux dualités. Mais En
pratique®®, il se trouve que le cas le plus impor-
tant de dualité corde-corde est celui reliant la su-
percorde ITA sur une variété K3 et la supercorde
hétérotique sur un tore 7% . Ces deux modeles
présentent le méme espace des modules

S0(20,4,R)

R % 2500) x 500

(2.7)
et la symétrie de jauge perturbative des super-
cordes hétérotiques sur T* est identifiée avec les
singularités de K3. Ainsi cette dualité permet de
relier les théories V' = 1 et A/ = 2 3 six dimensions.

D. Théorie-M
1. Introduction

L’une des conséquences majeures de ’étude de
la dualité entre les cinq modeles de supercordes
perturbatives & dix dimensions, est le fait qu’on
peut les voir comme des limites non perturbatives
d’une seule théorie appelée théorie-M & onze di-
mensions.

La lettre ” M ” a plusieurs interprétations parmi
lesquelles:

-Magique ou Mystérieuse.
-Membrane puisqu’elle contient M2-brane.
-Mother comme meére de toute les théories.

-Matrice comme une autre approche possible de
la théorie.

Selon Witten, cette théorie-M est décrite a faible
énergie par une théorie de supergravité a onze di-
mensions ayant 32 supercharges conservées (N =
1).

Construite en 1978 par Cremmer, Julia et Sherk la
supergravité possede 3 types de champs:

1. Le graviton gyrn ( avec 44 polarisations ).

2. Le tenseur de jauge ( 3-forme ) Cprnp ( avec
84 polarisations ).

3. Le gravitino ¥4, ( avec 128 polarisations ).

Ces champs constituent le ”supermultiplet
gravitationnel”. En plus de ces champs, le spec-
tre de la théorie-M (supergravité a faible énergie )
contient également des objets solitoniques nommés
M2-branes qui se couplent & Cprnp, et leurs duals
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magnétiques Mb5-branes.
Cette théorie
supersymétrique qui est généralement covariante
possede une invariance de jauge sous laquelle:

0C =dA (2.8)
avec A\ est une 2-forme. Ainsi le champ invariant
de jauge est la dérivée de C' que nous notons F'.
L’action des champs bosoniques est donnée par

1 1
S:/@R—EFA*F—ECAFAF. (2.9)

Par conséquent les équations de mouvement de C
et g prennent les formes

d«F=FAF (2.10)

et

Run = Tun (C) (2.11)

ol T est le tenseur énergie-impulsion du champ C.

2. Théorie-M et théorie des supercordes

(a) Théorie-M et théorie type ITA

Contrairement a type IIB, la théorie type IIA n’a
pas de symétrie reliant les couplages fort et faible.
1l a été conjecturé que la limite & couplage fort de la
théorie type ITA n’est pas une théorie a dix dimen-
sions, mais plutot une théorie & onze dimensions
qui est la théorie-M?. Pour expliquer cette relation
existante entre ces deux théories, nous identifions
le spectre qui caractérise chacune d’elles a dix di-
mensions.
La compactification de la théorie-M sur un cercle
de rayon Rjg qui est donné par:

Rio =11193 (2.12)

avec gs est la constante de couplage de la théorie

type ITA et I1; = o gs% est ’echelle de Plank & onze
dimensions. Ainsi le rayon R1¢ de la onziéme di-
mension est bien relié & g, de type ITA.

De plus pour M,N,P = 0,.....,10 et u,v,p =
0,....,9, cette compactification se résume comme
suit:

-La métrique & onze dimensions gy n se réduit
en:

1. La métrique g,, a dix dimensions.
2. Le champ de jauge gu10 = Ag.
3. Le dilaton ¢ = g1010-
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En terme de nombre de degré de libérté ceci
s’exprime par

4=350801. (2.13)

-Le tenseur de jauge Cjy;nyp donne & son tour
par la réduction dimensionnelle:

1. La 3-forme C,,,.
2. La 2-forme By, = Cp10,

D’ol nous pouvons ’écrire comme suit:

84 = 56 @ 28. (2.14)
Par conséquent, ces champs coincident avec les
champs bosoniques de la théorie type ITA dans
ses deux secteurs R-R et NS-NS. Autrement dit,
a faible couplage gs — 0 et (Rio — 0) nous
obtenons la théorie type ITA & dix dimensions.
Tandis qu’a fort couplage gs — oo le rayon de
compactification devient infini (R;g — 00), alors
nous retrouvons une théorie dont la onzieme di-
mension est non compacte et qui n’est autre que
la théorie-M.
D’autre part, puisque le spectre non massif de la
théorie-M contient aussi des objets non perturbat-
ifs, alors il faut s’attendre a retrouver les branes de
la théorie type IIA apres la réduction dimension-
nelle sur un cercle vers dix dimensions.
En effet,
¢ la M-2 brane transverse a la direction compacte
est lorigine de D-2 brane a D=10.
o la M-2 brane enveloppée autour de la dimension
compacte donne la corde fondamentale.
¢ La M-5 brane transverse a la onziéme dimension
donne lieu & NS-5 brane.
© La M-5 brane enveloppée autour de la dimension
compacte produit la D-4 brane.
o Par contre la D-0 brane (duale de D-6 brane) est
couplée a g 10.
Ainsi tous les objets perturbatifs et non perturbat-
ifs de type ITA sont obtenus & partir de la théorie-
M.

(b) Théorie-M et corde hétérotique Eg x Eg

Une autre approche pour mieux comprendre la
théorie-M est de considérer son comportement sur

. . -\ Y . . 1 N,
une orbifold particuliere & onze dimension 2—2, ol

Zo agit sur S comme inversion de z!! — —z!1,

L’espace résultant est vu comme un segment de
points fixes 0 et 7.

La théorie-M sur R0 x g—l se réduit dans le cas
de basse énergie a une théorie de supergravité a
D = 10 avec N = 1. Or, il y a trois théories
de supercordes possédant cette structure & basse
énergie,
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e Hétérotique Eg x Eg.

e Hétérotique et type I ayant chacune SO(32)
comme groupe de jauge.

Ainsi, si le rayon de S tend vers 0, la théorie-M

sur R19 x g—: se réduit slirement & 1’une de ces trois
théories.

Selon Horava et Witten”, cette théorie ne peut étre
que la corde hétérotique Eg x Eg. Puisque la con-
struction de cet orbifold entraine génériquement
lexistence d’états twistés localisés sur les deux
points du segment. Alors physiquement ceci peut
étre intérprété comme l’existence des D9-branes a
chaque extrémité du segment. Ainsi elles portent
des degré de liberté de jauge qui nous indiquent
que les groupes de jauge possibles 3 D =10 N =1
doivent avoir une dimension 496. Et du fait que
nous avons deux hyperplans fixésaz =0et x =7
donc la dimension est exactement 248 qui n’est
autre que celle de Fy.

Finalement, la théorie-M sur 'orbifold déja citée
est reliée a la corde hétérotique FEg x Eg avec un
FEs se propageant en chacun des deux hyperplans
qui forment les bords de ’espace-temps.

En conclusion, si la dualité-S nous a permis de
déterminer la limite de couplage-fort des modéles
type IIB, type I et hétérotique SO(32) et bien seule
I'introduction de la théorie-M, qui est & D = 11,
est capable de déterminer la limite de couplage-
fort des modeles type ITA et hétérotique Fg x Fg.
Ainsi cette théorie permet de faire appel a la
physique non perturbative des cing théories des
supercordes dans laquelle, les cinq modeles qui ap-
paraissaient différents dans leurs descriptions per-
turbatives faiblement couplées, sont en fait reliés &
couplage fort par le procéde de dualité.

III. COMPACTIFICATION DE LA
THEORIE-M

Dans la section précédente, nous avons constaté
que les symétries de dualité ont conduit & une
révolution dans la conception des théories des su-
percordes, puisqu’elles nous ont permis de voir les
cinq modeles des supercordes comme des manifes-
tations d’une seule théorie qui est la théorie-M. Or
étant donné que cette derniere est décrite & faible
énergie par une théorie de supergravité a onze di-
mensions. Alors il sera intéressant d’essayer de la
ramener 3 une théorie ayant un nombre minimal de
supercharges et se propageant au monde réel & 3+1
dimensions habituelles. De ce fait, nous avons be-
soin de compactifier sur une variété de dimension
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sept. Mais avant d’aborder cette réduction dimen-
sionnelle qui nécessite 'introduction d’une variété
de groupe d’holonomie G4, nous allons en premier
lieu utiliser 'un des résultats remarquables offerts
par la dualité* reliant la supercorde ITA sur une
variété K 3 et la supercorde hétérotique sur un tore
T* . Ce résultat n’est autre que la relation entre
la théorie-M et la corde hétérotique a sept dimen-
sions.

A. Dualité entre théorie-M et corde
hétérotique a sept dimensions

La théorie-M compact-
ifiée sur K3 est équivalente® i la corde hétérotique
sur un tore T3 . Afin d’expliciter ce résultat, com-
mencons tout d’abord par rappeler que K3 est une
variété Kahlérienne compacte de dimension réelle 4
et de courbure de Ricci nulle®. Elle a pour groupe
d’holonomie le groupe SU (2) qui assure ’existence
de spineurs covariantiquement constants. De plus
la compactification sur K3 préserve la moitié des
charges supersymétriques initiales. Localement,
cette variété a pour espace des modules:

50(3,19)

M(E3) =R" % o5 5 50(19)

(3.1)

qui contient 58 parametres réels et ot RT corre-
spond & un facteur d’échelle global de la métrique
de K3, qui peut étre vu comme le volume de K3.

Dans un point régulier de M(K3), les mod-
ules géométriques de K3 suffisent pour décrire
la compactification de la théorie-M sur cet es-
pace. Effectivement & sept dimensions, nous
retrouvons exactement 58 champs scalaires non
massifs qui ne sont autres que les fluctuations
de la métrique sur K3, surtout que la 3-forme
ne génere aucun degré de liberté supplémentaire
sur K3 puisque b3(K3) = 0. D’autre part,
en plus de la métrique et la 3-forme, le groupe
H?(K3,R) = R?? indique lexistence de 22
classes linéairement indépendantes des 2-formes
harmoniques. Ainsi nous avons un groupe de
jauge U(1)* caractérisant les 22 champs de jauge
résultants & sept dimensions. Et puisque b1 (K3) =
0, ce fait exige que le spectre donné est le spectre
complet du modele obtenu & sept dimensions ayant
16 supercharges.

Reste maintenant & prouver qu’il s’agit exacte-
ment du méme spectre que celui de la théorie de
la, corde hétérotique sur T3.

Rappelons qu’a dix dimensions, la corde
hétérotique a les champs bosoniques non massifs
suivant: une métrique, une 2-forme B, un dilaton
¢ et des champs de jauge non abéliens de groupe de
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structure SO(32) ou Eg x Eg. De plus, elle possede
16 supercharges globales qui restent préservées lors
de la compactification sur un tore T'3. Ainsi une
métrique plate sur T3 donne lieu & six scalaires
non massifs. Ceux-ci sont joints par trois de plus
provenant du champs B et qui sont caractérisés par
les trois 2-formes harmoniques indépendantes dans
T3. D’autre part, pour que les champs de jauge
sur T soient supersymétriques, il faut que leurs
champs de forces s’annulent. Autrement dit il faut
qu’ils aient des connections plates surtout qu’ils
sont paramétrisés par les lignes de Wilson autour
des trois cercles indépendants du tore. Ainsi les
bosons de jauge fournissent apres la compactifica-
tion toroidale 16 x 3 modules associées aux lignes
de Wilson. Dans notre cas le tore maximal, du
groupe de jauge, duquel provient les connections
plates des champs est U(1)"°.

Il est clair & présent que le nombre total des
scalaires est 58. D’ou localement selon Narain,
I’espace des modules a la méme forme que celui
de (3.1) avec RT qui paramétrise dans ce cas les
valeurs possibles de la constante de couplage de la
corde. Ajoutons que le groupe de jauge a sept di-
mensions (pour la métrique et le champ B) est un
sous-groupe de SO(32) ou de Eg x Eg qui commute
avec les connections plates de T'3. Plus exactement
ce groupe de jauge est le groupe abélien U (1)16.
En plus, les trois 1-formes harmoniques de T3 im-
pliquent 3 champs de jauge U(1) produit par le
champ B auxquels s’ajoutent trois autres donnés
par la métrique.

Finalement, nous concluons que dans un point
générique de 'espace des modules M, les théories
de supergravité a basse énérgie résultantes soit de
la compactification de la théorie-M sur K3 ou de
la corde hétérotique sur T sont les mémes.

B. Théorie-M a quatre dimensions

Comme nous ’avons déja mentionné, la théorie-
M est considérée comme “mere” des cing théories
des supercordes. Par conséquent, il est évident
qu’elle soit duale & la corde hétérotique a sept di-
mensions aussi bien qu’elle contribue dans la de-
scription des différentes théories de supercordes
dans des dimensions inférieures a dix. De ce
fait, plusieurs questions s’imposent et persis-
tent surtout que notre objectif fondamental est
d’atteindre les quatre dimensions de 1’espace-
temps R!:3.

Ainsi dans le but de compléter notre étude tout
en répondant aux différentes questions, nous com-
mencons tout d’abord par dévoiler certaines des
caractéristiques et des propriétés de la variété com-
pacte qui nous permettra d’aboutir un modele a
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quatre dimensions avec un nombre minimal de su-
percharges.

1. Variations supersymétriques

Puisque la théorie-M est une théorie super-
symétrique, alors il est naturel de chercher ses
vides supersymétriques. Dans le cas de la théorie
classique, ceci revient juste a trouver les conditions
pour lesquelles les variations supersymétriques des
trois champs, qui constituent le supermultiplet
gravitationnel, s’annulent. Mais, le fait que sous la
transformation de Lorentz la valeur moyenne dans
le vide du champs % doit étre nulle incite les varia-
tions des champs g et C' & s’annuler automatique-
ment.

Ainsi, il reste a attribuer aux champs C et a la
métrique g des valeurs pour les quelles la variation
de 9 soit nulle:

YN =V
1
+ 2_88 (FZQRSFPQRS - GFPQRFNPQR) n
=0. (3.2)

Tl est clair & présent que la fagon la plus simple pour
résoudre ces équations est d’octroyer a F' la valeur
zéro (F = 0). Dans ce cas, nous devons chercher
une variété & onze dimensions avec une métrique g
qui admet un spineur cavariantiquement constant
(ou un spineur parallele):

Van=20 (3.3)
Cette équation peut étre réécrite sous une forme
plus symbolique

Vg’? = 05 (34)
ou V, est la connection de Levi-Civita construite
a partir de g.
Ainsi, les solutions pour ces conditions peuvent
étre classées via le groupe d’holonomie de la con-
nection V.

2. Groupe d’holonomie

Le groupe d’holonomie d’une connection agis-
sant sur un champ comme 7 ou sur un champ
vecteur, se comprend en terme du transport par-
allele.

Pour une variété Riemanienne a onze dimensions,
considérons une courbe fermée autour de laquelle
le champ est transporté. Alors dans le cas ou la
connection est une connection de Levi-Civita, le
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champ revient & son point de départ grace a& une
rotation du groupe SO(1,n—1) qui est exactement
S0O(1,10) pour la théorie-M. Le groupe généré par
I’ensemble des rotations responsables du transport
parallele du champs autour des courbes fermées
de la variété est nommé groupe d’holonomie de
V,. Ce groupe est noté Hol(g) puisqu'’il dépend
du choix de la métrique g.

En effet, si nous n’imposons aucune condition sur
g, alors pour notre modele Hol(g) = SO(1,10).
Par contre pour un choix particulier de g, Hol(g)
est un sous groupe propre de SO(1,10).

Or, rappelons que notre but majeur dans cette
section est d’atteindre un modele se propageant
dans l'espace a quatre dimensions & partir de la
théorie-M & onze dimensions. C’est pourquoi, nous
allons consacrer la suite de cette section a I’étude
de la variété qui nous permettra d’aboutir & notre
fin.

8. Variété d’holonomie G-

A ce stade, il est clair que seule la compactifica-
tion sur une variété compacte de dimension sept X
peut fournir un modele dans ”notre espace-temps”:

RGO 5 RU3 x X (3.5)

En particulier, la métrique g & onze dimensions
s’écrit comme produit de deux métriques 'une de
X notée g (X) et I'autre de Minkowski R'3.
Dans ce cas, le groupe de Lorentz de ’espace-temps
a onze dimensions se brise explicitement sous la
forme suivante:

S0(1,10) —s SO(1,3) x SO(7) (3.6)

ou SO(1,3) est le groupe de Lorentz & quatre di-
mensions.

Apres cette brisure, les conditions super-
symétriques sont satisfaites si la métrique g (X)
admet un spineur 8 obéissant la relation:

en choisissant

n=0®e (3.8)

ol € est une base de spineurs constants dans
I’espace de Minkowski.

Dans ce cas, la condition (3.7) impose au groupe
d’holonomie de la variété compacte X de dimen-
sion sept, que nous notons Hol(g (X)), d’étre un
sous groupe de SO(7).

Ce fait permet & la variété X d’étre réalisée
de plusieurs manieres impliquant ainsi différents
modeles & quatre dimensions. A titre d’exemple,
considerons les trois réalisations suivantes:



Lalla Btissam Drissi

e X = T7 qui a pour groupe d’holonomie
U(1)". Le modele obtenu & quatre dimen-
sions posséde 32 supercharges d’ou N = 8.

o X = K3 xT?3 le modele résultant dans ce cas
a 16 supercharges cad N = 4.

e X = CY? x S! donne & quatre dimensions
une théorie avec 8 supercharges N = 2.

Mais notre objectif est de retrouver un modele a
quatre dimensions avec un nombre de supercharges
minimales (cad 4 charges supersymétriques ce qui
implique A/ = 1), apreés la compactification de la
théorie-M & onze dimensions possédant 32 super-
charges. Alors le choix de la variété X doit étre
tres particulier.

Parmi toutes les réalisations possibles de X, seule
une variété ayant le groupe d’holonomie G2 qui
est le sous groupe propre maximal de SO(7) peut
avoir une représentation spinorielle contenant un
singlet?.

De facon explicite

SO(1,10) — S0O(1,3) x SO(7)
32 — (4,8) (3.9)
avec 8 est la représentation spinorielle de SO(7) qui
se décompose en un singlet et une représentation
fondamentale de G2 que nous écrivons:

8 —1+7. (3.10)
Ainsi (3.9) se réecrit comme suit:
S0(1,10) — SO(1,3) x SO(7)
32 — (4,1) @ (4,7) (3.11)

Nous déduisons alors que seule la compactifica-
tion de la théorie-M sur une variété compacte de
dimension sept ayant un groupe d’holonomie Gg
permet de réaliser un modele & quatre dimensions
possédant un nombre minimal de supercharges,
plus exactement quatre supercharges d’ou N =1
et pas plus.

4. Propriétés des variétés d’holonomie G2

Il est vrai que la métrique g (X) choisit
précédemment admet § comme spineur parallele.
Mais ceci n’empéche de construire d’autres champs
de X qui soient covariantiquement constants®.
Ainsi toutes p-formes ayant les composantes suiv-
antes:

67T,

i1...

0 (3.12)

ip

10
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peuvent étre paralleles par respect de VgI(X)'
Cependant ces p-formes ne sont non nulles que
pour des valeurs bien distinctives de p et qui ne
sont autres que: 0,3,4 et 7. Ceci est di au fait
que la décomposition de la représentation anti-
symétrique de SO(7) en terme des représentations
de G, contenant le singlet n’est valable que pour
ces quatre valeurs de p. D’autre part, en plus de la
0-forme qui n’est autre qu’une constante dans X et
la 7-forme qui est sa forme volume, la 3-forme ainsi
que son duale la 4-forme jouent un roéle primor-
dial. Selon!'®!! 1a 3-forme est considérée comme
I’ensemble des structures constantes pour 1’algebre
d’octonion, permettant de ce fait & Go d’étre le
groupe d’automorphisme de cette algebre.

Pour mieux explicite cette idée, nous allons
étudier de pres I'importance de la 3-forme en con-
sidérant tout d’abord, un systeme de coordonnées
(z1,...,z7) dans un espace plat R’. Notons la
forme extérieur dz; A ... A de; de R7 par dz;._; et
définissons une métrique gé, une 3-forme g et son
dual de Hodge la quatre forme xpy comme suit:

g;) =dz} + ... + dz}
Yo = dx123 + dT145 + dT167 + dT246
— das7 — dr3se — dTsar
*po = dx4s567 + dTa367 + dT2345 + dT1357

— dz1346 — dT1256 — dT1247 (3.13)

Alors, le sous-groupe de GI(7,R) qui préserve pg
n’est autre que le groupe de Lie exceptionnel Gs.
Il préserve aussi la 4-forme xpg ainsi que g(l) la
métrique euclidienne.

Le groupe de Lie G2 est compact, semi-simple et
de dimension 14. De plus, c’est le sous-groupe
maximal de SO(7). Dans ce cas, @g et xpg
définissent la structure-Go dans R7.

Par la suite, intéressons-nous au cas ol la variété X
de dimension sept est courbée. Alors la géométrie
est déterminée par une 3-forme ¢ stable par Ga,
de sorte que tout espace tangent T,,(X) & X en un
point p admet un isomorphisme avec R7. Celui-
ci identifie ¢ et la métrique g (X) avec o et
go respectivement. D’autre part, pour l’algebre
d’Octonion ou

o = 2°1 + 2%,

le groupe exceptionnel Go est son groupe
d’automorphisme. Effectivement pour une 3-forme
 qui est définit localement, les éléments i, satis-
font la formule

(3.14)

alp = _6ab + Qoabcic (315)

suite & laquelle ImO qui est la partie imaginaire
de l’algebre d’Octonion est considérée comme une
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copie de ’espace tangent en un point de la variété
X.

Par ailleurs, vu "importance de cette 3-forme ¢,
la structure-Ga est notée par la paire (i, g').
Par conséquent, la variété X d’holonomie Go est
définit par le triplet (X, ¢, gl) ol X est la variété
de dimension sept dans laquelle la structure-Go est
de torsion libret.

Dans ce cas, on a les propriétés suivantes:

1. Le triplet (X,p,g) est une variété
d’holonomie Gg si X est une variété de di-
mension sept et (¢, g') est la structure-Gg de
torsion libre dans X.

2. Si g’ aune holonomie Hol(g (X)) = G, alors
g' est Ricci-plate.

3. La
variété X de dimension sept et d’holonomie
G2 posséde un groupe fondamental m; qui
est fini. Par conséquent son premier nombre
de Betti by (X) = 0. Cependant le troisieme
nombre de Betti b3(X) représente la dimen-
sion de I’espace des modules de g (X).

. La compactification sur
une variété d’holonomie Gz préserve i des
charges supersymétriques initiales.

5. Réduction de Kaluza-Klein

Nous avons vu jusqu’a présent que dans le cadre
de la compactification de la théorie-M vers D = 4,
seule une variété X réguliere d’holonomie Go as-
sure ’obtention d’un modele & quatre dimensions
avec N = 1. Nous complétons cette section par
une description explicite de ce modéle en utilisant
l'analyse de Kaluza-Klein'?2 * pour le champs an-
tisymétrique C' et la métrique gl .

a) L’analyse de Kaluza-Klein pour le
champs C

Choisissons deux bases des formes harmoniques
de H?(X) et de H?(X):

{B5y=1,..

b2 (X)} (3.16)

et

{wia=1,...by(X)}. (3.17)

"Dire que la torsion V¢ est libre revient & ce qu’elle
vérifie la condition V¢ = 0 sur X avec V est Ila con-
nection de Levi-Civita associée a la métrique g (X).

11
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Du fait que by (X) = 0, alors il n’y aura pas de som-
mation sur les 1-formes harmoniques de X. Ainsi
I’ansatz pour C ne produit pas des 2-formes non
massives & D = 4. Par conséquent, ’ansatz de
Kaluza-Klein pour le champs C' s’écrit dans les
deux bases w et 8 comme suit:

C=) wdaly)+> B A ®) (3.18)

Les A représentent les 1-formes de l’espace de
Minkowski impliquant by(X) champs de jauge
abéliens, alors que les ¢, sont les champs scalaires
dépendant des coordonnées y de l'espace de
Minkowski & D=4.

Bien que le champs C produise b3(X) scalaires
réels non massifs, il faut s’attendre selon la su-
persymétrie N = 1 & D = 4 & ce que ’analyse
de Kaluza-Klein pour g (X) donne bs(X) scalaires
supplémentaires & quatre dimensions. D’ailleurs
pour Dalgébre supersymétrique N/ = 1, toutes ses
représentations qui contiennent un scalaire réel non
massif, suscitent & avoir au total deux scalaires se
combinant en scalaire complexe.

b) L’analyse de Kaluza-Klein pour g (X)

La métrique g (X) de la variété X d’holonomie
G4 obéit aux équations du vide d’Einstein:

Ryl (X)]=0

avec I;; est le tenseur de Ricci.

Alors Tobtention du spectre des modes zéro
provenant de la métrique g (X) exige de lui
chercher des fluctuations qui satisfont aussi aux
équations (3.19).

Attribuons & ces fluctuations de la métrique la
forme

(3.19)

9:5(w) + 09, (w,) (3.20)
ol 6g;-j dépendent des coordonnées y de l’espace
de Minkowski & D = 4 ainsi que des coordonnées
z de la variété d’holonomie Gy. Ensuite, util-
isons ’ansatz de Kaluza-Klein pour les fluctuations
donné par la forme

8g;; = hij()p(y).

Ces fluctuations produisent des champs scalaires
non massifs & quatre dimensions.

D’autre part, pour une variété de dimension sept
et d’holonomie SO(7), les h;; sont des tenseurs
symétriques d’ordre 2. Ils se transforment via la
représentation de dimension 27. Cette derniere
reste irréductible méme dans le cas de G3. Par
ailleurs dans une variété d’holonomie Gg, les 3-
formes qui sont dans la représentation 35 de SO(7)
se décomposent sous ’action de Go comme suit:

(3.21)
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35 — 147+ 2T. (3.22)

Permettant ainsi aux h;; d’étre considérés comme
des 3-formes de X. Or, puisque ¢ est une 3-forme
dans la représentation triviale, alors les w sont
des 3-formes dans la méme représentation que h;;.
D’oti les fluctuations de la structure-Go s’écrivent:

¢ =p+dp

=+ Y w(z)pa(y). (3.23)

Par conséquent, les champs scalaires non massifs
provenant des fluctuations de la métrique de X
sont exactement au nombre de bs(X). Ainsi la
combinaison des ¢ et p donne b3(X) scalaires non
massifs notés ®%(y). De plus, les superpartenaires
fermioniques pour tout ces champs résultants sont
fournit par le biais de la réduction de Kaluza-Klein
pour le gravitino.

En conclusion, la compactification de la théorie-
M sur une variété X réguliere d’holonomie Go
est une fagon naturelle pour obtenir un modele a
D =4 N =1 ayant un groupe de jauge abélien.
Ce modele est décrit par une théorie de super-
gravité N’ = 1 couplée & be(X) multiplets vecto-
riels abéliens et & b3(X) multiplets chiraux non
massifs. Pourtant cette compactification peut bien
offrir une théorie plus intéressante possédant un
groupe de jauge non abélien et de la matiere chi-
rale, mais a condition que la variété X admette
un certain type de singularités. Motivés par cette
idée'®, la construction de cette variété ainsi que
I’étude de la physique localisée au voisinage des
singularités de 'espace d’holonomie Go fera I’objet
de la section suivante.

IV. THEORIE-M AU VOISINAGE DES
SINGULARITES

Le but principal de cette section est de procéder
a la construction d’une variété d’holonomie G
qui nous attribue un modele & quatre dimensions,
possédant un groupe de jauge non abélien ainsi
que de la matiere chirale. En premier temps, nous
utilisons comme argument de départ la dualité en-
tre la théorie-M compactifiée sur K3 et la corde
hétérotique sur T3. Cette étude de dualité nous
présente une maniere géométrique pour extraire les
symétries de jauge non abéliennes dans le modele
de la théorie-M a partir de ’aspect singulier de K 3.
Ensuite nous réalisons en détail la variété X dont
les singularités vont nous permettre d’obtenir un
modele de physique de particules & quatre dimen-
sions.
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A. Variété K3 et les singularités ADE

L’une des conséquences de ’étude complete de
la dualité entre la théorie-M et la corde hétérotique
est que de méme que pour cette derniere, la
théorie-M doit aussi posséder une symétrie non
abélienne®. Cette symétrie est garantit par des
points spéciaux de ’espace des modules de K3.
Plus précisément, ceux ou la variété K3 développe
des singularités orbifold. De ce fait, nous concen-
trons notre intérét dans cette sous-section & une
réalisation géométrique bien particuliere de K3.
Exactement, celle ol cette variété riemannienne
de dimension quatre est décrite localement par
'orbifold R*/T ot T est un sous-groupe discret et
fini de SO(4). Mais sachant que la supersymétrie
est completement non brisée sur tout ’espace des
modules dans le cas de la corde hétérotique, alors
les singularités orbifold de K3 doivent étre choisies
de sorte que la supersymétrie soit préservée la
aussi. Ceci se traduit par la condition que I' est
un sous-groupe fini de SU(2) C SO(4).

Par passage aux coordonnées complexes C2 = R,
tout point de C?2 est représenté par un vecteur 3
deux composantes sur lequel SU(2) agit de fagon

standard comme suit:
u
v

ou les sous-groupes finis de SU(2) ont une classifi-
cation décrite en termes des algebres de Lie semi-
simples et simplement lacées®: A,, Dy, Eg, E7 et
Es .

Dans ce contexte, les trois sous groupes excep-
tionnels correspondent aux trois groupes de Lie
exceptionnel de type-E. Cependant A, est liée a
SU(n + 1) alors que Dy est associée & SO(2k).
D’autre part, ces sous-groupes que nous notons par
I'a,, I'p, et I'g, sont décrits explicitement comme
suit:

ab
cd

u
v

— (4.1)

e 'y _, estisomorphe & Z, (le groupe cyclique
d’ordre n) et il est généré par:

2im

en 0
—2im

0 e

e I'p, est isomorphe & Dy (le groupe dihédral
binaire d’ordre 4k—8) et admet 2 générateurs
a et ¢ donnés par:

6’:12 0
0 eFz

(4.2)

01

p (4.3)
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e I'g, est isomorphe & 7 (le groupe tétrahedral
binaire d’ordre 24) et qui posséde deux
générateurs de la forme:

e? 0'
0 ez

e I'g, est isomorphe & O (le groupe octohédral
binaire d’ordre 48) ayant pour générateurs
les deux de I'g, et un troisieme qui est:

2im

e s 0
0 %

e Finalement, I'g, est isomorphe & I (le
groupe icosahédral d’ordre 120) avec deux

(4.5)

geénerateurs:
2imw3
—e’ 5 0
2inT )
0 —e
2im —2im
e 5 +e & 1
27mw2 2zmw3 2zmw2 2zw3
e 5 —e 5 e 5 —e b
2% —2im (46)
1 —e 5 —e 5
2imw2 2imw3 2imw2 2imw3
e 5 —e 5 e 5 —e b

Puisque seule la physique au voisinage des sin-
gularités orbifold de K3 nous intéresse, alors nous
allons nous restreindre dans ce qui suit & une étude
locale de la théorie-M sur C?/T" x RY6. De plus,
nous allons choisir le sous groupe I'y, parmi tout
les autres pour des raisons de simplicité. Ainsi
dans ce cas, nous avons I'p, qui est isomorphe a
Z, est en fait le centre de SU(2). Son générateur
agit sur C2 comme suit:

(*)

Algébriquement, paramétrisons C2/T'a, en termes
des coordonnées de C? invariants par I's, que nous
notons: u2,v? et uv. Ensuite, nous donnons une
transformation:

C?/Ty, — C?

u
v

—Uu
—v

— (4.7

(4.8)

et nous définissons les nouvelles coordonnées com-
plexes:

$:u2—’l)2

y = iu® + iv?

z = 2uv (4.9)

qui sont invariantes par la symétrie Zo. Cette nou-
velle paramétrisation décrit un modele local sin-
gulier. Ce dernier est connu sous le nom de la sin-
gularité A; dans la classification des singularités
des surfaces complexes:

13

African Journal Of Mathematical Physics 1 (2004)1-19

Ay P(z,y,2) = zy — 22 = 0. (4.10)
Pour un choix adéquat des variables =z,v,z,
I’équation complexe prend la forme

2 +y?+22=0. (4.11)
Dans ce cas, (4.11) définit Porbifold C?/Ts,
comme une hypersurface singuliére dans C3. Par
ailleurs, cette singularité peut étre résolue par deux
facons:

1. Par la déformation de la structure complexe
en ajoutant un terme supplémentaire dans
lequation algébrique (4.11).

2. Par la déformation de la structure de Kahler
en remplacant le point singulier par une
sphere.

Or la propriété d’auto-miroir de la variété K3
permet aux deux approches des déformations a
étre équivalentes. Ainsi, le traitement de la sin-
gularité par 'une ou l'autre déformation conduit
a des variétés topologiquement identiques. Par
conséquent, ’équation (4.11) aprés la résolution
complexe devient:

24y 4= (4.12)
Il est clair que la partie réelle de cette équation
n’est autre qu’une 2-sphere dont l’aire finie est
déterminée par la partie réelle de p qui donne le
rayon réel r. Par suite, lorsque r tend vers zéro, la
spheére se contracte & une aire nulle. D’autre part,
il se trouve que ’espace total de la déformation de
la variété C? /T'a, n’est autre que le fibré cotan-
gent de la 2-spheére et que nous notons par T*S2.
Afin de mieux illustrer cette idée, considérons les
parties réelles I; de x,y, 2z ainsi que leurs parties
imaginaires p;. Pour y réel, nous obtenons les deux
équations suivantes:

DB ri=un
> Lipi=0

les I; décrivent la spheére S2, alors que les p;
paramétrisent les directions tangentielles.

(4.13)

B. Théorie-M au voisinage des singularités
ADE

Comme nous venons de le constater, la
déformation de la singularité orbifold donne lieu a
une 2-sphere de rayon r. Alors & sept dimensions!?,

un champ de jauge U(1) est produit par le biais de
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la réduction de Kaluza-Klein pour le champ an-
tisymétrique C. De plus, la métrique d’holonomie
G possede trois parametres qui controlent 1’aire
de S2. Or puisque le multiplet vectoriel & sept di-
mensions contient exactement un champ de jauge
et trois champs scalaires. Nous déduisons par
analogie que le spectre non massif lorsque T*S?
est régulier n’est autre qu’un multiplet vectoriel
abélien.

D’autre part dés que les scalaires varient vers
zéro, ce qui signifie que la sphere se rétrécit a une
aire nulle, une symétrie de jauge non abélienne ap-
parait. Cette derniére doit son existence & la du-
alité avec la corde hétérotique, tout en exigeant
aux bosons W* d’étre non massifs au voisinage de
la singularité A;. Ces bosons sont électriquement
chargés sous le champ de jauge U(1) qui provient
de la 3-forme C. Or & D = 11, c’est la M2-brane
qui est chargé sous C. Portant une tension, la dy-
namique de cette brane 'incite a enrouler la sphere
dans ’espace. Ainsi & sept dimensions cet enroule-
ment génere une particule chargée sous U(1) qui
porte une masse proportionnelle & I’aire du volume
de S2. Plus encore, une charge U(1) opposée & la
précédente est produite du fait que la M2-brane en-
roule ce 2-cycle méme dans ’orientation opposée.
Par suite, dans la limite singuliere de K3 ou le
volume de la spheére se contracte a zéro, les deux
multiplets BPS chargés de facon opposée devien-
nent non massifs. Ceux-ci provoquent ’apparition
d’une symétrie de jauge A; = SU(2) a partir de
U(1).

Par conséquent le probleme de la symétrie de jauge
non abélienne dans la théorie-M est rattachée a
I’étude de la singularité A; de K3.

En outre, & sept dimensions la théorie de su-
per Yang-Mills dépend seulement de son groupe
de jauge. Par ailleurs en absence de la gravité,
la physique a basse énergie de la théorie-M sur
C2/T 4, x RY6 est décrite par la théorie de super
Yang-Mills sur O x RY% avec un groupe de jauge
SU(2).

Dans le but de rendre I’étude plus complete,
il s’est avéré nécessaire de procéder & une
généralisation. En effet en absence de la gravité,
la physique a basse énergie de la théorie-M sur
C?/Tapr x RY® est décrite par la théorie de su-
per Yang-Mills sur @ x RY% ayant un groupe de
jauge associé a I'une des algébres de Lie ADE.
Particulierement la déformation de la singularité
orbifold dans C? /T apE contient k 2-sphéres avec
k rang(ADE). L’intersection de ces spheéres
s’effectue en concorde avec la matrice de Cartan
des algebres de Lie ADE. Par contre aux points
réguliers de l’espace des modules, le groupe de
jauge n’est autre que U(1)*.
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En conclusion, & sept dimensions la théorie & basse
énergie acquiert un groupe de jauge non abélien lié
aux ADE, a lorigine de I’espace des modules, et
ceci grace au mécanisme de Higgs.

C. Théorie de jauge a quatres dimensions

Rappelons que l'idée principale de cette section
est de retrouver un modele physique & quarte di-
mensions, résultant de la compactification de la
théorie-M sur la variété X qui possede un certain
type de singularités. Ainsi en se basant sur ce qui
précede, nous considérons un espace-temps Y16
a sept dimensions le long duquel sont implantées
des singularités ADE. Alors comme nous venons
de le constater auparavant dans le contexte de la
dualité & D = 7, la description de la physique
de la théorie-M au voisinage de Y s’effectue en
terme de la théorie de super Yang-Mills avec un
groupe de jauge déterminé par le type de singu-
larité donné. Par conséquent il est clair & présent
que la réalisation de la physique de la théorie-
M compactifiée vers quatre dimensions, revient
I’étude de la dynamique de la théorie de jauge dans
I'espace W x R!% en absence de la gravité® 1718,
Au voisinage de cet espace qui n’est autre que Y,
la variété X d’holonomie Go admet la réalisation:

X =C?/Tape x W (4.14)
ou W caractérise une variété de dimension trois
réelle sur laquelle les singularités ADE sont lo-
calisées.

1. Spectre a quatre dimensions

Avant d’aborder le spectre & quatre dimensions,
commencons en premier lieu par préciser qu’a sept
dimensions, le groupe de symétrie global de la
théorie de super Yang-Mills provenant de la corde
hétérotique sur T° est SO(3) x SO(1,6). Le pre-
mier facteur présente la R-symétrie tandis que le
second n’est autre que le groupe de Lorentz.
Dans la représentation adjointe du groupe de
jauge, les champs de la théorie se transforme
comme suit:

Les champs de jauge — (1,7)
Les scalaires — (3,1)

Les fermions — (2, 8). (4.15)

De plus, les 16 supercharges se transforment aussi,

16 —> (2,8). (4.16)
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Pour W arbitraire, le groupe de symétrie dans W x
R!? se brise en

S0(3) x SO(3) x SO(1,3). (4.17)
SO(3)' est le groupe de structure du fibré tangent
a W, alors que SO(3) agit sur la fibre normale &
W dans X. Dans ce cas a quatre dimensions, les
charges supersymétriques se transforment en:

(2,2,2) + (2,2,2). (4.18)

Pour D = 4, la physique est décrite par une théorie
de jauge qui n’est pas supersymétrique puisque W
est une variété courbée de dimension 3. Mais lo-
calement, pour que C?/T 4pg soit d’holonomie G2
il faut que cette théorie soit supersymétrique. En
effet ceci apparait clairement lorsque nous traitons
la structure-Gy. Pour cette raison, considérons
tout d’abord la structure SU(2) de C? /T apg. Cet
espace & quatre dimensions et d’holonomie SU(2)
est une variété hyper-kahlérienne qui admet trois
2-formes w; paralleles. Celles-ci se transforment
localement sous I’action de SO(3). Ainsi dans C?,
ces 2-formes sont explicitement données par:

w1 + iws = du A dv

wy = %du/\dﬂ+dv/‘\ dv (4.19)
et sont préservées par I'apg.

D’autre part, ’espace des modules des métriques
d’holonomie SU (2) coincide avec ’espace des mod-
ules de la théorie de jauge possédant I’action SO(3)
(voir (3.1)). Pour cette raison, le groupe de rota-
tion des 2-formes est identifié avec le facteur SO(3)
de la théorie de jauge a sept dimensions.

Par ailleurs dans un repere plat e; de W, la
structure-Gz de C?/T apg prend la forme:

%wi A ejéij +e1 Nex Aes.
Cette formule est invariante par SO(3) & condi-
tion que ce groupe agit sur les e; de la méme fagon
qu’il agisse sur les w;. Cependant, SO(3)" agit aussi
sur les e; puisqu’il est le groupe de structure du
fibré tangent de W. Ainsi il doit étre identifié avec
SO(3) afin que C?/Tapr admette une métrique
d’holonomie Gs.

Cette identification suscite la brisure des symétries
en sous-groupe diagonal SO(3)" des deux SO(3),
incitant la théorie & quatre dimensions & étre su-
persymétrique. Apres cette brisure, le groupe de
symétrie devient:

S0(3)" x SO(1,3)

p= (4.20)

(4.21)

Dans ce cas, les champs se transforment comme
suit:
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Les champs de jauge — (3,1) + (1,4)
Les trois scalaires — (3, 1).
Les supercharges — (1,2) + (3,2) + cc.
De méme les fermions — (1,2) + (3,2) + cc. (4.22)

Ainsi les champs scalaires, sous le groupe de
Lorentz & D = 4, forment deux copies de la
représentation 3 de SO(3)”, autrement deux 1-
formes de W. A cet égard, ils sont précisément
au nombre de b1 (W). De plus leurs superparte-
naires sont les (3,2) + cc fermions. Ensemble,
ces scalaires et ces fermions fournissent le contenu
de b (W) supermultiplets chiraux. Cependant, le
champ (1,4) donne un champ de jauge & quatre
dimensions dont les partenaires supersymétriques
sont évidemment les fermions qui se transforment
comme (1,2) + cc. Or puisque X est d’holonomie
G, alors la variété compacte W doit vérifier la
condition b (W) = 0. Par conséquent, & quatre di-
mensions la physique de la théorie-M au voisinage
des singularités ADFE est décrite par la théorie de
super Yang-Mills A/ = 1 pure.

D. Matiére chirale via la dualité avec la corde
hétérotique

A ce stade nous avons montré que les singu-
larités orbifold ADE de la variété d’holonomie
G permettent d’avoir une théorie avec un groupe
de jauge non abélien. Mais ceci reste insuffisant
surtout que notre but majeur consiste & obtenir
un modele de physique des particules. Ce dernier
exige la présence de la matiere chirale chargée sous
les symétries de jauge dans le spectre & quatre di-
mensions. Le type des singularités les plus sim-
ples fournissant de la matiere chirale sont les sin-
gularités coniques®17.

Dans notre cas, la métrique conique prend la
forme:

ds® = dr* +r’g(Y) (4.23)
ou g(Y) n’est autre que la métrique de la variété
Y qui est compacte de dimension six. Par suite la
variété X possédant cette métrique, est vue comme
un cone sur Y. De plus elle dispose d’une singularité
a Vorigine pour r = 0. Pour ce type de singularité,
le spectre de la théorie-M & D = 4 contient bien
de la matiere chirale.

1l est clair & présent que notre objectif consiste &
construire de fagon explicite des variétés avec sin-
gularités coniques. Pour cette raison, nous allons
une fois encore profiter des avantages de la dualité
3 sept dimensions avec la corde hétérotique sur T
que nous avons déja traité précédemment.
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La corde hétérotique compactifiée sur une
variété de Calabi-Yau Z de dimension trois com-
plexe, donne la matiere chirale dans son spectre a
quatre dimensions'?-2%. De plus, selon un résultat
de Strominger, Yau et Zaslow Z posséde la pro-
priété de la symétrie miroir si elle est réalisée
comme une fibration T (avec singularités et mon-
odromies) sur une base W (dans une limite de
son espace des modules)?'. Ainsi, en utilisant
au niveau de chaque fibre T2 la dualité entre la
corde hétérotique sur T2 et la théorie-M sur K3,
nous déduisons grace a ’argument adiabatique que
la corde hétérotique sur Z est équivalente & la
théorie-M sur une variété X de dimension sept.
Cette variété X n’est autre qu’une fibration K3 sur
la méme base W (avec singularités et monodromies
) et ayant une holonomie Go.

Dans ce cas:

théorie-M  hétérotique

K3 xW T3 x W

(4.24)

Utilisons ce résultat afin de détérminer dans X
le type de singularité suscitant de la matiere chi-
rale. Pour cette raison supposons que la corde
hétérotique sur Z possede une symétrie de jauge
non brisée notée G et qui est simplement lacée.
Alors dans le contexte de X, ceci signifie que
chaque fibre K3 possede une singularité de type
G et que, la famille des singularités dans X est
paramétrisée par la base W.

Ainsi deux cas se distinguent:

1. Si ’espace normal a W, qui est réguliére, est
une famille des singularités de G variant de
facon réguliere, alors dans ce cas la théorie
a basse énergie est une théorie de jauge sur
R!3 x W sans matiere chirale.

2. En g’intéressant au cas ot W est plutot sin-
guliere, dans ce cas I’existence des multiplets
chiraux est garantit par les singularités de la
base.

Dans le but de déterminer le type de ces sin-
gularités, nous utilisons la dualité avec la corde
hétérotique. En particulier, plagons-nous & titre
d’exemple dans le cas de la corde hétérotique
Es x Eg et ou G = SU(5) est sous-groupe de 'un
des Eg8. Ce modele contient de la matiére chirale
dans la représentation 5 et 10 du groupe SU(5).
Etudions cet exemple spécifique de prés.

1. FEtude en language de la corde hétérotique

Soit ’exemple de la représentation 5. Le com-
mutant de SU(5) dans FEg est une deuxiéme copie
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de SU(5) notée SU(5)". Or, puisque SU(5) est non
brisé, le groupe de structure du fibré de jauge E de
Z seréduit de Fg 4 SU(5)". De plus, la partie de la
représentation adjointe de Eg qui se transforme en
5 sous SU(5), se transforme en 10 sous SU(5) :

Es — SU(5) x SU(5)’

partie de 248 — (5,10). (4.25)

D’autre part, le chiral non massif 5 de SU(5)
s’obtient grace a l’équation de Dirac dans Z a
valeurs dans 10 de SU(5)". Effectivement, pour
SU(5) non brisé, ses représentations non massives
5 sont fournit par les zéros modes de I’équation de
Dirac.

Par conséquent, dans le cas des fibres T2 de rayon
&, avec £ tres petit, la résolution de I’équation de
Dirac s’effectue en deux étapes:

1. Le long de la fibre.

2. Le long de la base.
Autrement dit, 'opérateur de Dirac D s’écrit:

D =Dy + Dy (4.26)
ou Dy est 'opérateur de Dirac le long de la fibre,
par contre Dy, est 'opérateur de Dirac le long de
la base. .

La valeur propre de Dr entraine un terme de
"masse” effectif dans ’équation de Dirac dans W.
Dans le cas des fibres génériques de Z — W, les
zéros modes sont localisés au voisinage des points
de W sur lesquels Dy admet un zéro mode. En
limitant Pétude & une seule fibre T3, le SU(5)’
de E est décrit comme fibré plat avec des mon-
odromies autour des trois directions du tore. Par
ailleurs au-dessus de quelques points P de W, un
zéro mode de Dy surgit précisément si les mon-
odromies dans la fibre sont tous triviales pour cer-
tains vecteurs de la représentation 10. Ceci signifie
que les monodromies du sous-groupe SU (5)' lais-
sent ces vecteurs fixes.

Si 10 est représentée par une matrice anti-
symétrique (5,5) que nous notons B¥ avec i,j =
1,...,5, alors le vecteur invariant par la mon-
odromie correspond & une matrice B ayant
quelques éléments non nuls. Il est clair & présent
que le sous-groupe de SU (5)I sous lequel B est in-
variant, est un sous-groupe de SU(2) x SU(3) (tel
que SU(2) agit sur les coordonnées dont 7,5 = 1,2,
cependant SU(3) agit sur 4,j = 3,4, 5).
Particulierement, nous choisissons une base qui di-
agonalise les monodromies au voisinage de P et
qui d’autre part, entrave B2 3 étre le seul élément
non nul de la matrice B. Dans ce cas, le sous-
groupe de SU(5) laissant B fixe est exactement
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SU(2) x SU(3). Or, le commutant de ce dernier
dans Eg n’est autre que SU(6). Ainsi, nous distin-
guons deux cas:

Au dessus du point P:

1. Les monodromies commutent non seulement
avec SU(5) mais aussi avec SU(6).

2. Les monodromies attribuent de grandes
masses a tout les modes de Eg excepté ceux
de la représentation adjointe de SU(6).

3. Le groupe de jauge se restreint & SU(6) au
lieu de Fg.

Loin du point P:

1. Les monodromies brisent SU(6) en SU(5) x
U(1).

Par conséquent, réduire l’étude de Es & SU(6)
revient & considérer U(1) comme fibré de jauge
plutét que SU(5) .

Autrement,

implique que: SU(5) — U(1), (4.27)
surtout que U(1) est le second facteur dans
SU((5) x U(1) C SU(6).

Or dire que SU(6) est non brisé au dessus de P
pour la corde hétérotique, signifie dans le con-
texte de la théorie-M que la fibre sur P possede
une singularité SU(6). Par contre la non-brisure
de SU(5) x U(1) loin de P, s’explique au niveau
de la théorie-M par le fait que la fibre générique
contient seulement la singularité SU(5) au lieu de
SU(6). Et de plus le U(1) non brisé est porté par
la 3-forme C' de la théorie-M.

En conclusion, la matiére chirale provenant de la
corde hétérotique sur Z est localisée aux points P
de W ot les monodromies dans les fibres T sont
triviales.

Nous allons compléter cette étude par passage a la
théorie-M dans ce qui suit.

2. Etude en language de la théorie-M

Avant de reprendre la description faite dans
le cadre de la théorie-M sur wune variété
X d’holonomie G, commencons tout d’abord
par traiter brievement le cas de l'ingénierie
géométrique de la matiere chargée pour type ITA
sur une Calabi-Yau de dimension trois complexe?2.
Cette variété notée R est réalisée comme une fibre
K3 sur une base QI de sorte que:
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1. Sur un point distingué P € Q' la singularité
est de type G.

2. Sur un point générique de Q’, cette singu-
larité est remplacée par une de type G ou:

rang@ =1+ rangG (4.28)

AA ce niveau, nous restreignons notre étude a
G = SU(6) et G = SU(5) puisque c’est le cas que
nous avons déja traité dans le cadre de la corde
hétérotique.

La singularité SU(6) est décrite par I’équation:

zy = 25 (4.29)

Or, son dépliement dépend de cinq parametres
complexes et s’écrit:
zy = 2% + Py(2) (4.30)

ol P(z) est un polynoéme quartique en z.
Dans le but de déformer la singularité SU(6) en
retenant la singularité SU(5), le polyndéme 2® +
Py(z) doit avoir une racine du 5°™¢ ordre. Sous
cette condition, la déformation prend la forme:

zy = (2 + 5e)(z — ¢)° (4.31)
ol € est un parametre complexe de la base Q'.
En plus du fait qu’elle décrit le dépliement par-
tiel de la singularité SU(6), cette équation (4.31)
donne aussi la structure complexe de I’espace total
R.
Dans la suite, nous allons prolonger cette étude a la
variété X d’holonomie Gs qui nous intéresse!®:20,
Dans ce cas, la construction est similaire & la seule
différence, est d’aborder la singularité SU(6) en
tant qu’une variété hyperkahlérienne au lieu de
complexe comme est le cas pour cet exemple de
R. Pour cette raison, chaque parametre complexe
de P, doit étre accompagné par un parametre
réel qui contrdle ’aire d’un diviseur exception-
nel lors de la déformation de la singularité. Par
conséquent, les parametres ne sont plus cing com-
plexes mais plutot une famille de cing triplets de
parametres réels. L’espace des parametres de cette
déformation n’est autre que W et I'espace total est
la variété singuliere d’holonomie G- dont la singu-
larité produit la matiere chirale.
A ce niveau, il est évident de se demander com-
ment sera le dépliement dans ce cas?

Afin de mieux illustrer cette idée, nous fer-
ons recours & la description de Kronheimer du
dépliement via le quotient hyperkahlérien. De plus,
au lieu de limiter I’étude comme nous ’avons fait
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jusqu’ad présent & la singularité SU(6), nous al-
lons plut6t généraliser 1’analyse en considérant le
dépliement de SU(N + 1) qui garde la singularité
SU(N).

Ce nouveau dépliement est appelé dépliement hy-
perkahlérien, de plus il s’obtient en prenant un
systeme de N + 1 hypermultiplets ¢g,01, ---,0N
avec une action de K = U(1)". Sous le i*™ U(1)
(oui=1,...,N), ¢; ala charge 1 et ¢;_; porte la
charge —1 par contre tout les autres sont neutres.
Ainsi ces hypermultiplets paramétrisent le produit
de N +1 copies de R* que nous notons HY*! pour
H~ R

Par ailleurs, le quotient hyperkahlérien de ce HV+1
par K se définit en deux étapes:

1. En posant les B—champs égaux a zéro.
2. En divisant par K.

Ce qoutient est alors noté par HY 11/ /K et il est
isomorphe & H/Z 41 de singularité SU(N + 1).
En global, le dépliement contient 3N parameétres
puisque ﬁ possede pour chaque U(1) trois com-
posantes dont le groupe de rotation est SU(2) (R-
symétrie). D’autre part, le dépliement partiel de
SU(N +1), tout en retenons la singularité SU(N),
s’obtient alors:

1. En imposant aux 3(N — 1) parametres & étre
égaux a zéro.

2. En laissant les trois parametres qui restent
varier. Notons que ces trois ne sont autre
que les valeurs de B pour I'un des U(1).

Pour effectuer cette procédure, commencons
d’abord par réaliser K comme

K=K xU(Q) (4.32)

ott U(1)" est 'un des facteurs choisis de K
U(1)N. Ensuite, prenons le quotient hyper-
kahlérien de HN*! par K' pour avoir une variété
hyperkahlérienne de dimension 8 notée:

X=HVt//K". (4.33)
Apres, considérons le quotient ordinaire et non pas
le quotient hyperkahlérien de X par U(1)". Ce quo-
tient va nous fournir la variété X de dimension sept
qui admet pour groupe d’holonomie, le groupe Ga:

X=X/UQ) (4.34)

De plus, afin d’identifier les groupes d’action
sur H et H , paramétrisons H et H respective-
ment par les paires des variables complexes (a,b)
et (a',b').

Alors:
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1. L’action de Z sur H :

a

(5

2. L’action de U(1)', commutant avec Zy et
préservant la structure hyperkahlérienne, est:

e sur H
a eva
( b > — ( e > (4.36)
esur H
! —i ot
( Z/ ) - ( eewbcll ) (4.37)

Enfin, en posant
A=e
o1=a etoys =1
o3 =aetoy =Db, (4.38)
le quotient (H/ZN X H') JU(1)" peut étre décrit
grace a ces quatre variables complexes modulo
I’équivalence:

(01702703704) —

(/\Nal,)\N02,)\a3,)\a4)
BN 1.

(4.39)

Ce quotient nous décrit alors un coéne sur l’espace
projectif pondéré WCP?V, N

Par conséquent, nous déduisons que la variété
d’holonomie Gs que nous cherchons est réalisée
en tant qu’un céne sur ’espace projectif pondéré.
De plus, étant donné que WCP?\,’ N, dispose
d’une famille de singularités Ay _1 aux points
(w1,w2,0,0), qui apparait clairement en posant
A = e~ , alors notre variété posséde bien & son
tour une famille de singularités An_.

V. CONCLUSION

Loin de chercher ’exhaustivité, ce travail a tenté
d’introduire la théorie-M qui est envisagée suscep-
tible d’unifier les cinq modeles des théories des su-
percordes, différentes dans leurs descriptions per-
turbatives faiblement couplées.

Nous avons également essayé de montrer dans ce
papier, que la compactification de la théorie-M, su-
pergravité a onze dimensions avec 32 supercharges,
sur une variété de dimension sept et d’holonomie
G, fournit une théorie & quatre dimensions de su-
persymétrie N' = 1.

Nous avons enfin procédé a ’étude de deux cas:



Lalla Btissam Drissi

1. D’une part, lorsque X était réguliere,
I’analyse de Kaluza-Klein des champs & onze
dimensions nous a produit & quatre dimen-
sions, une théorie de supergravité N' = 1
couplée & by (X) multiplets vectoriels abéliens
et b3(X) multiplets chiraux.

2. D’autre part, dans le cas ou X possédait un
certain type de singularités, la dynamique a
basse énergie a été décrite par une théorie de
jauge non abélienne couplée a de la matiere
chirale. En particulier, les symétries de
jauge non abéliennes locales ont été obtenues
quand X a été réalisée comme une K3 fi-
bration sur une base de dimension trois.
Tandis que des singularités additionnelles,
plus précisément, les singularités coniques de
codimension sept dans X nous ont fournit de
la matiere chirale.

N
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