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Abstract

Dans cette revue, on se propose d’étudier une catégorie de systémes hamiltoniens
complétement intégrables connus sous le nom de systémes de Calogero-Moser. De tels
systémes sont constitués d’un nombre fini de particules ponctuelles identiques se mouvant
sur une ligne et soumises & des potentiels d’interactions coulombiens ou harmoniques.
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INTRODUCTION GENERALE

L’objet de la mécanique hamiltonienne est
la description des systémes mécaniques en termes
de coordonnées généralisées ¢; et leurs moments
p;- Bien que la formulation hamiltonienne de la
mécanique classique contienne la méme informa-
tion physique que la formulation lagrangienne, elle
se préte mieux & la formulation de la mécanique
quantique non relativiste, de la mécanique statis-
tique, de la théorie des perturbations, .... Un con-
cept central en mécanique hamiltonienne est celui
de systemes complétement intégrables.

Les systemes hamiltoniens completement
integrables sont tres rares dans la nature. La
moindre perturbation d’un tel systeme détruit la
plupart du temps son caractere intégrable. Leur
rareté les rend d’autant plus précieux, puisque c’est
bien souvent eux qui nous permettent de tester
la validité des lois fondamentales de la physique.
Ainsi, beaucoup de systémes réalistes peuvent étre
percus comme une petite perturbation d’un cas
intégrable.
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Depuis peu de temps, un regain d’intérét con-
sidérable s’est manifesté pour 1’étude des systemes
hamiltoniens complétement intégrables et ceci
grace & la découverte de certaines équations aux
dérivées partielles non-linéaires de la physique des
fluides, des plasmas, ..., qui peuvent étre vus
comme des systémes hamiltoniens complétement
intégrables & un nombre infini de degrés de lib-
erté. Cette physique qualifiée de non-linéaire
se développe de plus en plus. Son objet
est varié, il comprend la turbulence hydrody-
namique, la cinétique chimique, I’étude des circuits
électroniques, ....

Il est donc logique de se poser la question suiv-
ante: Comment ces équations qui paraissent bien
compliquées peuvent-elles faire 'objet d’une étude
commune?

En effet, une analyse attentive a montré que
I’évolution temporelle des systemes considérés
les rend semblables et permet d’unifier leur
étude. Cette similitude résulte d’une théorie
mathématique profonde: la théorie moderne
des systemes non linéaires, ou plus précisément
la théorie quantique des systemes dynamiques
différentiables.

Notre travail se propose d’étudier une catégorie de
systemes hamiltoniens complétement intégrables
connus sous le nom de systémes de Calogero. De
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tels systemes sont constitués d’'un nombre fini de
particules ponctuelles identiques se mouvant sur
une ligne et soumises & des potentiels d’interactions
coulombiens ou harmoniques.
Cette étude se compose de quatre sections:

1-La méthode de projection de Olshanetsky et
Perelomov (O-P)[1,2,3]:
Cette méthode de projection qui s’applique a
d’autres problemes physiques est manipulée dans
les systemes de Calogero pour déterminer explicite-
ment les opérateurs de Lax L et M qui vont servir
a la justification de l'intégrabilité. Elle nous con-
duira aussi & ’écriture de ’expression explicite de
Phamiltonien H (connaissance des constantes de
couplage).

2-L’intégrabilité des systemes de Calogero:
Ayant obtenu les expressions explicites de H, M,
et L, on applique le théoréme de Liouville pour
calculer les quantités conservées Cy, = TrL* ; k =
1,2... . On montre que ces quantités conservées
sont en involution, ce qui justifie I'intégrabilité du
systéme (théoreme de Liouville) [4,5].

3- L’étude quantique des systemes de Calogero:
Sachant
que notre systeme est completement intégrable
(vérifie le théoreme de Liouville), on peut donc
résoudre ’équation de Schrodinger Hy = Ev .
Une telle résolution analytique nécessite des ap-
proximations (justifiées) qui seront introduites aux
moments utiles. L’approximation fondamentale
est la séparation des variables. Le systeme sera
donc connu, par la détermination de son spectre
d’énergie FE, et les états associés 1),. Nous ver-
rons que nous serons confrontés a des difficultés
de résolution générale d’équations différentielles;
chose qui nous obligera & faire appel & des moyens
algébriques.

4-1’approche algébrique des interactions de type
x? + i
Dans I’étude quantique, la séparation des variables
était nécessaire pour pouvoir résoudre I’équation
de Schrodinger. Pour expliciter les états propres,
nous utiliserons la méthode algébrique basée sur
les opérateurs de création B, et d’annihilation B,
[6].

Cette étude se fera en deux étapes :
-Dans un premier temps, nous traiterons le cas
d’une seule particule.
-Dans une seconde étape, nous passerons a la
généralisation de N particules.
L’outil mathématique nécessaire & cette étude est
basé sur les opérateurs pseudo-différentiels [5] et
les algebres de Lie de dimension finie [7].
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I. PROJECTION DE OLSHANETSKY ET
PERELOMOV

A. Introduction

Considérons, dans un espace de dimension finie,
un systeme composé de N particules ponctuelles et
décrit par un hamiltonien classique de la forme:

1
pP+V

H(p,q) = 5 (9),

avec ¢(t) = (qi(t),-,qn(t)) et p(t)
(p1(t), ..., pn (1))

Naturellement, la connaissance de q(t) est déduite
de la résolution des équations différentielles ordi-
naires § = —VV (g¢(t)), sachant le potentiel V(q) et
les conditions initiales ¢(0) = a,¢(0) = p(0) = b.
Malheureusement, il se trouve qu’il est impossible
de déterminer q(t) analytiquement dans la plupart
des situations. De plus, il faut distinguer entre
les cas ou il est possible d’écrire q(t) explicite-
ment en termes de fonctions connues et les cas ou
I’on obtient ces solutions & I’aide des opérations
algébriques, d’évaluation d’intégrales de fonctions
connues,.... Déja, on a établi la derniere possibilité
(ou la solution est obtenue par la méthode des
quadratures) pour qu’elle soit la conséquence de
Pexistence d’un nombre important de fonctions (&
variables q et p) qui sont indépendantes et qui com-
mutent entre elles au sens de poisson (Intégrabilité
de Liouville) [4,5]. Toutefois, il est rare que ces so-
lutions conviennent en pratique.

q(t)

B. Projection O-P

Dans le but de construire des exemples non trivi-
aux dont les solutions des équations de mouvement
peuvent étre obtenues directement, nous allons
tenter de trouver des systémes ol la dynamique
compliquée est juste le résultat de la projection
(non linéaire) sur 1'une des parties indépendantes
subdivisant le grand systéme [1,2,3].

Pour illustrer cette possibilité, considérons la
matrice hermitique X(t) d’ordre N x N et qui est
définie par:

X(t)

UHQMU (1),

a1(¢)

0
q2(t)

Q(t) (1.1)

0 an(t)

ol U est une matrice unitaire quelconque; ce qui
revient a diagonaliser X pour tout t. Dans ce cas,
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la méthode de projection de Olshanetsky et Perelo-
mov [1] consiste & prescrire certaines dynamiques
simples de X(t) que nous allons essayer de manip-
uler dans trois exemples.

C. Exemples

Exemple 1: Dans cet exemple, on prend:

X(t) =0

c’est & dire le mouvement de chaque particule est
rectiligne uniforme. Et alorson a: X (t) = at+b;
a et b sont déterminées par les conditions initiales.
En effet, on a :

X(0)=a(0)+b=>b=

(1.2)

X (0) et donc :

X(t) = X(0)t + X(0) (1.3)

Alors, nous allons analyser les variations de Q(t)
dans le temps. Les g;(t), interprétés comme étant
les positions de N particules en mouvement sur
une ligne, sont évidemment les valeurs propres de
X (t) = X(0)t + X(0).

D’autre part, (1.1) et (1.2) impliquent aussi la dy-
namique de Q.

Effectivement, on revient 3 ’expression déja définie

on la dérive par rapport au temps, on aura:
X =ULU™"
Avec L la matrice définie par
=[U~'U,Q]+Q (1.4)

On dérive (2.6) par rapport au temps et on obtient
I’équation suivante:

dotX = U([M, L]+ LU !
ou M est la matrice ayant I’expression:
M=U"'U

Et puisque le systeme esr supposé isolé,
c’est a dire:
X=0
on aura ’équation différentielle::
=[L, M) (1.5)

Une telle équation est connue sous le nom de
Péquation de Lax [4,11]. L et M forment la paire
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de Lax .
Propriétés:

LY=L Xt=X, M*=-M
X (t)] = cte

Remarquons au passage que C est une quantité
conservée.

A Taide de (1.4) et (1.5) et apres séparation des
parties diagonales et antidiagonales, on obtient:

C = [X(1), ct=-C

(L.6)

Gi(t) = — Z 2M Myi(qi — qr) (1.7)
ki
Mij(gi — ¢5) + 2M;5(¢i — d;)
= M My(gi + g5 — 24x) (1.8)
k

Essayons de trouver M(t) en prenant des choix
spéciaux de C.

Pour cela, commengons par supposer que X(0) est
diagonale, c’est & dire:

U©0) =1 (1.9)
Ce qui implique que :
X0)=QO ;  X(0)=L(0)
Ainsi:
Cz] = [X( )s (t)]u = cte
= [X(0), X(0));; —[ (0), L(0)]:;
= Zsz Lk] Zsz Qk]
k
= Qii(0)Li;(0) — Li; (0 )ij( )
= ¢i(0)L;;(0) — Li;(0)g;(0)
= (¢:(0) — ¢;(0))L4;(0)
d’ou:
Lij(0) = ——4 (1.10)

(2:(0) — ¢;(0))
Remarquons que:
Cii(t) = C3i(0) =0
Par ailleurs, on a pour tout t:
L = ZMikaj - Z QirMyj + Qij
k k
= Mij(q; — @) + Qi
= 0ij4j + Mij(¢; — @)

c’est & dire:
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Lij(t) = 634 (0) — (@(t) — ;)M (1) (L11) o= =% _ap - apy +
Dot (g — CIJ)
ou: Cz Chs
> e e @t e —2a) (L17)
Li(0) = ¢:(0) R DRC D)
ol i # j et ), désigne la somme sur tous les k
Li;(0) = —(gi(0) — ¢;(0)) Mix;(0) telleque : k#iet k#j
Posons:
Et alors:
—Li;(0) Cjr = ig(1 — &jk) (1.18)
Mizi(0) = 5= —G)) \
(¢:(0) — ¢;(0)) ol g est la constante de couplage.
Et en tenant compte de (1.10) on aura: On po.rte (1.18) dans (1.17), et apreés calcul, on
trouve:
M;;(0) = N (1.12)
T @0 = ;(0))2 ' Mjj=i9) =y (1.19)

k#]

on généralise la formule ci-dessus pour t quel-
conque en posant: Le fait que (1.19) soit une solution de (1.17)

signifie que le systéme classique de N particules

Misi(t) = =Cyj (1.13) ponctuelles qui est gouverné par ’hamiltonien:

i#i\t) = 77— 7a . 1 1

T (@) — 45(8))? H = (S + 0T gagy) ot
completement intégrable.

Donc (1.11) devient: Exemple 2:

Considérons une autre équation d’évolution

Cij (1.14) donnée par:

(¢:(t) — ¢;(1))

En portant (1.13) dans (1.7), on aura:

Lij(t) = 0i54;(t) +
X(t)+w?X(t) =0 (1.20)

C’est ’équation d’un oscillateur libre.

-2 Z ’k C’" 5 (1.15)  L’étude faite dans 'exemple 1 peut étre manipulée
(1)) dans ce cas, en effet;
Posons:
Ensuite, on identifie (1.15) avec § = —VV (q), ce
qui nous conduit & une équation différentielle sim- X =UQU™1,
ple en V dont la solution est:
1 C;i;iCii M=U"'U,
V(q) = _5 ( 11 ‘”)2
ity qi — 4k
= M, +
puis on porte 'expression de V(q) dans H pour M1 Q]
obtenir enfin: On aura:
H= Z Z C“Cﬂ (116) X =U(M, L+ LU = —w’X = —’UQU™"
— qx)?
7 (1.21)

Signalons que H est ’hamiltonien d’un systeme a

N particules se mouvant sur une ligne et dont les

équations de mouvement sont données par (1.15).
Revenons a I’équation (1.8):

C’est & dire que:

Q+[M,Q) =L =[L,M]-wQ

. = [ ) ] [[Ma Q]; ] - '11)2Q (122)
M;j(qi — q5) +2M;5(di — 45)

D’ou:
= My M;(gi + g5 — 2q1) )
k [[M,Q],M]+[Q,M]—U)2Q
on dérive (1.13) et on remplace dans (1.8); celle-ci =Q+[M,Q]+[M,Q] (1.23)

devient:
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Si on choisit M comme une matrice dont les valeurs
propres sont fonctions de ¢;(t) comme avant (voir
(1.13)-(1.19)), on trouve que:

[M, Q] +2[M,Q] =0
qu’on porte dans (1.23) et Pon déduit que:

Q= [[Ma Q]aM] - (1.24)
On voit bien que [[M, Q], M| est purement diago-
nale. Cela veut dire que les valeurs propres g;(t)
de X (t) (données par(1.21)) se développent dans le
temps juste comme des positions de N particules
sur une ligne dont la dynamique est gouvernée par
I’hamiltonien:

= %(pr
+92 Z

z#J

+w2Zq

(1.25)

Exemple 3:

Concluons ce paragraphe par ’étude d’un autre
type de projection (qul va mener aux potentiels
couplés proportionnels & m) [1] :
Considérons la matrice X hermitique, définie pos-
itive et de déterminant égal a un.

A cause de la positivité de ses valeurs propres, il est
pratique d’écrire sa diagonalisation sous la forme:

X(t) = Ut)e>*COUu—1(t) (1.26)
avec:
Q(t) = diag(q1(t), -, an (t)) (1.27)
En dérivant (1.26) on trouve:
X(t) = U(t) [ [M,e?0)]
+ 2a Q(t) e2*M UL(t) (1.28)
avec:

M=U"U

La contrainte est qu’on ne peut pas considérer
X = 0 dans ce cas, puisque le développement li-
bre des éléments individuels (non couplés) de ma-
trice, détruit la défini-positivité de X. Ce qui cor-
respond au mouvement libre dans 'espace des ma-
trices définies positives (3 déterminant unité) est
Péquation [1]:

d, oo ve ool
— (X' X+ XX

i H=o0 (1.29)

Dont la solution est:
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X(t) = Be*'B* (1.30)
Avec:
B € SL(N,C),
AT = A, TrA=0

Notons que X est en effet définie positive. _
Par analogie avec: X = ULU~!(dans le cas X = 0),
on définit L(t)par:

4aULOU =X X+ XX t=J (131
En portant (1.26) et (1.28) dans (1.31) on aura:
L(t)=Q
+4:1—a[e_2aQMe2aC’2 — 2@ Me7279 (1.32)

avec:
M=U"U

En dérivant (1.31) et en tenant compte de (1.29),
on obtient I’équation de Lax suivante:

= [L, M]

Les facteurs en a (et +) sont choisis de telle sorte
que L(t) (équation (1.32)) se rameéne &: L(t) =
Q+[M, Q] (comme il a été défini dans (1.4)) quand
a — 0. Encore nous pouvons essayer d’utiliser les
quantités conservées pour trouver L et M en termes
de ¢;(t) et les conditions initiales .

Pour le cas spécial de B = €@ (X(0) diagonal,
U(0) = 1) on trouve [1] :

Li;(t) = 6i54:(t)
+iag cothla(g;(t) — q;(t))](1 — &;;) (1.33)

comme un choix consistent pour L, et les équations
correspondantes & ’hamiltonien:

- 1 9 1N(N— 1) 9 9
H=gTrl” - g——F—ay
ey s
2 i=1 ' i#] sinh” (a(qi - qj)) .

vont étre accomplies & I’aide des valeurs propres de
la matrice:

X(t) = £3Q(0) ,2At ,aQ(0) (1.35)
ou:
1
s s 201 o
Ajr a6_]kq.](0) +ia”(1 6]k)slnha( P — k)
(1.36)

En conclusion, nous avons traité dans cette section
trois exemples. Pour chacun d’eux, nous avons pu
déterminer la paire de Lax (L,M) ainsi que la forme
explicite de I'hamiltonien H. L’expression de L sera
utilisée dans le paragraphe suivant pour trouver les
quantités conservées.
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II. INTEGRABILITE DES SYSTEMES DE
CALOGERO

A. Définition et conséquences
1. Définition d’un systéme de Calogero

Le modeéle de Calogero décrit un systeme de
N particules ponctuelles identiques (de méme
masse) se déplagant sur une ligne et dont ’énergie
d’interaction est composée d’une partie coulombi-
enne et une autre harmonique. Nous allons voir
que le modele est completement intégrable dans
les cas classique et quantique. Signalons que le
modele et ses différents descendants (connus sous le
nom des systémes de Calogero-Sutherland-Moser)
[9] sont connectés avec un nombre de problémes
physiques tels que la gravité, la physique des trous
noires, la physique de la matiere condensée,.... La
structure algébrique du modele de Calogero [10],
étudiée par le biais de la théorie des groupes, a été
reconsidérée récemment par certains auteurs dans
le cadre de l'algebre des permutations. Cette ap-
proche d’opérateurs permet de donner une expres-
sion explicite des fonctions d’ondes.

2. Remarque

Dans ce section, nous allons nous intéresser aux
systemes de Calogero ou I’énergie d’oscillation est
négligée, ce qui se traduit par ’hamiltonien (ex-
plicité au premier paragraphe):

sz+922

Z#J

3. Rappels (équation de Laz)

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que
si on définit une matrice L d’ordre N x N comme
suit:

Ljj =p;
ig
q; — 4k

Ljg = (2.1)

on peut écrire les équations de mouvements corre-
spondantes a I’hamiltonien:

sz+922

z#]

mae (2.2)

sous la forme de I’équation de Lax suivante:
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= [L, M] (2.3)
ou M est donnée par:
=i9) s
l;é] QJ @)?
Mz = —"— 24
J# (Qj — (Ik)2 ( )

B. Quantités conservées et leur utilité
1. Quantités conservées

L’observation cruciale, faite par P.Lax [11]
(dans le contexte des équations différentielles par-
tielles non linéaires, c’est & dire des opérateurs
différentiels, plutét que des matrices de dimen-
sion finie) est que toute équation de type (2.3),
indépendante de la nature de la forme spécifique
de L et M, implique 1ex1stence d’une infinité de
quantités conservées Cj, (4ex & = 0) définies par:

Ce =TrLF  k=1,2,.. (2.5)
L’existence de ces constantes de mouvements sim-
plifie certainement la dynamique. De plus, siles Cj,
commutent au sens de poisson, on peut en principe
les prendre comme des nouveaux moments:

P, =Cy k=1,2,.,N (2.6)
avec les nouvelles coordonnées @ choisies telle
que la transformation qui donne les variables Q
et P soit canonique; les équations de mouvements
(écrites a l’aide des nouvelles variables) deviennent

triviales:

O0H

P,=0 e = — 2.7

& Q P, (2.7)
Notons au passage que dans la plupart des cas
(comme pour(2.2)), Cy = 2H (& des constantes

numériques prés ), ainsi la solution de (2.7) sera:

1

QQ = §t + d2:
Q2 = di, (P = const pour tout k) (2.8)
avec les dj des constantes numériques.
Ainsi,
le mouvement (ou ’évolution) est complétement
exprimé en termes des variables (P, Q) appelées
variables action-angle [12].
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2. Critére d’intégrabilité

Théoréme de Liouville [4,5]

Un systeme hamiltonien ayant un espace de
phases de dimension 2N est intégrable par la
méthode des quadratures si et seulement s’il admet
exactement N fonctions quantités conservées C;
i=1,2,...,N; indépendantes et en involution (c’est &
dire: {C;,C;}=0;14,j =1,2,...N)

Remarque:

Le théoreme de Liouville assure seulement
I’existence de solutions. Leur construction exige
stirement diverses procédures ingénieuses.

C. Intégrabilité de I’équation de Lax

Ayant trouvé des systémes dynamiques pour
lesquels les équations de mouvement peuvent étre
écrites sous la forme de I’équation de Lax (équation
(2.3)); On peut faire appel au théoréme de
Liouville pour étudier l'intégrabilité d’une telle
équation.

1. Equation de Laz et modéle matriciel

Une possibilité (donnée dans [13], [14] ) est de
noter que (2.1) est de la forme:

L=mn+igF (2.9)
avec m = diag(p1,p2,...,pN) est diagonale,

et F est purement antidiagonale(les termes diag-
onaux sont nuls), avec sa composante Fjxj ne
dépend que de (g; — qr)

Fizw = f(g5 — ar) (2.10)
Dans (2.1), Fjzy s’écrit:
f@)=1 (211)
z
Laissons f non spécifiée, et posons:
M=ig(Z+Y) (2.12)

avec Z diagonale et Y purement antidiagonale (et
toutes les deux indépendantes du moment).
Apreés séparation des parties réelle et imaginaire
dans ’équation de Lax (2.3), on trouve:

F =[n,Y] (2.13)

i=—g*F,Z +Y]. (2.14)

Quand (2.13) est satisfaite, on aura:
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Yizr = f'(¢5 — a) (2.15)
(2.14) doit étre séparée en partie diagonale et an-
tidiagonale.

Pour la partie diagonale on a:

i = pi = —g°[F, Y]u (2.16)
(qui permet de déterminer le potentiel en termes
de f); n’oublions pas que le membre de droite est
égal & —2Y car p; = §; —8; :

La partie antidiagonale satisfait:

0qi

[F, Z + Y],#j =0 (2.17)

it
c’est a dire I’équation:
71— a) f'(ak — a5) — £'(as — @) F @ — 05)]
kit
+£(ai — ¢;)(25 — 2)

=0
(2.18)
pour tout ¢ # j.
On pose 'ansatz suivant:
zi=y 2 — ) (2.19)

ki

Une solution de (2.18) est d’exiger & chaque terme
dans la somme sur k d’étre nul; posons pour de tel
terme:

T = qi — gk, Y=4ar —¢qj

on montre que (2.18) sera satisfaite (pour tout
i # j) sif et z vérifient ’équation fonctionnelle
[15,16,17]:

F@)f'(y) = f(2)f )

(2(z) = 2(=y)) f(z +y)

(2.20)
On peut vérifier facilement que:f(z) = 1, 2(z) =
25 satisfont (2.20).
L’équation (2.20) implique que:
f"(x)
z(z) = 2.21
@) = 473 (221)

et les solutions de f(x) sont telle que v(zx)
—f(z)f(—z) avec le potentiel v(z) prend 'une des
quatres formes suivantes :

2

L () =% ()
(2.22)
a%e (D) d’elar) (IV)

ou g est la fonction elliptique de Weierstrass [18].
D’apres (2.15) ’hamiltonien correspondant est:
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1 N
—g L r
i=1
+%g2zv(qz

i#]

(2.23)

Les potentiels I, IT et III sont des cas spéciaux (des
limites) de IV, mais il est pratique de les considérer
séparément.

2. Etude de lintégrabilité

A Vaide de (2.3), on sait que toutes les traces de
polynémes en L commutent (au sens de poisson)
avec H; mais vont-elles commuter entre elles?
Pour les systemes I et II, la question apparait triv-
iale puisqu’a t = *o0 les particules deviennent li-
bres et C;, = TrL* s’approche de Eil p¥ pour
les deux limites. Comme les C} ne dépendent
pas du temps, leur commutativité mutuelle et leur
indépendance fonctionnelle aux temps particuliers
t = oo suffisent pour déterminer leurs propriétés
a un temps quelconque.

Pour des systéemes a mouvements limités, la com-
mutativité au sens de poisson des charges con-
servées est plus difficile & prouver.

Une possibilité est de montrer que toutes les
valeurs propres de L commutent au sens de poisson
( puisque TrLF =3, \F).

En général il est impossible d’obtenir des expres-
sions explicites des valeurs propres de L a I’aide de
fonctions en q et p; mais on peut utiliser des argu-
ments indirects [19], comme nous allons le montrer
dans le cas ou L prend la forme:

Ljj =p;
Lijzr = if(

(la constante de couplage est supposée égale a 1)
et la fonction f satisfait 1’équation fonctionnelle
(2.20); ce qui nous ramene aux potentiels de types
I-IV (expressions (2.22) et z donné par (2.21)).
L’idée consiste & considérer deux valeurs propres
différentes de L, A et u, associées respectivement a
deux fonctions propres normées ® et ¥ (€ CN)

g — k) (2.24)

(m+iF)¢=xp  (¢,¢) =1
(m+iF)Y=pwp  (P,9) =1 (2.25)
puis & montrer que:
SR, 0N u O g
A p} = ;(@.6—% =50y, =0 (220
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Demonstratlon

d’apres (2.25), 2 aq et 8’\J (de méme pour p) peu-
vent étre calculés en termes de f, f' et les com-
posantes &y, ¥p(k = 1,...,N) des deux vecteurs
propres ® et U: (¢,¢) = Ei\;l drpor =1 ou
¢y, désigne le conjugué de ¢y,

Ce qui implique que:

N

> " (065)bi + b3 (0dk) = 0

k=1

(2.27)

Ainsi (sans indiquer la sommation sur tout indice
répété)

) i "
3p = ¢z 3pJ¢J ¢k¢k
o _ .
3_pk = 1/’k¢k
oN . L0f(gj—a)
i T
=iy f'lav — a)($idt — ¢ d)
I+k
d
6_;; = i;;f’(% —a)(Wrb — i Pr)
d’ou:
Ny =) f'(ae — a){iviRu — DrnRis}
k£l
(2.28)
avec:
Ry = ¢rthr — dibr = — R

Afin de réécrire (2.28) sous une forme ou il serait
possible d’exploiter 1’équation fonctionnelle cru-
ciale, (2.20), on note que (pour A # u )

i
Ve Pk = "y > flar — @) Ru (2.29)
]
En effet, d’apres (2.25), on a:
APk = pr Pk +iFpigy ;
Wk = prtr + iFua (2.30)

ce qui implique que:

A= ) (@) =i Y (Ui Fly®; — B Fy Ty)
1

—i Y flgk—a)Ru  (2.31)

Ceci nous permet d’écrire une expression du cro-
chet de poisson {\, 4} qui, apres une série de ma-
nipulations plus ou moins longues mais simples,
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va étre identiquement nul sans connaitre explicite- At =— iA Z 2(q; — qi) ¥
ment les vecteurs propres, c’est & dire, on utilise - ’

i
uniquement 1’équation fonctionnelle (2.20) et les N J* .
propriétés de symétrie de f et z, [R_jkqpk i + Bij¥rd;] (2.39)
7% * )% *
fea)==f@) -z =za) (23 +on 22— RO + B
J#k

Plus précisément, on insert (2.29) dans (2.28) et .
dans (2.39) les deux quantités entre crochet sont

on obtient:
antisymétriques en j et k, en effet:
i =3 ,ﬂgﬂf = a) [Risdis + Rizbuts) = (9n — du5)6005
{F(a — 0) BBy + I 0k - 0) R Rt} (233) O]~ Gj0Roe; (240)

= Pk Pry; — O;Vrdrtj
Utilisons le fait que f'(z) = f'(—=z) et inter-
changeons j et 1 dans le second terme du deuxieme  de méme on a:

membre, on aura:
[ Jk¢k¢] + Rk]¢k¢1] (¢J"/)k ¢k¢])¢z¢;

() = _% 3 O — G0p ke, (241)
B rpizizn = Gh¥Urd; — PR vid;
x (f' (ar — @) f (¢ — ax) , _
—_—— N —~ et par conséquent:
y T
—f'(g; — ar) flar — @) Rjp Ry, (2-34) ) = i((“__;‘)) S 2(g - ar)
Maintenant, on utilise (2.20) et on trouve: g ik

) X[PrV; kb — drivrd;]
{Aut= —\ Z (2(g; — ar) —

et puisque z(g; — gx) est symétrique, on aura:

B= 2% waziz
2(a — ) f(g5 — @) Rir Ry (2.35) ) =03 2y — an) (@55 bide)
Afin d’aller plus loin, on note que: 7k
—i i — q) (P Vi d})
D Fi(dub — duthr) = (F9) b — du(F); ; S
1

= —i{(Ap; — p; ;)¢ Donc:
— ¢k(wbj —piy)}  (2.36) ut=0 (2.42)

ce qui implique que:

Zf a) Ry, = iMpidy

B z.,ucbk 1&]' Le théoreme de Liouville étant vérifié, ce qui jus-
—ipiRj  (etcc)  (237)  (ifie Vintégrabilité du systeme de Calogero. Il nous
reste & déterminer le spectre d’un tel systéme.Ce

8. Conséquence et perspective

d'ou: sera l'objet de ce qui suit.
Qm}-——Q:
i7k . . III. ETUDE QUANTIQUE DES SYSTEMES
X Rjp[—iMbp ¢} +ip®@p ¥ + ip; Ry DE CALOGERO
+ Yzl —ar) (2.38)

12k A. Position du probléme

xR [—iAX +1 +ip R
wl=iMudn + ipdren + ipiBun]} Nous considérons N particules de positions z;

et en changeant 1 en j dans la seconde somme, on (1 € i £ N) sur une ligne. L’hamiltonien du
aura : systeme est:

145
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N
1L 82 1 .
H=-—= _ 4 L ;)2
52922 "IN gj(x z3)
1
19y — 3.1
DI e (3.1)

On se propose de trouver le spectre et les fonctions
propres de H; c’est & dire résoudre 1’équation de
Schrodinger:

HY =FEV

Comme les opérateurs P et H commutent (puisque
P commute avec tout les potentiels V ne dépendant
que des différences des coordonnées des particules),
alors ils ont les mémes fonctions propres (mais pas
nécessairement les mémes valeurs propres).
Pour simplifier les calculs, on se restreint aux fonc-
tions propres ¥ associées a la valeur propre 0 de P
(état fondamental); c’est & dire:
PU =0 (3.2)
En plus, comme V et par conséquent H, présentent
des singularités aux points z; = z; avec 1 <14 <
N, 1< j < N, nous exigeons a ¥ de satisfaire:
U (L1, ey Ty e ,ZN) =0 st

yLjyaen T; =1Tj

(3.3)

pour pouvoir la prolonger puisque P n’a pas de sin-
gularité.

Nous allons nous limiter au domaine D = {z €
RN 21 < 29 < ... < zn} dans lequel ¥ doit étre
de carré sommable.

La formule (3.3) sera satisfaite si on choisit ¥ pro-
portionnelle a:

z= H(x, — ;) (3.4)
i>j
Le potentiel contient le terme:
1
r’ == (2 — 1)’ (3.5)

i>j

Donc ¥(x) est proportionnelle & un polynéme en r
2 ®(r) .

Les deux conditions ci-dessus nous ramenent &
l'ansatz suivant [8] :

U(z) = 2°®(r)Q();

avec € réel positif non nul.

(3.6)
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B. Résolution de ’équation de Schrodinger

D’apres ce qui précede, nous savons que :

1 0? 1 1
H=—-- —t— —x:)2 -
2;8.%12-}-2]\7 ;(!E, ;) +gZ(x

)2
i>j ¢ x,)

U(z) = z°®(r)Q(x)

1. Calculs utiles

Pour pouvoir résoudre une telle équation, on doit
calculer : 9; ¥ puis 87 ¥
On a:

;¥ = e271(8;2)®Q + 2°(9ir)®'Q + 2°®(0;Q)

02T = e(e — 1)2°7%(8;2)?®Q + €21 (822)®Q

+2e2°71Q(0;2) (Bir) ' + 2°®" (1) (0;7)°Q + 2°®' (8} r)Q
+ 2250 (9;1) (8;Q) + B[(92Q)2° + 2e21(8;2)(8:Q)] (3.7)

Evidemment, on a besoin de calculer les dérivées
0;r,0;2,02r,0%2 et les sommes de leurs produits.
- Calculs de ), (0;7)? et >, 0?r

Nous avons:

donc:

(3.8)

Si nous appliquons une autre fois 9; on obtient:

D ((@ir)? +r(0ir) =N -1 (3.9)

D’autre part on a:
1

Y= 5y @m-X7?  (310)

Comme
D (@i—X)?=> 2 - NX%
et
1
r = WZ(Q:Z — arj)2 = me - NX?
i,J

i
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on aura:
> (@ir)* = (3.11)
i
ce qui implique (en utilisant (3.9)) que:
1
E:Qﬁ)z;uv—z) (3.12)
i
- Calculs de }_(0;2)(0ir)
La dérivée logarithmique de z = [[,5;(zi — ;)
nous donne:
iz = ZZ pa— (3.13)
k#i
d’ott:
0z z; — X
Yoaen=:y T @)
i i#k
et puisque:
— X
Yy = N(N —1)
i T Tk
T —
* ZZ Ti — T
on obtient:
zN(N -1
> (0i2)(dir) = —% (3.15)

i

- Calculs de ),(872) et Y_,(9;2)*
Posons:
1
Zik = = —Rki,
Ti — Tk
Y= > zuz (3.16)

i#lAkA
on a:

Zkizil + ZilZik + Zik 2k = 0 (3.17)
donc: Y = —2Y (en échangeant les indices), d’ou
Y=0
et par conséquent:

_ L2
Z (0i2)* = 2 Z Z p— m]
i iFg
1
> )
ik T; — Tk
= 22[ Z zijzik
i#]'#k#i
-+§: s (3.18)
z;ék
2
=z
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2.(%) —zZZ

i i#k

_zz

z;ék

=D Q) 5

i iF£J iFk

1
- gﬁ‘: (w; — o1,)? )]
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-'L'z_xk

z_mk

T; — X5 Ty — Tk

(3.19)

E ZijRik

i jEhAi
=0

2. Résolution de l’équation HV = EV

On porte les résultats des calculs précédents

dans HU = EV et on trouve:

E@f@):—%MG—DE:GT%a?@+O
itk 2"
+N(N — 1)6(%1 +d" + %’(N - 2)]z°Q
- %[23' S~ X001 ~ 5(DQ) (320

r +gz

z>]
ol
D=0 +c% %=
Z;
i#k
On suppose que:
DQ =0
> :0:Q = kQ

<I>z€Q
Ok
— (3.21)
(3.22)
(3.23)

donc I’équation (3.20) se réduit a I’équation suiv-
ante en ®; en tenant compte du fait que ), 9;Q =

0 qui découle de PT =0

19’

]' "
—5¥" - SNV

ou 'on a supposé que:

ele—1) =

1.
—1)e+(N—2)+2k]+§r2<I>:E<I>

(3.24)
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_1, T
€=37\Va1T9

La résolution de (3.24) se fait en deux étapes:

c’est & dire:

lére étape: On pose

®(r)=e TP(r)
on a:
P”+(% —2r)P'+(2E-XA-1)P =0
(3.25)
ou:

A=Ak) = N(N — De + (N — 2) + 2k

2éme étape: On pose

On reconnait une équation ayant pour solution
A—1

le polynome de Laguerre L,> (r?)[6,18] avec:

E X+1
—_ 2" _n

=0,1,2,...
2 4 ’ n 07 2

c’est & dire:

N-1
E:En=2n+k+T(Ne+1) (n=0,1,2,..).

(3.27)
Et par conséquent:
2 a-1
U, 1(z) = 2%¢" T L,” (r?)Qx(x) (3.28)
ol
— N2l 2
L%(TQ) = i(ﬁ)%eﬁ dm((r?) 7 tmer)

dnr2

Il nous reste donc & déterminer Q(x).Clest le
systeme (3.22) et (3.23) qui nous aidera & le faire.
En effet, d’apres (3.23), Qr(z) est un polyndéme
homogene de degré k.

Posons le changement de variables:
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N
1
=z, —X (X = N ij) (3.29)
Jj=1

1 X
0 =0i— Z 9; (3.30)
j=1
qui satisfont les propriétés suivantes:
N N
doap=0 D 8/=0 (3.31)
i=1 i=1
!, ! 1
61'%' = (Sij - ﬁ (332)

et alors I’équation (3.22) devient comme suit, en
tenant compte de P¥ =0
(PE=0=>,,0:Q=>,_,0iQ) et du fait que

Ll =g —
T — T =T — T

ol — 0,
O- @) +ed - Q@) =0 (3.33)

i ikj b ]
Remarquons que I’équation (3.33)

est complétement symétrique (ne change pas en
permutant z; et z;).
Pour éliminer les contraintes sur @ et les

coordonnées (z) on introduit les variables
indépendantes:
N
sp=Y (#))%;  p=2,3,.,N (3.34)
i=1
pour p = 0,1,2 le calcul donne:
so = N; s1=0; 59 = 12

Signalons que s, est un polynéme homogene de
degré p en z}.

Puisque sg = cte et s; = 0, @ dépend unique-
ment de s, pour p > 1.

Ecrivons (3.33) & l’aide des variables sp:

i pa(s 2 = $p—18¢-1) O°Q
s — =8y 18 1)
i pra NP1 55,08,
N
1 9Qk
—1)(1 = =), o2k
Y plp =11 = )spa g
p=2
e N
+3 Z[sosp_z + 828p—a + ... + Sp_aS2 + Sp—250
p=2
9Qk
—(p—=1)8,_op—2F
(p )SIJ 2]p 631)

=0

(3.35)
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La résolution de cette équation a été faite pour
k= 3,4,5 [20] (pas de solution pour k = 2)

3=83= 2(372)3

Qi=(N+1+N(N —1)e)ss
_(3(1 - %) + (2N = 3)e)s2

Qs =(N+5+N(N —1)e)ss
5(2(1— %) + (N = 2)¢)s552

8. Etude de la dégénérescence

Remarquons que
la fonction Q(z') est complétement symétrique
(par permutation des z}). Une telle symétrie nous
permet de conclure que le nombre g(N, k) de solu-
tions indépendantes de ’équation (3.33) de degré
k est égal au nombre de polynémes harmoniques
completement symétrique de degré k. En d’autres
termes, il est égal au nombre de solutions entieres
non négatives de ’équation k = 3ng + ... + Nny.
Par conséquent, nous obtenons ’expression suiv-
ante pour la fonction génératrice de g(N, k) [21,22]:

G(N,t) = fjg(N, k)t
k=0
1

11— )1 —t)..(1 — V)

(3.36)

Nous pouvons, alors, facilement montrer que la
multiplicité de dégénérescence f(IN,m) associée &
I’énergie:

N-1

—5—(Ne+1) (337)

Em =m+ Eo, EO =
est égale au nombre de solutions entieres non
négatives de ’équation:

m=2ns +3n3z+ ..+ Nny.

La fonction génératrice F(N,t) de f(N,m) est
[21,22]:

oo

F(N,t) =) f(N,m)t™

ooy G
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4. Commentaire

Malgré les changements de variables effectués
pour simplifier I’équation de Schrédinger et aboutir
a ’équation différentielle plus simple (3.35), il ap-
paraft que celle-ci pose des problemes pour k > 6.
Cette difficulté sera surmontée grace a la méthode
algébrique.C’est ’objet du paragraphe suivant.

IV. APPROCHE ALG]:]BRIQUE DES
INTERACTIONS DE TYPE: X? + %

Dans les sections précédentes, nous avons traité
le systéeme de N particules sur une ligne et nous
avons su que ’hamiltonien s’écrit:

Y1 )
52 57 oy 2 )
=1 ? 1>]

Un tel hamiltonien posséde des fonctions propres
et les valeurs propres associées que nous avons
déterminées partiellement dans le cadre des ap-
proximations considérées. Dans le cas d’une seule
particule, 'hamiltonien ci-dessus prend la forme
suivante:

1 9 5 20
H=Hy=3(-0; +° + =5);
HV =FE¥ (4.1)
avec:
a>0, 0<z <o
¥(0)=0

- Dans un premier temps, nous allons déterminer
les fonctions et les valeurs propres de H par le biais
de la méthode algébrique dans laquelle vont entrer
en jeu les opérateurs de création et d’annihilation.
Notre étude se fera en deux étapes :

La premiére consiste a prendre a = 0.

La deuxiéme (qui est un prolongement de la
premigre) traite le cas: a # 0

- Dans un deuxieéme temps, on étendra les résultats
d’une particule au cas de N particules.

A. Cas d’une particule

1.Cas ou1: a =0
L’hamiltonien s’écrit:

MY

5 —-02 + 2?)
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Et en terme d’opérateurs de création at et
d’annihilation a, H devient:

H=a%a+ % (4.2)
avec:
at = L(—6‘ + )
= 750
a=—(0; + )

V2

a. Propriétés des opérateurs a* et a
Les relations de commutations de H, a, at
s’écrivent:

[H,a] = —a,

[H,a*] = a*,[a,a*] = 1 (4.3)

Démonstration:

+_ gt

[a,at] = aat —ata

aa %&%+xﬂ—&,+x)

%(—6% + Oy — 20, + z?)

1

5(—53 + 14 20, — 20, + %)
1
2

(0% +a%) +

+

a’ a

1
= 5(—335 +2)(0; + )
_ Ll g a1

d’ott

[a,aT] = = (=82 + 2?)

+ o=

DN | =

(=02 +22) +

1
2

DN =

c’est & dire:
[a,at] =1

de méme pour les deux autres.

b. Fonctions propres de H

La détermination de ces fonctions se fait en deux
étapes :
Dans un premier temps, on ne tient pas compte
des conditions aux limites.
Dans une seconde étape, on fait appel & ces limites.
i) Théoréme 1
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Si on ne tient pas compte des conditions aux
limites au point 0, les fonctions propres (H|®,,) =
E,|®.,)) sont:

Pm(z) =

(@)™ o(z)

vm!
= YmHpm(z)e™ =

[N

=(-1)"®n(-z) (44)
ou H,,(z) est le polyndme d’Hermite [6].
Démonstration

o La relation entre ®,,(z) et Po(z) sera

déterminée par itération:

[®1) = crat|®y),
(®1]®@1) =1,
(®g|®g) =1

(®1|®1) = |e1|*(Po|aa™ | o)

Or on a:
aat =[a,at] +ata
=l4ata=1+N
ou N est lopérateur nombre de particules:

N|®,) = n|®,), n est la valeur propre de N as-
sociée au vecteur propre |®,) ,

donc:
(@1]@1) = |e1]* (0| N + 1| o)
(®1]®1) = [e1]*(Po| Do)
=laf=1=c¢=1
d’oti: |®1) = a™|®o)

Par ailleurs:
|¢2> = 62a+|(1)1)7
et alors

(®2]®2) = |cof*(P1]aa™|®1)
= |ca*(®1|N + 1|®,)
= |2 (®1|N|®1) + |ca* (®1]P1)
=2e)? =1

1
CQ—W

ce qui nous permet d’écrire:

donc:

|®2) = —=a™|®1)

S-Sl

|2) = —=(a™)?|®o)

De méme pour |®,):
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[#1) = Z=a*[80-1)
#) = 7= ()
) = (@ la0)
n \/’l? 0
Donc:
() = " 50 ()

o Il nous reste & déterminer ®¢(z)

On a: a|®) = 0 dot: Z5(8; + 2)[®o) = 0
= (0 + z)|Po) =0
donc:
b (z) + 2Po(z) =0
0 [B0_ |
=—z= = [ -z
®o(z) Po(z)
—x2
log @o(z) = 5 + cte

2

—z

Py(zr) =ce2

“+oo
/ @0 () dz = 1
0

+o0 5
/ lc|?e " dr =1
0

+oo _ a2 sz .
Or: [[7* e~ dx = §,/T lintégrale gaussienne
donc:

+oo 1
/ e T dr = =7
0 2

ol e =15 |2 =2,/% 5 e = VE(L)*
et alors:

]. 1 —22
®o(z) = \/5(;)46 >
Enfin, on a:
1 1, d . 1 e
Pm(z) = WQ_%(_E + ) \/5(;)46 z
ou encore:
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O () = YmHm(z)e ™
avec:
d
Hm = - 5 m’
(@)= )
_ (l)% 1 1
Ym = p 9%

= ()" — )me
(1)@ () = — )"
= (I)m(x)
d’ou:
B (2) = (~1)" B (~2)

i1) Théoréme 2

A cause des conditions au bords ($(0)
seulement les m impairs sont permis.
Démonstration

Voyons ceci pour les premiers vecteurs.
On a:

0),

2
®3(z) = v3(82% — 12)ze 2

—xz2?

Dy(x) = 74H4(a:)eT

a2
= y4(162* — 4822 4+ 12)e™2

On remarque que les ®,4i-5(0) # 0, par contre
(I)z'mpa'irs (0) =0.
Conséquence

Le théoréeme 2 nous permet de poser le change-
ment
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T, = Bopy1 (4.5)

et alors les opérateurs de création ATet
d’annihilation A qui connectent les états propres
¥, sont :At = (at)%et A = a?.
iii) Propriétés de At et A :

At et A satisfont les relations de commutations
suivantes:

[H,A] = —2A4,
[H, A+] = 2A+; (46)
[A,AT] =4H
Démonstration:
[H, A] = [H,a’]

=a[H,a] + [H,a]a
=a(—a) + (—a)a
=—2a® =24

de meéme pour les deux autres.
On reconnait les relations de commutations de
s1(2,R)= so(2,1).

c. Détermination du casimir

i) Notations

On pose la normalisation

Ap=1im a4 =ta o4 =l
2 2 2
on aura:
[A37Ai] = iAﬂn
(A, A_] = —24, (4.7)

ii) Casimir

Considérons Popérateur Co = Ay A_ — A3 + A3
23],
On a:

1 1 1
—SAtA_ 24z
02—4AA 4H +2H

1
Co = Z(A+A — H? +2H).
On vérifie facilement que Cy commute avec A,

A*, H ce qui lui donne la propriété d’un casimir.
En effet on a:

[C2, H] =
=

- iA*[A,H] 4 i[AﬂH]A

(AtA— H? +2H), H|

(AT A),H]

N N

1

[Ca, H] = A% (24) + 7 (-24%)4

(24T A —24F4) =0

[l el W]

De méme pour [Cy, A] =0 et [C2, AT] =0
Dans la représentation utilisée dans (4.6), la valeur
du casimir est:

Cy = 2(A+A — B2 4 21)

4
Lo 4y2 2 + ., Lo + 1
= 2[(@*)’a® — (ata+ 5)* +2(ata + 3)]
= ;l@)’a® —(afa+ 3@ a+ 3) + 20" a+1]
= 1[(aJr)2(12 —ataata— 1aJra - 1a+a 1 +2ata + 1]
4 2 2 4
1 1
1 1
- Z[(a+)2a2 —(a")?a®* —ata—ata+2ata - i 1]
1 1 1.3 3
=10- =37 =! 4.
1 -9=19) -1 (4.8)
iii) Conséquence:

D’apres le lemme de Schur, la représentation
(4.6)est irréductible [23].
d. Valeurs propres de H

Ona: [A,AT]=4H  c’est & dire
H= i(AAJr _ A+ A)
Or A=a%et A* = (at)?
donc H = %(a®(a™)? — (aT)?a?)

H|‘I>n> = En|‘I)n>
1
L@@~ (@) a)]2,) = Ey2,)
On sait que:

a¥|®n) =V + 1| @ni1)

al|®n) = v/n|®n-1)
donc:
(@*)*[®n) = Vi +1vn + 2| ®ny2)
et alors:
a’(a™)?|®n) = (n + 1)(n + 2)|®y)
de méme:

(a*)?a®|®n) = n(n — 1)|®n)
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d’ou:
1
(@@ = (@)a?)|2,) =
= E,[®n)
Ainsi:
1
(n+ 5)|B) = Eyl8)
on obtient donc: E, = n + 1 avec n impair
(n=2p+1)
c’est a dire:
3
E,=2p+ 3 p=0,1,.... (4.9)
Remarque:
Explicitement la matrice de H s’écrit:
3 0
2
T
u
H=2A4;= 2 (4.10)

0

2. Cas oua # 0 On se propose de maintenir la
situation précédente (o = 0) pour a # 0, c’est
4 dire, au lieu de A et AT, on va considérer les
opérateurs B et BT satisfaisant les mémes relations
de commutation:

[H,B] = —2B;
[H,BY] = 2B*; (4.11)
[B,B*] = 4H
avec:
B =a® +af(x) (4.12)

(En d’autres termes, on a prolongé I'opérateur
A) ou f est une fonction qu’on se propose de
déterminer.

a. Rappel
On sait que :

1
H=(a%a+ 5) +aV(z)=Hy+aV

Donc:

[H,B] = [Hp + aV, B]
= [Ho + aV,a® + af (z)]
= [Ho,a®] + o([V,a®] + [Ho, f (2)])

= ~20? + o[V, 50 +)(3, + )]

+[%(_aw +2)(8; + ), f])
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2a> + o([V, %(83 + 0pz + 20, + 2°)]

%[(n +1)(n+2) —n(n —1)]|®,) +[%(_a§ — 0,1 + 20, + 2%), f]
E

2 + a([V, %(03 414220, +27)]
1
H3 (=0 +2° = 1), f])
d’ou:
2 1 2 1 o
[H7 B] =—2a" + a(i[va 61' + Qwaw] - 5[6z7f])
(4.13)
Or:
[H,B] = —2B
c’est & dire:
~26? + a3 [V, 03 + 220,] ~ 5[0% /)
= —2(a® + af(x))
D’ou:
1 21, 1 2

Une solution est donnée par le systeme:

f(@) =-V(z)
[V,20,] = —2f
et alors:
f(@) ==V(z)
1
V(z) = o

(résultat qui concorde avec (4.1))
b. Etat fondamental et énergie associée
Pour obtenir I’état fondamental ¥4 de H, on doit
résoudre I’équation:

B, =0 (4.14)

Si on pose ’ansatz suivant:

qui n’est autre qu’une extension de ¥y = ®; dans
le cas ot @ = 0 (voir (4.5))
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Ce qui détermine la constante € en fonction de a.

On a:
BII’O = 0
c’est & dire:

a
_x_g)‘I’0=0

(%(aw +2)(0, +2)

ou encore:

2

z_
2

L 2 2 @ -
on dérive et on remplace, ce qui nous rameéne a
I’égalité simplifiée:

1
56(6—1)—0420,
c’est une équation du second ordre en e dont les
solutions sont:

1 1
=44/ +2
€1 2 4+ Qa,
1 1
== /> +2
€9 5 4+ o

Remarquons que €; > 1 et €2 < 0 (car a > 0)
Pour € = € la fonction ¥y n’est pas définie en
0, ce qui n’est pas en accord avec les conditions
aux limites (¥y = 0), donc reste une seule racine
convenable qui est:

1 /1
€:€1=§+ Z+2OL

ce qui détermine explicitement 1’état fondamental

(4.15)

lI’()(iII)
Maintenant passons au calcul de I’énergie Fy:
on a: HIIJO = E() l];'0

Par ailleurs:

1

H
2

(=02 + %) +aV

1
B = 5(6§+m2+2x6w+1) —aV
D’ou:

1
(-B+2* + 20, + 5)11’0 = Eo¥o

et puisque B¥, = 0 et Uo(z) =
22
e 2
on aura:
EO =€+ = (416)
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c. Détermination des états ¥, et les
énergies associées F,

Pour déterminer FE,, on utilise ’équation de
Schrédinger HY,, = E,P,,.
Bt est lopérateur de création; donc BY¥,_; ~

v,
d’ou:
HBYVY, , =E,BT¥,
or:
[H,B"] =2B"
et alors:

(2B* +BtH)¥,_, = E,B"¥,_,
c’est a dire:
2+E,)B™V, , =E,B'¥,_,;
Donc:
E,=E, 1+2
On a ainsi une relation de récurrence entre E,, et

E,,_1; une telle relation nous permet de déterminer
E,, en fonction de Eq (déja calculée)

E,=FE, 1+2
— n72+4
:E0+2n
1
1
E,=2n+¢+ X n=20,1,2,... (4.17)

Avant de passer au calcul de ’état ¥,,, on com-
mence par déterminer I’action de BT et B sur cet
état, pour cela, nous aurons besoin du casimir Cj.

Cy = 3(3+B — H? +2H)
= (@) - 2@ - %)
(ata+ % + ) +2(ata+ % + %)} (4.18)
= (s = gele= 1)1

par ailleurs on a:

[Vpt1) = CB+|‘I’n)
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d’ou:
(Uny1| = c*(¥n| B
et alors:

(Ung1|Tny1) =1
= [c[*(n| BBF|Ty)

1= <II’n+1|‘I’n+1>
= |c|2<lIln|4H+ B+B|1Iln>

= 4E, (¥, |¥,) + (¥,]|4C, + H? — 2H|¥,,)

Donc:
1 3 1
ToF :4En+4(1—6 — Ze(e—l))+E§—2En
1 1 1 3

1

3 1
4(n* +ne+e+=n+ =
lef?

2 2)

et par conséquent:

M=

le]

Enfin on a:

3 1
=4+2(n® +ne+e+-n+ =

2 2)

1
B+|‘I’n) = E|‘I’n+1>

31
=2+ ne+e+on+ )7 |T,y)

2 2

(—1)2\/(n F1) @+ et ) Tar) (419)

De méme pour
BI%,) = (~1)2(n(n + e~ )} [Tao).  (4:20)

Ce qui se résume par les formules suivantes:

BT|¥,) = (—1)2\/(71 +1)(n+e+ %)|\Iln+1)

B|T,) = (-1)24/(n)(n+€— %)|IIln_1)

Finalement, la premiere relation de récurrence ci-
dessus nous permet d’écrire:
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) =
\/n!(n—1+e—|—%)(n—2—|—e+%)...(n—n—}—e—l—%)

x(BF)"| %)

En utilisant la définition et les propriétés de la
fonction T [6], on trouve que:

L(e+1)
L(n+e+3)

1
(n—l+e+3)(n—2+e+1)
9 1
n—3+e+1)..(n—n+e+3)

qu’on porte dans la derniére expression de ¥,, pour
obtenir I'écriture simplifiée suivante:

1

(1"

(e +3)

v, ) = - 27
[¥n) n!T(n+e+1)

(B¥)"%o)

(4.21)
Si on écrit:
—?
U, () = ypzte 2 P,(2?)

et on la porte dans ’équation HY,, = E, ¥,
(en tenant compte du changement de variables

2?2 = u)on obtient 1’équation différentielle connue

suivante:

w02 + (e + %)au by +nlPa(u) =0  (4.22)

dont la solution est le polynome de Laguerre de
_1
degré n en u: L;, 2 (u) [6,18]

—€pu d(n) (ue—%—i-ne—u)
dru

B. Cas de N particules
1. Rappels

Nous savons que ’hamiltonien d’un systéme uni-
dimensionnel constitué de N particules s’écrit:

IR R=AY:
2 i=1 63:12
1 ) 1
2N e (xz 37]) g; (xz _ .'L'J)2

Nous avons déja procédé a un changement de vari-
ables £ — z' et nous avons obtenu les résultats
suivants:
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1 N
O =0i— > o
Jj=1
N N
Sa=o L Yo-
i=1 i=1
1
6;.’17; = 61'1' - N
Avec les changements cités  ci-dessus

I’hamiltonien s’écrit:

H=-

+gz .CL' —.’L'

i>]

(4.23)

2. Définition et propriétés des opérateurs b; et bf

a. Définitions

b; =0 + z}
bt =-0,+,(i=1,2,..,N) (4.24)
b. Propriétés
1
3,571 = 2055 — 1)
N N
Y bi=0=> b}
i=1 i=1

c. Ecriture de H en fonction de b; et bj
En portant (4.24) dans (4.23), on trouve:

1 N
=§(;bi+b,~+( —D)+9d o=z

i>]
(4.26)

C’est ’hamiltonien de N oscillateurs harmoniques
sur une ligne et qui sont en interaction.
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3. Opérateurs de création et d’annihilation

a. Définitions
Par analogie avec le cas d’une particule, on peut
définir les opérateurs:

1
K3
1
+ +12
By = ) ;(bz )" =gV (4.27)
b. Propriétés
[Ha BZ] = _2B2a
[, B}] = 2B}, (4.28)
[BZJ B;_] =4H

c. Conjecture

Nous supposons qu’il existe des opérateurs
BQ, Bg, veey By vérifiant:
[H, Bp] = —pBp et permettant d’écrire un état ¥,
(associé & ’énergie E,) a’aide de I’état fondamen-
tal ¥, par le biais de la relation:

T, = (Bf)™(BF)™...B)"~ ¥, (4.29)
Et alors:
N
E,=> pn,+Eo (4.30)
p=2
d. Remarque
Signalons qu’on a le méme spectre

et dégénérescence trouvés précédemment dans le
chapitre 3 (formules (3.37) et (3.38) )

4. Détermination de B, pour p > 2 [20]

a. cas ou1 g=0
Dans ce cas, il existe des opérateurs:

N
B,=A,=Y 0, (p=2,.,N) (431)
i=1
vérifiant:
[Ho, Ap] = —pA4, (4.32)

Et par conséquent ’ensemble des fonctions d’ondes
completement antisymétrique est donné par:

= (AD)™ (A" (AR @, (4.33)
avec les énergies correspondantes:
E,=Ey+2ny+3ns+ ..+ Nnn (4.34)
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et ol:
1
+
0= e TI®F —vhi0) (4.35)
VIR2L.N] Ny
b;|0) =0 Vi
est ’état d’énergie fondamentale.
b. Cas o1 g # 0
On pose ’ansatz suivant:
= Ay + g(FPbib; + FPbi + F®))  (4.36)

ot: Fi(jp ),FPet F® sont des fonctions en
(z})1<i<n qui peuvent étre déterminées par le biais
des commutateurs:

[H, Bp] = —pBy,

Exemples:[20]
Pour p=3

[H,B}]=pB,;

By = As + g(F)bib; + Fb; + F©))

avec:
3
FP =0
F»(3) — _392 ;
' — (2 — 2})?
F® =0
Pour p=4
= Ay + g(Fbibj + F Vb + FW)
avec:
1
o _ o . L,
iJ g(.’L"—x;)2 81 l#.]
F® = 4gz
13 :E _a:,
i#]
Fz(4)_4gz ! : 1\3
Py ( i wj)
1
F®W = _gg
XJ: (2 — 25)*
1 1
+g2 2
22 e e
- Z (z! _1$/)4]
ij ‘
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V. CONCLUSION

Dans ce travail nous avons étudié I’intégrabilité

des systemes de Calogero classiques et quan-
tiques. Cette étude faisant appel & des méthodes
algébriques et géométriques, se consacre aussi a
I’utilisation des techniques de déformations ayant
toutes pour but la détermination des solutions aux
équations d’évolution des systemes hamiltoniens
considérés.
Comme perspectives, nous projetons entre autres:
(i) Généraliser des résultats connus pour les
systemes de Calogero classiques et quantiques aux
modeles supersymétriques [24]. (ii) Elaborer le
lien entre les systemes de Calogero avec l’effet Hall
quantique fractionnaire.
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