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Résumé

Nous montrons que ’équation de Burgers généralisée n’admet pas des symétries propres
de Lie Backlund d’ordre 2 et 3. En examinant I’algebre constituée des générateurs de
son groupe de symétrie & un parametre, on remarque qu’elle contient une sous algebre de
dimension infinie. Cette symétrie infinie permet la possibilité de transformer 1’équation
de Burgers généralisée en une équation linéaire type de la chaleur.

I. INTRODUCTION

A la fin du dix-neuvieme siecle, S.
Lie'»2 établissait les fondements de la théorie des
groupes de transformations. L’apport le plus frap-
pant de S. Lie fut de découvrir que la majorité
des méthodes d’intégration, jusqu’alors artificielles
et isolées, étaient intrinsequement liées a 1’étude
structurale du groupe de symétrie d’une équation
différentielle arbitraire. Cette symétrie lui per-
met notamment d’aborder la classification des
équations différentielles ordinaires d’ordre quel-
conque, de déterminer une famille de solutions ap-
pelées solutions invariantes, de transformer une
équation non linéaire en une équation linéaire et
de déterminer les lois de conservation. Le groupe
de symétrie ponctuel d’un systeme d’équations
aux dérivées partielles de variables indépendantes
z (21,...,2p) et variables dépendantes u
(ul,...,u?), est un ensemble de transformations qui
laisse invariant les solutions d’une telle équation.
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Ce travail est organisé comme suit :

La premiere partie sera consacrée aux rap-
pels des symétries d’un systéeme d’équations aux
dérivées partielles (EDP) et le critere d’invariance
d’un tel systéme par un groupe de Lie (pour plus
de détails voir34-5:6)

Quant & la deuxiéme partie on va calculer
le groupe de symétie de 1’équation de Burgers
généralisée, puis on détermine une application qui
permet de transformer notre équation non linéaire
en une équation linéaire type de la chaleur.

Dans la derniére section, on montre que
I’équation Burgers généralisée n’admet pas des
symétries de type Lie-Backlund d’ordre 2 et 3.

II. GENERALITES

A. Symmetries d’un systéme aux dérivées
partielles

Considérons un systeme
d’équations aux dérivées partielles d’ordre n a p
variables indépendantes (1, ...,2,) et g variables
dépendantes (ul, ..., u?) noté sous la forme

A, (z,u™) =0, v=1

L (21)
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ot u{™ désigne toutes les dérivées partielles de u
par apport & z d’ordre inférieur ou égale a n.

Définition.1 On appelle un groupe de Lie de
transformations & un parametre (G.) ensemble
des transformations définies par :

B =i+ e&i(zu) + O(7); i=1,..,p;
ﬂj = uj +€’l’]]($,u) + 0(62); ] = 1,---,(];
ou :
dz;
_ A
&iz,u) ( I >6=0, t=1..p;
et

dit

ni(mau) = (E) 5 .7 = ]-a"'aq;
e=0

le générateur V associé a ce groupe de transforma-
tions s’ecrit sous la forme :

Jj=q

J

i=p 6
V= iz, u)— + (2.2)
; ox; 4

Jj=1

Définition.2
On appele le prolongement d’ordre n de V' sur
M ™) la quantité donnée par®:

q
PrOV =V £ 303 ol u) 5,
a=1 J @

a‘veCJ:(jla"'ij)JOil]-Sjk Spalfkﬁnet

p p
oo, u™) = Dy(pa — D Eul) + Y
i=1 i=1
ou
Jyi _ Ui
@ 6.%‘,',

i Ua

“_6m,-

u et wu

M (™) désigne I’espace prolongé de M contenu dans
X x U™, avec U™ est lespace de toutes les
dérivées partielles des composantes de u d’ordre
inférieur ou égal a n.

B. Critére d’invariance

L’invariance de systéme d’équations Eq.(1) que
I’on suppose du rang maximal par les trans-
formations précédentes se traduit par le critere
d’invariance suivant®#: Si

Prmv (A, (z, u(")))Au(z,u(w):o, =0, (23)

v = 1,...,1, pour tout V générateur d’'un groupe
G, alors G est un groupe de symétrie de systeme
Eq.(2.1).
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III. SYMETRIES DE L’EQUATION DE
BURGERS GENERALISEE

Rappelons tout d’abord que 1’équation de Berg-
ers Uy = Ugyy + u2, joue un rdle important en
physique, elle décrit la propagation des ondes
non linéaire dans un milieu gazeux®8. Cette
équation a été initialement introduite par Bergers
pour décrire le mouvement de turbulence unidi-
mensionnel, elle représente ’exemple le plus sim-
ple d’équation d’ondes combinant ’effet disper-
sif et l'effet non linéaire. Elle est utilisée plus
tard pour modéliser d’autre phénomenes physique.
Nons considérons I’équation de Burgers généralisée
donnée par :

Ut = Ugg + g(U)Ui, (31)

avec  g(u) est une fonction réguliere, qui
dépend uniquement de u et dont la primitive est

f(u).

Cas particuliers importants

e Si g(u) = 0, alors ’équation généralisée n’est
rien d’autre que I’équation de la chaleur :

(3.2)

Ut = Ugyg,

e Si g(u) = 1, on retrouve ’équation de Burg-
ers classique :

Ug = Uy + U2, (3.3)

A. Détermination des symétries de 1’équation
de Burgers généralisée

Considérons le générateur V' des transformations
de I’équation (3.1) donné par la forme :

0
V= E(tamau)%

+n(t, z,u)

(3.4)

ot Ou’

Pour appliquer le critére d’invariance on aurra be-
soin du prolongement d’ordre 2 de V soit :

+ o(t, z,u)

PrAV =V 4+ ¢° 0

S (3.5)
+ ti+ T 6
¢ Ouy ¢ Ougy
0
it tr
‘H,D ou t Oum’

avec :



A. Ouhadan and E. H. El Kinani

African Journal Of Mathematical Physics Vol 2 No 1 (2005)43-48

0 = Dy —ug De§ —uy Dy,
@' = Dyp — upDi& — ug Dy,
©"" = Dl — u, D3¢ — uy D2
~2u,0 Dy — 2up Dy,

(3.6)

ol D désigne la dérivée totale.

Remarquons qu’on a pas établit les expres-
sions de ¢!® et de ¢! car I’équation de Burgers
généralisée ne dépend pas de la dérivée mixte, ainsi
que de la dérivée d’ordre 2 par rapport au temps.

En substituant les expressions de ¢%, ¢t
et ©*® dans Eq.(3.5) et en utilisant le critére
d’invariance®*, on obtient le systeme déterminant
les symétries de ’équation de Burgers généralisée
soit :

0 =n,, (3.7
0 = 1y, (3.8)
0=¢&, (3.9)
0 = puu + g(u)pu + g'(u)p

+ne9(u) — 2g(u)ée, (3.10)
0=2¢ —m, (3.11)
0=§& + 29(w)ps + 2004 — &uars (3.12)
0 =9 — Paz, (3.13)

Apres intégration, on obtient:

E(z,t,u) = darte + asx + 2a4t + as,
n(z,t,u) = 4a:t> + 2ast + as,
e(z,t,u) = B(t,z) exp(—f(u))

+(—a12? — asx — 2a1t + ag)h(u),

ol
h(u) = exp(—f (1)) / exp(f (w)) du,

ai, ..., ag sont des constantes arbitraires, et B(t, )
est une solution quelconque de I’équation de la
chaleur.

Ainsi l’algebre associée au groupe de symétrie
de I’équation de Burgers généralisée est engendrée
par les générateurs suivants :

0

Vi= g (3.14)
w—%, (3.15)
vg:hmb%, (3.16)
Vi =m% +2t%, (3.17)
%:%%—mwgr (3.18)
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Ve = 4t:cﬁ + 4t29

Ox ot
0
—(2t + z° — 1
(21 + ) h(w) .-, (3.19)
et la sous algebre de dimension infinie:
0
Ve = B(t,z) exp(—f(u)) (3.20)

%-
Cette sous algebre de dimension infinie joue un

role important dans la linéarisation de 1’équation
de Burgers généralisée.

IV. TRANSFORMATION DE L’EQUATION
DE BURGERS GENERALISEE EN
EQUATION DE LA CHALEUR

A. Comparaison des algébres associés aux
groupes de symétries

Les
générateurs de symétries associés & 1’équation de
la chaleur sont donnés par3:

0
X1 = 9 (4.1)
0
Xo % (4.2)
0
X3 U%, (43)
0 0
0
X5 = 2t% - xu%, (45)
_ 0 5 0
—_— 2 _
(2t + =z )uau, (4.6)
et la sous algebre de dimension infinie :
Xo=0(¢ :z:)2 (4.7
[ ) aua .

avec 6 est une solution arbitraire de ’équation de
la chaleur.

Les générateurs associés a I’équation de Burgers
généralisée sont :

0
= — 4.
n=2, 49)
0
=2, 4.
Ve = 5 (4.9)
Vs = (u)—(9 ; (4.10)
3 au: .
0 0
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Vs = 2t§—x - xh(u)%; (4.12)
Vo = 4t$% + 4t2%
—(2t + xQ)h(u)%, (4.13)
et la sous algeébre de dimension infinie :
Vs = B(t,z) exp(— f(u))%. (4.14)

L’importante ressemblance entre les algebres as-
sociées aux groupes de symétrie de ces deux
équations nous laisse penser que 1’équation
de Burgers généralisée peut se transformer en
I’équation de la chaleur.

Ainsi, en exploitant I'idée donnée par
Bluman et Kumei”, qui dit que si un systéme non
linéaire admet un groupe de Lie de transforma-
tions a une infinité de parametres de générateur
infinitesimal :

V= @(x,u)a—mi + nj(w,u)%, (4.15)
avec :
&i(z,u) = i of (z,u)F7 (z,u), (4.16)
o=1
i=1,.,pet
n;(z,u) = zq: B9 (2, u)F° (z,u), (4.17)

o=1

Jj=1,..,q0uaf(z,u) et B (z,u) sont des fonc-
tions de (z,u), et F(x,u) est une solution d’un
systéme EDP linéaire noté (L), alors il existe une
application :

1=1,..

i = ki(xau): D3

w = lIlj(;L-’u), J=1..4

qui transforme le systéme non linéaire en un
systeéme linéaire (L) . Dans ce cas les composantes
de (k1, ..., kp) de k sont solutions du systéme :

- 0 - a0
af (w,u)a—wl + 87 (:c,u)w =0, (4.18)
o=1,...,q; Et le systeme :
v ov”
7 7 — = ¢ 4.19
az (.'U,'U/) 6-’Ez + IBJ (.CU, U) au] Y ( )
o = 1,..,q ou §?” désigne le symbole de kro-

necker, v,0 = 1,...,q; admet une solution ¥ =
(U (2, 1), o, B9, 1)),
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Dans notre cas le générateur qui engendre
un groupe de transformations & une infinité de
parametres est :

Vs = B(t, 2)exp(— f(u) ;’u.

A partir des équations (4.16) et (4.17), on obtient

(4.20)

pi = exp(—f(u)),

le systéme (4.18) devient :

00

aj = az = 0;

0,

clairement deux solutions indépendantes k; et ks
peuvent-étre choisies :

k‘l =T; et kz = t;
Péquation (4.19) devienne :
ov
_ == 1
eapl-fW] 5 =1,
donc ¥ = [exp(f(u))du d’ou Iapplication
cherchée :

21 = T

w= [ eaplf(w)du

22=t,

alors par cette application les V; de I’équation de
Burgers généralisée sont transformés en X; corre-
spondant de I’équation de la chaleur, et aussi toute
solution de I’équation de Burgers généralisée est
transformée en une solution de 1’équation de la
chaleur.

Un cas particulier important est obtenu lorsque
g(u) = 1, Péquation de Burgers généralisée devi-
enne 1’équation de Burgers standard, et donc on
retrouve ’application classique :

z21=z, z2=1t, w=e",
qui transforme I’équation de Burgers standard en
équation de la chaleur.

V. LES SYMETRIES GENERALISEES

Définition.3
On appelle transformations de Lie-Backlund
d’ordre 134 toute transformation de la forme :

F; =i + €&z, u,ug, .oy uy) + O(€2),
@ =u + enj(z,u,ur, ...y uy) + O(e?),

1=1,...,p;

i=1,...¢ (5.1



A. Ouhadan and E. H. El Kinani

African Journal Of Mathematical Physics Vol 2 No 1 (2005)43-48

ol u; désigne toutes les dérivées partielles d’ordres
inférieur ou égal a i des composantes de u.
Remarque
Les transformations ci-dessus sont
équivalentes aux transformations de la forme?® :
:E’i = Ty,

i=1,..,p;

@ =l + e(ﬂj(m,u,ul, oy U) (5.2)

- Z&zuf) +0(e?),
i=1

avec j = 1,...,q. Par conséquent au lieu d’utiliser
un générateur de la forme Eq.(3.4) on peut se re-
streindre & un générateur de la forme :

6 .

ou’

() est appelée la caractéristique de V. Pour notre
équation on a :

V= Q(.’E,Ul, ...,ul)

(z1, 22, u1,u2,...) = (T, 1, Ug, Ug, Ugg, Ugt, Ugt, ---)-

Définition.4
On dit que les transformation Eq.(5.2) de
générateur infinitésimal :

0
)%7

définie une symétrie de Lie-Backlund & 1’ordre k3
pour un systéme EDP (1) ssi :

V= Q(m,ul, ey Ug

PT(H)V(AV("E:U‘D "'>un))/A:0 = 07

A= (A, A).
Pour déterminer des symétries généralisées pour

une équation, on fixe le k, puis on applique le
critere d’invariance.

A. Application a I’équation de Burgers

généralisée
1. Case. 1: k=2
Les dérivées u; et wuyp  sont rem-
placées par leurs expressions prevenant de

I’équation elle méme, puis on cherche la car-
actéristique @ qui est de la forme :

Q = Q(z,t,u, Ug, Uge). (5.4)
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En appliquant le critere d’invariance, on trouve:

D,Q = D2Q + g (w)Qu +29(u)DaQuq;  (5.5)

ou D; désigne la dérivée totale. On explicite
cette expression, et en substituant aux dérivées
contenant les dérivées par rapport au temps
leurs expressions, on obtient un polynéme nul en
(Ug» Ugz, Ugsze). L'analyse des coefficients des ter-
mes en dérivées d’ordre 3 qui sont :

0? o2
0= 62uQ vea T 25, a(i Uazallas
0°Q 0%Q

Nous conduit & :
Q = a()ugs + Q (t,z,u,uy).
On passe aux coefficients des termes d’ordre 2:
Q Q'
0= @ uiz + 2 @
0%u2 Oudu,
2 i

0rduy

UgUgy

+(ap — 2 Vg + 4ag' (u) U Uy

le coefficient de uZuy,, est :

1

4g (u)a;
par conséquent : 4g'(u)a = 0, entraine
que gl(u) =0, ou «a = 0. Ainsi on con-

clut que si I’équation de Burgers généralisée ad-
met une symétrie de Lie-Backlund d’ordre 2 alors
nécessairement g = cte.

2. Case.2 : k=3

On refait les calculs comme dans le cas précédent
mais en prenant @  de la forme :

Q = Q(xat;uauz;uzz;uwwz)- (56)
Le criteére d’invariance donne :
D,Q = D2Q + g (u)Qu2
+29(u) D Quy, (5.7)

analysant les coefficients des termes en dérivées
d’ordre 4 qui sont :

0%Q
62umicz
8%Q

O O0ULzz

9%Q

OUzeO0Ugza

2
TTTT +

2

uzxwwuwzx

9?Q

+2 A Uzzzzls
OuOU Ly



A. Ouhadan and E. H. El Kinani

African Journal Of Mathematical Physics Vol 2 No 1 (2005)43-48

9%Q

9_ Y%
+ 020Uy

Ugpzr = 07

ceci entraine :

Q= ﬂ(t)uwzw + QI (t,x,u, Ug, 'Uf:cw)
Les coefficients des termes d’ordre 3 sont :

°Q ’Q
T2, Ugge + (69(u)B — Qm

82Q’

+(B¢ — 2m)umzw

(5.8)

VzzUsaz

02Q’

2muxumz =0.

+6/Bgl (u)uiuzzz -

Le coefficient de est :

69’ (u)8, par
conséquent:

Ggl(u)ﬂ = 0, donc g = cte ou 8 =0.
De méme on conclut que si ’équation de Burgers
généralisée admet des symétries de Lie-Backlund
d’ordre 3 alors nécessairement g = cte.

2
U Ugzx

B. Conclusion

Dans ce travail nous avons étudié les
symétries de 1’équation de Burgers généralisée,
nous avons montré l’existance d’une symétrie
infinie, celle-ci nous a permé la possibilité de
passer d’une équation non linéaire en une équation
linéaire. Nous avons démontré également que pour
les fonctions non constantes g(u) les équations de
Burgers généralisée correspondantes n’admettent
pas des symétries propres de Lie- Bicklund d’ordre
2 et 3.
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