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Abstract

On étudie le spectre de P = —h*A, — Ay + V (z,y;p) sur L2 (Rﬁ X 3") lorsque h
tend vers zéro, p € N* et u € R, dans le cas ou le potentiel V (z,y; 1) est singulier de
type de Coulomb et radial (correspondant & p = 0 ) et o la premiere valeur propre de
Q (m;p) = —Ay +V (z,y; ) sur L (RP) présente une zone classiquement accessible non
bornée. En régularisant P par des changements de variables adaptés et en utilsant une
version formelle du calcul h-pseudo-différentiel matriciel & symbole opérateur, on montre
Pexistence de développements de type BKW pour les valeurs propres et les fonctions
propres de P.

Classification AMS: 35P15, 35Q20, 35P99, 35S99..

I. INTRODUCTION

Soit Popérateur P = —h?A, — Ay +V (2,y; p) = —h*Ap +Q (z; p) sur L? (RS x R3P) , lorsque h — 0,
ou le potentiel V (z,y;u) =V (2, y1, .., yp; 1) est donné par:
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Qg, oz?E et ajj sont des constantes réelles avec oy, > 0, Vk € {1,...,n} et a;-t <0,Vje{l,..,p},peN.
pX1, ..., u X, représentent les positions de n noyaux fixes de la molécule si le parametre y est non nul.

Si p # 0 le potentiel V' (z,y; u) n’est pas radial en z, il perd sa symétrie sphérique en présence de
I’interaction noyaux-noyaux
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qui n’est pas invariante par rotation autour de l’origine de R®. L’étude spectrale de P, u # 0, est faite
dans notre article [7], o l’on obtient un développement asymptotique complet en puissances de h des
valeurs propres de P, en précisant la forme des fonctions propres associeés. L’outil essentiel utilisé dans
ce travail est la méthode de Feshbach [9] et la théorie générale de B. Helffer et J. Sjdstrand [2].

L’objet du présent article est de prouver si y = 0, ’existence de tels développements appelés solu-
tions BKW en s’appuyant dans ce cas sur la symétrie sphérique de ’opérateur P, il s’agit d’un probleme
physiquement intéressant mais mathématiquement subtile & résoudre.

Comme dans le cas régulier (cf.[6,9]), les solutions BKW construites proviennent de la réduction
de Feshbach en ramenant I’étude spectrale & celle d’un opérateur h-pseudo-différentiel ne dépendant que
de z . Un potentiel Coulombien de type

Viz,y) =V (z,y;0),

n’entre pas de maniere naturelle dans un calcul h-pseudo-différentiel puisqu’il est singulier en z, il a été
cependant montré dans [4] et [5] et plus récemment dans [7,8] que l'emploi d’un tel calcul est encore
possible modulo un changement de variable permettant de localiser les singularités sur un compact de
R3 et de régulariser V (z,y) .

En effet, il est connu d’apres [4] que lorsqu’on veut étudier le spectre de P dans une région classique-
ment accessible compacte, on réduit le probléme & une matrice finie d’opérateurs h-pseudo-différentiels &
I’aide de changements de variables en y dépendant régulierement en z.

Mais pres d’un niveau d’énergie instable A\g plongé dans le spectre continu de P, la région classique-
ment accessible n’est pas bornée et donc on ne peut plus régulariser P par un nombre fini de changements
de variables.

Pour palier & ce probléme on adopte les techniques de [7], on commence par régulariser P en P¢
prés de I’ensemble de collision de la molécule C = {0} en annulant le potentiel V (z,y) dans cette région
par une troncature ¢ sans trop modifier le spectre de P, on construit ensuite un changement de variable

y=y' = ()7 1),

z € B3\ {0}, y € R®, localisant les singularités de V (z, y) sur la sphére unité de R? et régularisant P loin
de {0} . Puis par le biais du probléme de Grushin, I’étude spectrale de P est ramenée & celle d’un opérateur
h-pseudo-différentiel scalaire radial en x, cet opérateur commute avec les opérateurs de moment cinétique
ses fonctions propres sont alors déterminées en coordonnées sphériques dans L? (R, r?dr) & L* (52, d6)
ott §2 est la sphere unité de R® munie de la mesure de surface df.

Le caractere sphérique de P rend les démonstrations plus techniques en donnant un certains nom-
bres de résultats qualitatifs, il permet d’établir ’existence du spectre ponctuel de P et de fournir une

nouvelle méthode de construction des valeurs propres et des fonctions propres formelles de P.

De plus, a 'aide d’estimations de type Agmon sur P, on vérifie que ces constructions formelles
approximent correctement les vraies valeurs propres et les vraies fonctions propres de P.
II. HYPOTHESES ET RESULTATS

Vz € R®\ {0}, Popérateur Q (z) = —A, + V (z,y) est auto-adjoint sur H? (R3?) , notons par X; (z) sa
premiere valeur propre elle est supposée discrete et associée a une fonction propre u; (x,y) normalisée
dans L? (Rzp) . Le lemme suivant montre que A; et u; ne dépendent de z que par |z| .
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Lemme 2.1:
Pour toute rotation orthogonale R € O (3),

ur (Rz, Ry) = w1 (z,y), A (Rz) = A1 (z)
ot Ry = (Ryx, ..., Ry,) et O(3) est le groupe orthogonal de R3.

Preuve:
Soit I’opérateur unitaire Uryp (y) = ¢ (Ry) sur L? (R‘:’,” ) . Puisque Ay est O (3)-invariant, alors

Ur'Q(z)Ur = Q (Rx).

On obtient ainsi le résultat car \; (z) est simple en vertu du principe du Mini-Max.

On suppose que A1 (z) admet un minimum strict non dégénéré situé loin de {0}, c’est & dire le
puits de potentiel T' = A (Xg) créé par \; () est de la forme:

(H1) F={zeR |z|=ro>0et 8]\ >0}
do = ir;é% A1 (z) et O, est la dérivée radiale dans R3. Si dy, désigne la distance d’Agmon associée & la
T

métrique dégénérée (\; (z) — o) dz?, alors d’apres le lemme 2.1, la fonction v (x) = dy, (z,T) est O (3)-
invariante. D’autre part, on sait d’aprés [2] et [6] que 9 est de classe C*° dans un voisinage 2 de T" de la
forme:

Q={z R |z|€lro —e,m0 +¢[} (2.1)
(o1 &€ > 0 est choisi de tel sorte que 0 ¢ ), et
(V) (2) = A1 (&) = do, Yo €Q
On suppose aussi que A1 (z) est séparée du reste du spectre de Q (z)

(H2) inf (Sp(Q (@) \M (2)} > do +2/2
et que la région classiquement accessible A]* (J—oc, b]), avec b > Ao, est non bornée dans R®.

Soit Cy > 0, fixé a 'extérieur du spectre de ’oscillateur harmonique unidimensionnel

d2
Hy = —1/2w + X (ro) (r —m0)?,

on note par,

No

(o5 = G+1/2 (N (re)""?)

=1
les Ny valeurs propres de Hy dans [0, Cp]. Le résultat essentiel de cet article est:

Théoréme 2.2 :
Sous les hypothéses (H1) et (H2), P posséde des valeurs propres réelles approchées )\g (h) associées a des
fonctions propres formelles w;’m (h) € H? (2 x R®P) telles que V j € {1,...,No}, VI €N, Vm € {-1,...,1}
et Yh > 0 assez petit, on a modulo O (h*):

X (h) =Xo+eh+ > X hF (2.1)
k>2
@Ml ™ (s h) =™ [ whet () (2,y) + D wiE (@,y) b (2.2)
E>1
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avec w%n € C™(Q), w%” EH?>(AxRP) (k>1), mj eR, mi=1/4 et

<wh™ (h),wiy™ (h) > 1a@urer) = 800w Omms + O (%)
e/ (P X () wi™ () =0 (™) (2:3)

7 L2(QxR3P)

III. LOCALISATION DES SINGULARITES ET REGULARISATION DU POTENTIEL

Dans cette section on reprend sans démonstrations les constructions de Messirdi et Senoussaoui
[7] pour localiser les singularités et régulariser le potentiel V(z,y).

Soit ¢ € C™ (R3), ¢ (z) = 1si |z| > % et ((z) = 0si |z| < 5. Pour ag > Ag, posons

Q¢ (z) = =By + (o) V (z,9) + (1 = ¢ (2)) ao,

et P¢ = —h?A, + Q¢ (z) de domaine H? (R3*3F) . Puisque Sp (P¢) = Sp(P) modulo une erreur expo-
nentiellement petite (cf. [5]), il est alors plus commode d’étudier le spectre de l'opérateur PS¢ au lieu de
celui de P.

Soit x € C§° (R}) tel que 0 < x <1, x' <0,

x(s) =1si0<s<1 (3.1
x(s) =0si s>2

Pour r > + et t > 0, on considere la fonction

t t t
rt)=— - Nt{1- - 3.2
p(r,t) rx(r)+ ( x(r» (3.2)
on a alors:
(i) 22> 0sur [%,+oo[x Ry
(71) t = p(r,t) est continue croissante donc bijective
(ii4) Yk > 1, %@ est uniformément borné sur [+, +oo[ x Ry
Soit ;. le difféomorphisme inverse de t — p (r,t). Par construction, on a:

=1 >
a, (t) = 5 pour t > 2Nr (3.3)
ap(t)=rt pourt <1
Pour |z| > %, la fonction 8, : R® 3 s — ay, (|s]) ﬁ € R3, a les propriétés suivantes:

1. Vz € R®, |z| > %, la fonction 6, est un difféomorphisme de R¥ dépendant de maniere C™ de z et
Vo € N°\ {0}, 02 6, (s) est uniformément bornée sur {|z| > %, s € R®}.

N
2.
0. (&) =2
0, (5) =& si |s| > 2N |z| (3.4)
0, (s)=|z|s si |s]<1
Notons y' = (yi,--up) = 02(y) = (07" (1), 0," (Wp)), ¥ = (y1,-Yp). 0z est bien un
difféomorphisme de R®?, il transforme Q (z) en Q ():
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~ P ai
Q(2) =T (2,9, hDysh) + o+ > ’
55 T ) 20 (2)
* ra=2 @ (3.2)
]kzl y]) ew (y;c)| ; k
J#k

ou T (z,y’',hDy; h) est un opérateur différentiel elliptique de degré 2 en y' a coéfficients réguliers par
rapport & = et 3’ et uniformément bornés dans {|:17| > %} x R3P, Les singularités en y dépendant de z

de () (z) sont maintenant localisées dans U {y; =+ ﬁ} . L’opérateur P se transforme & son tour en:
J
P = T(nyIJhDZ'JhDy’;h) + Q (.’L’)
T est un opérateur différentiel de degré 2 & coéfficients réguliers et bornés sur {|z| > L} x R%».
Remarquons que PS est un vrai opérateur h-pseudo-différentiel 3 symbole opérateur dans la région
{z € R%; |z| < 5% }. Pour obtenir un opérateur régulier dans la région |z| > 5%, on utilise un change-

ment de variable similaire & celui introduit par Hunziker dans [3] composé avec 0.

Pour z, fixé tel que |zg| > ﬁ, et pour z # 0, avec | | assez proche de =% | o> on définit la fonction Fy,
par:

Fao o) =+ (5= 2 |)<fz0<) foo (=) 36)

ol fz, € C§° (R3,R), fop (‘wo‘) =1let fg ( |w0|> 0. Si Tz] €st dans un voisinage assez petit wy, de

|w £ la fonction on (z,.) est un C*-difféomorphisme de JR3, dependant de maniere C*°par rapport & x
et vérifiant:
Zo T Zo x
Fole,—)=—, Fpp lz,—— | = ——
m"( ’Iwol) |z|’ m( ’ Iwo|> ||

|3_51|<|Fz (z,5) — Fxo(x,s')|§00|s—s'|

Ya € N?, 3C, > 0, tel que:

Co
|0SFy, (%,8) — OX Fy, (2,8")] < Cq|s — §'| (3.7)

|03 Fao (z,8)| < Co (laf > 1)
Pour z € [+, 400 wg,, on considere:

0 R¥ — RP

Y =15 4p) = (0u (Fro (2,91)) 5, 0 (Fy (2,9p)))

Lemme 3.1 :
79 est un C*-difféomorphisme vérifiant:
Va € N, 3C), > 0 tel que Vz € [, +00[wg, et Vy,y' € R3P, on a:

1
al=vI<e@ -2 0 <Ca+l)ly -y
0
0575 (y) =927 ()| < Cily —¢'| (Jal > 1) (3-8)
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0312 ()| < Cy (Je| > 1)

Ainsi pour 7 € |3, +00[ wy, le changement de variable y — y' = (Tg)_l (y) transforme Iopérateur Q¢ (z)
en:

+
ng (CL’) Txo (:E,y ,hDyl,h) + C(JE) @ + C('T) a;
b S ) = ()]
¢ ¢ (2) aji
r 1= 3.3
+J-,kz—1 ) -y T T C@)eo (3.3)
J#£k

= TEO ($7yla hDy’§ h) + WZC‘O (mayl)

Ty (z,y', hDy; h) est un opérateur d’ordre deux elliptique en y & coéfficients C*> par rapport & z et y
et uniformément bornés dans {z € R®, |z| > &} x R%. Il en découle du lemme 3.1 que WS, (z,y') est
de classe C™ par rapport &  en tant qu’opérateur de H? (R*) dans L? (R®7). On a alors obtenu la
proposition suivante:

Proposition 3.2:
Vzo € S2, il existe un voisinage w,, de o dans S? et une application 1o de classe C™,

To ¢ [x, +oolwg, x R? — R%P
(z,y) = 70 (y)

telle que pour tout x, 79 est un C®-difféomorphisme de RP et si on note par Uy (z) @ (y) =

x

¢ (10 (z,y)) |det (0y7o (, y))|% , alors lopérateur
Qs, (z) = Uo (z) Q° (2) Uy " (2)

est dans Cp° (]%, +00[wgg; £ (H2 (R3p) ,L? (R3p))) . Cp° est l’ensemble des fonctions de classe C*° dont
les dérivées de tout ordre sont uniformément bornées.

Remarque 3.3: En vertu de la proposition 3.2, 'opérateur différentiel Uy (z) %Uo_ ! (x) définie

sur C5° (], +oolwg, x R?P) est égal &

0

9
B.Z'j
ou Jj, K; € C¢° (|, +00[wa, x R3P) avec
-1 1/2 —-1/2
J; @) = 0, (19) 7", K (@) = |det (8,79) | 0, (|det (8,72) 7).
Par conséquent,
Up (z) (=h*A,) Uy () = h* (D, + T (z,y) Dy + K (2,9))” (3.10)
—1 1/2 —1/2
J (@) =0 (19) ", K (2,) = |det (9,79)["* D, (|det (8,72)|7"")
Par compacité de S2%, on peut trouver un nombre fini d’ouverts (wj)j:o:l, tels que Vj € {1,...,jo},
il existe une C*°-application 7; de [%,"‘OO[CU]' x R3 dans R®, ou Vz € [%,"‘OO[CU]', 7 (z,.) est un

difféomorphisme de R3P. Si on note par U; (z) ¢ (y) = ¢ (1 (z,y)) |det (8,75 (x,y))|% , alors

Q5 (2) = Uy () @ (0) U (o) € G5 (1 ool (17 (), 22 ()
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IV. PREUVE DU THEOREME 2.2

Comme dans [5] proposition 5.1, il est facile de construire une fonction w; (z,y) € C° (R*, H? (R®7)),
telle que:

(1) Pour |z| assez grand wy (z,y) = u1 (z,y) .

(2) wi € €= ({|z] < 7}, H* (R7))

(3) Vi€ {1,...jo}; Uj (z) w1 (z,y) € C (1%, +oolw;, H? (R®P)) ‘

Soient ¥y € C§° (wi) , .-, %5, € C§° (wjo) €t xo € C§° (7] < 55 ) tels que: f: Y; =1sur §% xo =1

j=1
€ C* (R?). Pour j € {1, ..,jo}, posons:

1
4

pres de {z € R®; |z| < &} et (1 —x{)

6@ = -xde) e (5) (41)

]

Jo

Alors grace au choix de xo, on a ) x} =1 sur R?, et supp(x;) C [, +00[w;, Vi € {1,.., 5o}

=0
Théoréme 4.1 :

Sous Uhypothése (H2) et pour X assez proche de Ao, il existe un opérateur h-pseudo-différentiel EE+ (A
de symbole principal X\ — £2— < wy (z,y), Q¢ (z) wy (z,y) >v, tel que:

A€ Sp(PS) & 0€Sp (EE+ (A))

ot <, >y est le produit scalaire dans L? (R?’p) . De plus, si la fonction ¢ est choisie O (3)-invariante alors
Dopérateur E£+ (A) est radial en z, i.e si on note par Ugp (z) = ¢ (Rz), R € O (3), on a:

[EE e ,UR] =0 (4.2)
Preuve: Considérons l'opérateur de Grushin:
PS¢ — ) wy (z,y)
¢ — 1T,y
PEN) = ( <., w (z,y) >y 0 ) (4.3)

défini sur L2 (R¥(1+P)) @ L2 (R®P). En vertu de (H2) et pour \ assez proche de Ao, Popérateur P¢ (X) est
inversible d’inverse

1 ¢
P = (50 ) (4.4

7 (z) est la projection sur wy dans L? (R®?) . D’autre part, on a par construction:
Ne Sp(P9) & 0eSp(BS, (V) (4.5)

(4.5) réduit I’étude spectrale de P sur L? (R3(1+P)) 4 celle de I'opérateur E¢ , ()) sur L? (R?) . Montrons
que ES + (X) est un opérateur h-pseudo-différentiel, pour cela notons Uy = 1,

U; 0
uf':(OJ 1)
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sur L? ([, +oolw; x R%P) & L? (R®P) et posons Pf (A) =Ux P (N U x|, Vj € {0, .., jo} . Alors

¢ 2 2 .
PS(N) = Pg = AXj X5W1,
J X; <., w,; >y 0
wy,; = Ujw; et PjC = ijjPCU]-*lxj . D’apres la remarque 3.3, on a aussi:

Pf = 1’x; (Do + J; (z,y) Dy + K (2,9))" x; + x;Q5 () x; (4.6)

Ty (2,0) = 8 (;* (@,9)) , K; (2,9) = [det (By7; (2, ))[* Do (Jdet 0,75 (,)|7?)

avec J;, K; € Cp° (]%, +oofw; % ]R3”) . La formule (4.6) et la proposition 3.2 montrent que pj? (A\) est un
opérateur h-pseudo-différentiel matriciel & symbole opérateur dans £ (H? (R*?) @ C, L? (R*) & C) , son
symbole principal est:

¢ _ ;
e =@ ($TGEN e ) 2w e (4.7

Dj (®,& A) est inversible pour tout A assez proche de Mg et (z,&) € T™ (supp (x;)) , son inverse g; (z,&; A)
est exprimé par:

. _ X(x,f,)\) w,'(a:,y)
4 (#,64) = ( < o (5y) >y A== Cwy (@,1), @ () wn (2,1) Sy ) (48)

X@&d) = 7@ FH@(E+E@-NE@] 76, K@ = (-n@), mnE =
Uj (z) m (z) Uj_1 (z) . Posons

Jo
QN =D U 'x] () Op (g5 (,6 X)) Usx; () (4.9)
§=0
on a d’apres le théoréme de composition des opérateurs h-pseudo-différentiels:
PCNQ(N) =1+ hR(h) (4.10)
Jo
R(h) = U xjn Ry (\) Uixjn (4.11)
3=0

avec xj,1 € C5° (]4,+ool.w;) & support dans [+, +0o[.wj,1, (wj1 CC wj) sij > 1, xo1 € CF° (|z] < 33)
est choisie comme xo et R; (\) est un opérateur h-pseudo-différentiel matriciel uniformément borné par
rapport & h sur L2 (R¥(1+P)) @ H? (R*). On a de (4.10):

+o00

PN =@ Y (~hR (W)™ (4.12)
m=0
(4.12) peut aussi s’écrire modulo O ({*°):
Jo
(PN = YU RE VUK (4.13)
j=0

{¢ ()\)};0:0 sont des opérateurs h-pseudo-différentiels matriciels et les X; étant définits comme les x; ;.

Les formules (4.6), (4.9) et (4.13) montrent que ES + (X) est un opérateur h-pseudo-différentiel scalaire
de symbole principal

A _62_ <w (Z’,y),QC (.’IS') w1 (may) >y -
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VR € O (3), posons Ury (z,y) = ¢ (Rz, Ry) et

Ur 0
Up = ~
" ( 0 Ur )
Ur, Ur, Uz sont unitaires respectivement sur L2 (R¥(1+P)) | L2 (R®P), L2 (R3(1*P)) @ L2 (R®P). En util-
isant le lemme 2.1 et le choix de la fonction ¢, on a par construction w; (Rz, Ry) = w; (z,y) sur R3(+P),
D’ou

PS(N) Ur = UrPC ()

(PE ) ™ Un =t (PE ()

ce qui donne (4.2).
L’idée de la suite de la preuve consiste a utiliser une version formelle du théoreéme 4.1. Choisissons N
assez grand de tel sorte que:

Jo 9
Qcc U |:N,+OO|:WJ':UQ]'
j=1

ceci assure que PS¢ = P et u; = w; sur Q.
Vje{1,...,j0}, considérons 'opérateur de Grushin:

UjPUj_l - u1,5 (.’L‘,y) )

4.14
uj(z,y) >y 0 ( )

PN =UPNU; " = ( -

ol P (A) est donné par (4.3) et uyj (z,y) = Uj (z)uy (z,y) € C= (Q;, H? (R*¢F)). P, (\) agissant sur
I’espace des séries formelles d’indice m € R:

VRS (0, H? (B) @ €) = e¥/h { SO s ) € 0% (0, 12 (B7) & ©)
Jj20
devient un opérateur h-pseudo-différentiel matriciel formel de symbole p; (z,& ) = Y hic; (z,& ),
Jj20
A € C, dont les coéfficients ¢; sont des fonctions C™ en (z,€) € 2x V , V est un voisinage assez petit de
(—iV (x)). Son symbole principal est:

Pio (e gin = ( TG A )] (@.19

-y Ul (x7y) >y 0

ol Q; () =U; (2)Q (2) U]T1 (z). D’apres (H2) si A € R est assez proche de Ag, alors Vj € {1,...,50} et
V() € U =Q; xV, pjo (2,6 N) est inversible de H? (R*) @ C dans L* (R*”) @ C. Ceci nous permet

de construire I'inverse formel E:’\J (A) de ﬁj \):
. £ Er
&N = ( B B W ) (4.16)

Ej \), E]i (A) et E,]_+ (X)) sont des opérateurs h-pseudo-différentiels formels & symboles analytiques en
(&, )) assez proche de (—iV) (z),Xo). Vj € {1,....J50}, E]_Jr () (resp. E;r (1) ) a pour symbole principal
A= €=\ (&) (resp. Uy (2)wn (29)

Puisque P (A) = Ujfl’Pj (AN U; = U Py () Uy sur Q5 Ny, on a les conditions de compatibilités:

SN =UUE (N Uil sur N
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d’otl,
E-t (W) =Et(\) sur QN (4.17)
Par recollement sur Q on définit un opérateur h-pseudo-différentiel formel global E_+ (M) de symbole

principal A — 2 — \; (z). En utilisant I’analyticité du symbole de E‘_+ (X) par rapport a &£, on vérifie
alors qu’il coincide avec le symbole de l'opérateur E_ () obtenu dans le théoréme 4.1. En particulier,

[E_+ ) ,UR] — 0 sur e"¥/h8™ (Q,C), VR € O (3) (4.18)

ceci implique que E,+ (M) est radial en x, donc ses fonctions propres formelles doivent se chercher sous
la forme a (r) Y™ (0),our = |z|, § = a7 etles Y™, 1 €N, =1 <m <1 sont les harmoniques sphériques

de R3. Si on note par H4 Vespace engendré par Y™, — < m <, on a la représentation suivante (cf.[1]):
B = le3° B, (N @1y, (4.19)
14, est Vindicatrice de 'espace Hy et si a(r) € e ¥(/h5m (O, C) (' =]ro — &, 70 +€[):

By () 0mm =< E_ (\) @Y™, Y™ >p2(52,4) (4.20)

Si F; (A\) = A— E", (\), alors Fy (\) est un opérateur h-pseudo-différentiel scalaire formel de symbole
principal p? + A1 (r), ou p est la variable duale de r. De plus, puisque E' | () est formellement auto-
adjoint pour la mesure r2dr et que \; (r) admet un minimum strict non dégénéré en rq, on peut alors
appliquer les constructions de Helffer-Sjostrand (cf.[2], §3, théoréme 3.7) & Popérateur Fj (\), ceci assure
I’existence du spectre ponctuel de P et fourni Ny séries formelles du type:

aé (ryh; A) = hmi g ¥(r)/h Z aé-’k (r; A) hk/? (4.21)
k>0
associées a des valeurs propres formelles:
ps (hi \) = o+ esh+ Y phy (N) BF (4.22)
k>2
ol (5A) €C®(Q,R), m; €R, p () €R, 1< j < N, €N, telles qu'on a dans e=¥("/h 5™ (', C):
E! ( Ly X) = (A = b (h; X)) o (r, s A) (4.23)
( ) (.,]’L, )\) >L2(Q’)— 5]'7]'/
De plus, par analyticité en A du symbole de E* | (}) et des coéfficients u} , (), et o ; (7;A), I'équation
A= ué- (h; A) admet une solution dans I’espace des séries formelles données par:

[
l
J

)

1 - n
N (h) =Xo+ejh+) hkya’; DIV (4.24)

k>2 n>2 A=Xo

Posons af; (r;h) = o (r,h; A = X, (h)) , on a:
E' | (X, (h)) @} (r;h) = 0 dans e=¥("/h5™i (O, C) (4.25)

soit ﬂ;’m (z;h) = aé- (|| ; h) Y™ <m) —1 <m <1, alors:
~ m +o0 m
(8 ) B st = (B2, (3 () @ 1 ) o (el 7 ()
- :§ZEE+ (X (b)) & (| 5 h) 6, (4.1)

=E" | (X (h)) &} (|z|; ) = 0 dans e~¥@/hgmi (Q,C)
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l, l’, ! ’ !
< ﬂj m,,Bj/ " >r2)=< aé, Oté': >r2n< Yy >r2(852)= 05,5 01,0 Omymy (4.27)
Posons

v = EE (AL (h) By (4.28)

Puisque Ef () applique e ¥/hsm (Q, C) dans e Y/hS™ (Q, H? (7)), alors
V€ emv/hgmi (Q, H? (R¥)) .

Pe (AL (1) (52’,7? 0) = (08 ™)
(UPU" = X (1)) 057 = 0 dans e=*/" 5™ (Q, L? (R%)) (4.2)
By™ (a; h) = < (@y3h) uk (T,y) >

comme E,j (A) =Ug (z) u1 (z,y) + O (h), on a donc:

STV > ra@umon=< 8™, B3 >12(0)< u1,u1 >y +0 (h)
= 85,01, 0m,m' + O (h) (4.30)
Puisque
UTLE (N Uy = UTIE () Uy, sur ;N
alors

Uy = U oy sur QN Qy

1<i,k<jo,1<j< Ny, leN, -l <m <1 Ce qui donne & l'aide du théoréme de recollement un
symbole formel global @l’m dont les coéfﬁcients sont dans H? (Q x R37) . Resommons les séries vé W (h)

itllﬁ;’m (h), on peut trouver des fonctions v v (h) € C™= (Q, H? (R%7)) et wj’ (h) € H? (2 x R®?),
elles que:

Uk (z) wy™ (2,55 h) = v} (2,93 h) (4.31)

d’apres (4.27), (4.29) et (4.31), on a:

W™ (@, h) = e VAT Sl (@) w (@,y) + Y w (a,y) B
k>1

ol w%’( ) € C*(Q) car ,8;-”” € C>(Q).
En vertu de (4.28) et (4.31) on a aussi:

(P — X (h)) w™ (h) = 0 dans e=¥/"S™ (Q, L? (R%?))

en utilisant ensuit ’estimation sur le reste du théoreéme de la phase stationnaire, on obtient:

!

<wf™ (h) ,wy ™ (B) > L2 xsn) = 8 O St + O (h) (4:32)

puisque P est auto-adjoint, alors:

(X () = X% (B)) <wly™ (), wly™ (h) > pa(@ciony=
<L () wh™ (h) W™ (B) > pagaxgery — < wh™ (h), AL (B)wh™ (h) >Laaxren=
< Pwé’m (h) awéf’m (h) >r2(axrer) — < w ™ (h) ;Pw;f’m (h) >r2(axrer) +O (R™)
= O (h*™) (4.33)

29



B. Messirdi and A. Senoussaoui African Journal Of Mathematical Physics Volume 4 (2007)19-31

Cette équation montre que les fonctions propres associées aux différentes valeurs propres sont orthonor-
malisées modulo O (h*°), mais (4.32) assure 'orthonormalisation des fonctions propres associées a la
méme valeur propre /\é- (h) . Justifions maintenant les constructions formelles obtenues.

Soient jo € {1,..., No} et C' > 0 une constante assez grande tels que A\g +ej,h+Ch* ¢ Sp (Py) ou P, est
la réalisation auto-adjointe de —h%A, + A1 (x) + h? < —Agus (z,y) ,u1 (z,y) >y sur Q avec conditions
de Dirichlet au bord. Si on note par I (h) = |—00, Ao + ej,h + Ch?], alors d’apres la proposition 1.5 de

[4]:
Ny = #Sp(P)N1(h) =#Sp(Fo) NI (h) (4.34)
Proposition 4.2 :

Les valeurs propres Ey (h), Es (h), ..., En, (h) de P dans I (h) admettent des développements asympto-
tiques du type:

Ej(h) ~Xo+ejoh+ Y ajeh®, h—0, (ajx €R), je{l,.,Ni} (4.35)
k>2

si E; (h) est asymptotiquement simple (au sens que le développement (4.35) la définit de maniére
unique) et si vj (z,y;h) désigne la fonction propre associée, alors e’w(z)/hvj (z,y; h) posséde dans
! (Q,L2 (IR3”)) un développement asymptotique du type:

eV My (2,3 ) ~ W0 | g (@) ur (2,9) + D vjk (2,y) B (4.36)
E>2

0t vjo (x) € C=(Q), vk (z,y) € H* (A x RF').

Preuve: Soient x € C§°(Q), x = 1 pres de I', F lespace engendré par l’ensemble
{X (z) w;’om (z,y;h); Ay (h) €1 (h)} et F ’espace propre associé aux valeurs propres de P dans I (h).
(4.34) et la proposition 5.3 de [2] montrent respectivement:

dimF =dimF, sup inf |jv—w| = O (k™) (4.37)
veF |ol|=1VEF

on trouve aussi par le méme argument que les valeurs propres de P dans I (h) admettent le développement
(4.35) et qu’il existe une matrice orthogonale (c; x (h))j, . telle que ¢ (h) = 0 si /\go (h) est non asymp-
totiquement égale a Fj (h) et Vv; € F,

vj =Y cjx (h) xwk + O (h*) dans L (2 x RP) (4.38)
k=1
onwk € {ulh™ 1eN, —1<m<i}.

N
Notons v} = > ¢j (h) w;-“o, et utilisons ensuite (4.28) et 'inégalité d’Agmon:
k=1

< ?@/hpe=e@)/hy 4y >> ||WVul]” + < <)\1 () — (Va0)® (a:)) u,u >
on a:

o (5 -

| =0 (1)
H'(K,L>(R3P))

ou K ={z €Q; x(z) =1}. Ceci donne (4.36) .
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