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Abstract

Ce travail de synthese traite la théorie des cordes twistorielle qui découle de la fusion
entre la théorie des cordes et la géométrie twistorielle. Cette théorie admet deux versions
: la corde ouverte twistorielle et le modele B dans CP3%. L’étude explicite des opérateurs
vertex de ces deux alternatives tant6t en termes des twisteurs, tantot en termes des états
de 'espace R!® nous meéne 3 deux spectres qui s’avérent équivalents contenant également
les états physiques de la supergravité conforme N' =4, D = 4 . Cette étude présente aussi
les techniques de base de I’extension de la symétrie miroir des supervariétés de CY que
nous appliquons & quelques supergéométries.

Mots clés: Géométrie twistorielle, Supervariété CP3*, Modele B, Corde ouverte
twistorielle, Supergravité conforme.

I. INTRODUCTION

Pendant une longue période; les spineurs a deux composantes ont joué un role fondamental dans
I’étude de la structure des variétés de ’espace-temps. En effet, un grand nombre des propriétés de
Pespace-temps & 4 dimensions de signature (+ — ——) découlait des spineurs. Par la suite, dans ’objectif
de dériver tous les concepts de I’espace-temps; une nouvelle philosophie a vu le jour. Celle-ci prévoyait
a introduire de nouveaux éléments plus primitifs que les spineurs de telle sorte que méme les points de
I’espace-temps soient des objets dérivés.

L’incapacité de D’algebre spinorielle de réaliser cet objectif a donné naissance & son extension
appelée algebre twistorielle. Cette derniére est considérée plus primitive que 1’espace-temps puisque le
concept des twisteurs s’utilise directement soit pour construire ou bien pour reformuler plusieurs aspects
physiques (parmi lesquels nous citons: le moment énergie, le moment angulaire, la quantification, la
structure des particules élémentaires ainsi que leurs nombres quantiques internes, les fonctions d’ondes,
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les champs de I’espace-temps ... ) sans faire recours aux point de I’espace-temps! ~%. Par conséquent,

plusieurs études se basant sur la théorie twistorielle se sont succédés dont les plus anciens®—!* et les
4 1542

récents .

La splendeur des travaux récents se résume dans le fait qu’ils ont parfaitement réussi & com-
biner entre la richesse des théories des cordes et les structures mathématiques de la théorie twistorielle,
redonnant ainsi un nouveau souffle au programme twistoriel qui est resté pour plus de trente années
incapable d’accompagner les principaux développements en physique. Dés lors, cette fusion fut connue
sous le non de ”théorie des cordes twistorielles”. Les versions les plus utilisées sont le modele B dans le
superespace twistoriel ainsi que la corde ouverte twistorielle. La premiere alternative a connu un succes
remarquable apres qu’elle fut introduite par Witten'®. Cette nouveauté constitua I’événement principal
qui a occupé les théoriciens ces trois derniéres années.

Dans le contexte de la théorie des cordes, la construction de celle-ci nécessite 'invariance conforme
qui est garantie par la condition de Ricci-plate de Pespace cible. Or, I’espace twistoriel CP? est dépourvu
de cette propriété. Afin de surmonter ce probléme, I’espace twistoriel doit étre une supervariété de Calabi-
Yau en ajoutant des directions fermioniques d’ou 1’obtention de CP**. Par conséquent, 'une des idées
majeurs de la théorie des cordes twistorielles repose sur 'union entre la géométrie twistorielle d’une part,
et la géométrie de Calabi-Yau d’autres part dans la supervariété CP31*. Cet espace est simultanément
un espace supertwistoriel et une supervariété de Calabi-Yau'4. Ainsi, il est estimé constitué le candidat
adéquat pour étre ’espace cible du modele B topologique.

En s’inspirant de ce résultat, Witten a conjecturé que les contributions des D-instantons du modele B
dans le superespace twistoriel CIP’3|4, calculent les amplitudes de diffusion de la théorie de super Yang-
Mills N = 4 (pour plus de détail consulter®).

Un autre résultat prouvé dans'® montre que les courbes de degré d dans 1’espace twistoriel décrivent les
amplitudes & (d + 1) gluons d’hélicité négative.

Parallelement & cette version,?® a proposé une alternative exhibant la théorie des cordes ouvertes
twistorielles. Celle-ci est fondée sur 'utilisation des variables twistorielles de la surface d’univers. Ce
travail trés rigoureux dans son ensemble a constitué une base solide pour plusieurs auteurs depuis son
apparition; puisqu’un grand nombre de publications s’est consacré a employer la théorie twistorielle des
cordes afin de déterminer les amplitudes de diffusion des théories de jauge ordinaires et supersymétriques.

Quoique'®—20 traitent deux versions différentes, celles-ci semblent étre étroitement liées. En ef-
fet, selon?? les opérateurs vertex de la corde ouverte twistorielle sont équivalents & ceux du modele B
dans CP3*. Ainsi, quelque soit la théorie d’origine considérée, les résultats fournis seront identiques. Ce
papier offre également un nouveau axe de recherche puisque & ’encontre des cordes ordinaires ou seule
la corde fermée produit la théorie de gravité, dans?? c’est le secteur du singulet de jauge de la corde
ouverte twistorielle qui fournit les états physiques semblables & ceux de la supergravité conforme N' =4 4
quatre dimensions. En se servant de la dualité entre la théorie de cordes et la théorie de supergravité, et
en particulier les cordes dans 'espace Twistor, cette dualité est une spécification de ’espace de Twistor
apres utilisation de la correspondance de Penrose.

La quéte concernant la théorie twistorielle des cordes continue de s’enrichir mais cette fois-ci avec
un intérét de base mathématique. A titre d’exemple, 'importance jouée par les supervariétés de CY en
tant que des espaces cibles dans cette théorie exige une extension de la conjecture de la dualité miroir & la
supergéométrie. Cette conjecture authentifie que les variétés de Calabi-Yau admettent des variétés duales
constituant ainsi toutes les deux des paires de familles rapprochées par la symétrie miroir. Cependant, la
classe nommée les variétés de Calabi-Yau rigides présente une obstruction. La résolution de cette énigme
fut proposée dans'®, ot Sethi conjecture que le miroir d’un certain type de ces variété n’est autre qu’une
supervariété. Récemment le concept de la dualité-T pour les champs fermioniques?® a captivé beaucoup
d’attention attribuée & ’étude des miroirs des supervariétés de C'Y. Parmi les fructueux résultats ap-
parues dans cette direction?® 42,

Dans ’objectif de mieux expliciter ces idées, nous avons jugé convenable de répartir ce papier en
quatre sections majeures que nous traitons comme suit: Estimée fondamentale pour la compréhension
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des sections suivantes, la premiere section aborde des notions préliminaires concernant les spineurs afin
d’introduire les twisteurs. En second lieu, nous présentons 1’espace twistoriel aussi bien que les courbes
algébriques. Enfin, nous complétons cette section par ’étude du superespace twistoriel. La deuxiéme
section traite brievement I’extension fermionique de la symétrie miroir des supervariétés de C'Y 2536 qui
ne sont autres que les espaces cibles de la théorie des cordes twistorielle. Afin de mieux illustrer cette idée
nous avons présenté quelques exemples de miroirs de SCY. La partie suivante est destinée tout d’abord
& I’étude de la supergravité conforme N = 4 D = 4 dans le superespace en déterminant son spectre
linéaire. Ensuite, nous fixons l'intérét sur la corde ouverte twistorielle ainsi que le modele B dans le
superespace twistoriel (C]P’3‘4, tout en analysant leur spectre et en interprétant les résultats obtenus dans
notre espace-temps de Minkowski. Il découle alors une identification des champs de la corde twistorielle
avec le spectre des états non massifs de la théorie de supergravité conforme. Finalement, nous terminons
par une conclusion.

II. ESPACE (SUPER)TWISTORIEL

Dans cette section, nous évoquons les grandes lignes, concernant l’espace twistoriel et son exten-
sion supersymétrique ainsi que d’autres éléments qui leur sont liés comme les twisteurs et les courbes
algébriques. En revanche, nous nous abstenons de présenter trop de détails a ce sujet.

A. Spineurs

Avant d’aborder ’espace twistoriel, il est indispensable de rappeler quelques notions de base concer-
nant les spineurs. Pour la signature (+ — ——), le groupe de Lorentz complexifié & quatre dimensions
S0(3,1,C) est localement isomorphe & SL(2,C) x SL(2,C) dont les représentations de dimensions finies
s’écrivent (p, q), ou p et ¢ sont des nombres entiers ou demi-entiers.

Généralement, le spineur de chiralité positive se transforme comme (%, 0) et il est noté Ay, a = 1,2,

tandis que A4, @ = 1,2 correspond au spineur qui se transforme comme (0, %) et qui porte une chiralité
négative.

Pour le spineur de type (%, 0), les indices sont levés et baissés respectivement par I'intermédiaire
oo des tenseurs antisymétriques €,5 et €’ obéissant €15 = 1 et €4.6°® = §%, de sorte que

A =€PNy et Ao =€’
Ainsi, en considérant deux spineurs de chiralités positives notés A et Ay; I'invariant de Lorentz défini par
(A1, A2) = €apA] A

vérifie la relation: (A1, Aa) = —(A2, A1). Par conséquent, ce produit est antisymétrique en ses deux vari-
ables. En particulier, (A1, A2) = 0 implique que A; est égale & Ay & un scalaire prés AJ = c)\3.

De maniere similaire, le tenseur antisymétrique €,; et son inverse €% abaisse et souleve respective-
ment les indices de type (0, 1), dans ce cas, invariant est :

B, A] = —[3, ] = e, A0,

ot X et \'sont tout les deux des spineurs de chiralités négatives et e"‘i’e,} 6= 8%,
Par ailleurs, étant donné que (%, 1) est la représentation vectorielle de SO(3, 1, C), alors le vecteur
moment p,, p = 0,---,3 est décrit par un bi-spineur p,s d’indices spinoriels pointé & et non pointé a
pour chaque chiralité. Le passage de p, a pqq se fait en utilisant la partie chirale des matrices de Dirac'?
et'6.
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En effet, pour une signature (+ — ——), les matrices de Dirac s’écrivent

0 o*
wo_

ot o* = (1,7), 3* = (1,—F) tel que & ne sont autre que les trois matrices de Pauli 2 x 2.

En fait, les blocs non nuls de y* forment respectivement deux matrices 2 x 2 qui s’écrivent o¥, (5#%%).
La matrice o, assure la transformation des spineurs d’une chiralité vers une autre.

A Tinstar de ce qui prélude, p, est relié & p,, via la formule suivante:

Paa = fodpu
=po+7.p

tel que py et P sont les parties temporelle et spatiale respectivement de p*.
En outre, puisque p,; est une matrice 2 x 2 de rang r < 2, alors son expression en termes des spineurs A,
wet A, fi est de la forme:

DPaa = /\a/\d + Naﬂd (21)
Il s’ensuit alors l'identification
pup" = det(pas) (2.2)

qui nous informe que le vecteur p, est de genre-lumiere si et seulement si le déterminant de la matrice
Paa correspondante est nul. Dans ce cas, ’équation (2.1) se réduit a

Daa = )\a,j\d (23)
de sorte que p,4 est réel si &= 43¢ (o1 X est le complexe conjugué de A). Le signe détermine si p# est

d’énergie positive ou bien négative.
La formule (2.2) s’écrit également sous la forme

pup" = €€ paipy;
d’ou la possibilité de la généraliser &
_ _ab_ab, .. . 2.4
D-q = €€ "Paalyj ( . )

tel que p et g sont deux vecteurs quelconques. Par surcroit, si p et q sont de genre-lumiére, autrement
dit ils s’écrivent p,s = AaAa, @y, = Mbfly, -alors (2.4) s’exprime en termes des invariants de Lorentz de la
fagon suivante:

pgq= <)‘a ,U,) [S‘a ﬂ]

Dans ce qui suit, ces résultats sont exhibés brievement pour les autres signatures de l’espace. En ce qui
concerne la signature (++ ——); le groupe de Lorentz SO(2, 2) -sans faire recours & une complexification-

est localement isomorphe & SL(2,R) x SL(2,R). De ce fait, les spineurs A, et Xa sont des objets & deux
composantes, réels, indépendants.

Quant a la signature euclidienne (+ + ++) ol le groupe de Lorentz est localement isomorphe &
SU(2) x SU(2); les représentations des spineurs sont pseudo-réelles.

B. Twisteurs

. . . . N EEN 2 2 ?
Dans cette partie, nous introduisons les twisteurs de la méme maniére étalée par Penrose dans?*?. En
dynamique relativiste, tout systéme fini est caractérisé par:

e un moment total P* représenté par un 4-vecteur,
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e un moment angulaire total M*" qui dépend de ’origine.

Ce systeme équivalent & une particule avec ces spins intrinseques peut étre exprimé en termes de spin
de vecteurs de Pauli-Lubanski

1 v o
SP' = _§nHVP0'P MP .

Dans le cas fondamental ou la masse est au repos (PYP, = 0); Le vecteur Pauli-Lubanski doit étre un
multiple du 4-moment, tel que

MP Py, x PP & S, = sP, (2.5)

pour des hélicités s constantes. Quand le module du spin |s| est non nul; alors la particule est non
localisée. Le vecteur P correspond & un spineur 7 et prend la forme :

P, ~ 7w (2.6)
tandis que MH*" est représenté par
MHY ~ uabeab + eabﬂdi) (2.7)
tel que p® est un spineur symétrique. Par conséquent; ’équation S# = sPH s’écrit
S i = 8Tam; (2.8)
= —iﬁdw‘iﬂdd- + 0T fgaT
qui donne pigp7Tw Aol prgp = iw(oTp) pour certains spineurs w® . De plus, puisque tout spineur

symétrique a 2 indices est le produit extérieur de 2 spineurs, alors nous déduisons que 'un des facteurs
de pqp doit étre 7,. Ainsi,

peabh — j=(a b) ab _ o (ash) ab (2.9)

Finalement, la paire (P,, M*") se caractérise par les deux spineurs (w?,m;). Cette paire est une
représentation du twisteur noté Z<.

La transformation d’échelle conforme transforme w® et 7 alors qu’elle n’affecte pas Z%. Pour
cette raison, Penrose insiste sur I'idée que cette paire ne définit pas le twisteur mais elle le représente
seulement?. I s’ensuit alors que les composantes du twisteur s’expriment en termes de celles spinorielles
comme suit

Z = (wl,w2,7ri,7ré)

cependant, le twisteur conjugué est représenté par

Z = (71, 72,0, @°).

En conclusion, le concept du twisteur Z®, représenté par la paire des spineurs (w?, 75 ), définit le moment
et le moment angulaire d’une particule non massive par le biais de (2.6) et (2.9).

C. Espace twistoriel

Le point de départ est 1’équation

Vit =0 (2.10)
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que Penrose nome 1’équation twistorielle. Dans lespace de Minkowski M, cette équation possede 4
solutions linéairement indépendantes?.

Les solutions de I’équation (2.10) -comme c’est le cas pour toutes les équations différentielles
linéaires (complexes)- constituent un espace vectoriel dont ’addition ainsi que la multiplication par un
scalaire de ces solutions sont définies de la maniére habituelle’. Comme nous le constaterons dans (2.11).

Dans notre cas ces solutions w® forment un espace vectoriel de 4 dimensions complexes appelé
I’espace twistoriel T® et par conséquent elles ont 8 degrés de liberté réels. Il s’ensuit alors que 1’espace
twistoriel est un espace de 8 dimensions réelles; autrement 4 dimensions complexes.

L’élément Z* déja évoqué est un twisteur [ , et 'espace T® auquel il est associé n’est autre qu’une

0
somme directe des espaces des spineurs de types w® et 7. Dans cet espace les twisteurs sont considérés
comme une sorte de racine carré du moment et moment angulaire par analogie avec les spineurs qui
présentent la racine carré des vecteurs.

Dans cet espace twistoriel, les twisteurs satisfont la structure linéaire suivante:

AZ% — (Aw®, Amg) (2.11)
I8+ 78— (Wi + w3, g + T23);

d’oui la nécessité de connaitre le groupe des transformations préservant ces structures.

D’autre part, ’espace des twisteurs (1) noté T, est ’espace dual qui est la somme directe des spineurs

de types w?® et m4. Plus encore, ces twisteurs s’identifient aux complexes conjugués des twisteurs 1
) p jug R

et vice versa.

En général, & partir des twisteurs [ (1]

selon les regles standards de construction des systeémes tensoriels, d’ou les différents espaces T, Tgé -

En effet considérons, & titre d’exemple, le produit extérieur X*Z” des deux twisteurs Z° = (wb,7;) et

X = (£ ms), a pour composantes lles éléments £?w®, €975, naw® et nam;.

] ; d’autres twisteurs ayant une valence arbitraire [Z ] se forment

Ce twisteur résultant est de valence [ 0 ] , et il est noté E*P. Ainsi, pour raison de simplicité ses consti-

E,;. Ces éléments sont appelés les parties spinorielles de E%B et ils

Eab Ee.
af _ b
b (Ezzb E )

tuants s’écrivent £, Ef, EY,
se rassemblent sous la forme

ou l'ordre des indices spinoriels doit étre respecté.
En poursuivant cette méme procédure, les formes des twisteurs [ } ] de I'espace T*; ainsi que [ g ] de

I’espace Tyg, sont donnés par

N E°, Eob R R
= . . et Ra = . a -
Q Jéj ( Eab Eab ) 8 (Rab Rab

De fagon générale, le twisteur de valence Z posséde 2PT¢ parties spinorielles. De plus; son conjugué

s’obtient simplement en conjuguant chacune des parties spinorielles tout en les plagant dans les positions

Ola dérivé covariante V,, ~ Va4
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correctes.

Une autre caractéristique importante est octroyée par le produit scalaire d’un twisteur quelconque
7% +— (w?, m,) et son conjugué Z, «— (7,,w?)19. Ce produit définit la forme hermitique

Z%7, = Wity + ma?
qui se coincide exactement avec ’hélicité s de la particule associée & Z< tel que
1 _
s = §ZaZa.

Il est évident que cette forme est réelle de signature (+ + ——) quoiqu’elle peut étre positive ou négative
selon I’hélicité s. Le twisteur Z¢ est dit alors

enulsis=0
o droitier si s >0

e gaucher si s < 0.

Dans ce contexte, Z% représente une ligne d’univers nulle pour s = 0. Cependant il représente une
particule ayant un spin intrinseque quand s # 0. Il s’ensuit alors que ’espace twistoriel T* noté T tout
court, se compose de trois pieces T = N, TT et T~ qui correspondent respectivement aux trois cas de
twisteurs donné ci-dessus. De méme, l’espace twistoriel dual T* = T, se constitue de Ty, T et T_.

Revenons maintenant au groupe twistoriel qui préserve la forme hermitique ainsi que les structures
linéaires. Du fait que la signature associée & la forme hermitique Z*Z, est (+ + ——) alors le groupe est
U(2,2). Or en tenant compte la signification géométrique de la phase du twisteur; le groupe s’identifie &
SU(2,2)10.

D. Interprétation géométrique

Selon ce qui présage; un twisteur qui vérifie la formule 2s = Z®Z, = 0 représente une ligne droite
nulle; autrement dit une ligne d’univers de particule ayant un spin zéro. Or, si s # 0, la ligne est dite
< complexe>>>. De fagon plus claire; lorsque s = 0; Z% et pZ% (p # 0) représentent la méme ligne ce qui
mene a linterprétation géométrique suivante: l’espace twistoriel est ’espace N des classes d’équivalence
{pZ*} pour s =0 et Z #0. Ainsi, il s’écrit

N = {{pZ% p#0; pe C} : Z°Z, = 0;Z* # 0}

et il représente ’ensemble des lignes nulles dans ’espace de Minkowski M. D’autre part, I’espace C des
classes d’équivalence des twisteurs; définit comme N mais privé de la condition s = 0, est un espace
projectif complexe CP? de 3 dimensions complexes (ou 6 dimensions réelles) tel que ses points complexes
sont représentés par des structures réelles dans M. Par ailleurs, sachant qu’un point dans ’espace M
est défini par l'intersection des lignes nulles, il sera intéressant, d’apres'!, de trouver son correspondant
dans ’espace C.

Pour cette raison, il faut considérer 2 lignes décrites par les twisteurs Z® +— (w®,m;) et Y +—
(£€%,m4)- Celles-ci se rencontrent dans le cas ol les équations

w® = ipm; et €% = ip®in, (2.12)
admettent une solution commune!!. De fagon plus formelle, (2.12) se traduit par :

. =g . .
paa — (wana _ é—aﬂ.a).
wn®
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Si les lignes s’intersectionnent, alors p* est réel d’ou
= 0 _ ;o 00 _ ca
Taw® = i p**ms = —€%my

qui se réecrit comme Z*Y,, = 0. Il s’ensuit alors que les conditions nécessaires pour que les deux twisteurs
Y et Z° représentent des lignes réelles intersections sont:

Y*Y,=0, Z°Z,=0, Z°Y,=0
Ces conditions sont satisfaites en remplacant Y ®(ou Z¢) par:
X =pZ*+TY*®

pour p et I' des nombres complexes quelconques. Ainsi la ligne X intersection chacun des Y et Z. Plus
encore, elle est associée au point P dont p* est son vecteur moment. Par conséquent, P est représenté
dans N par ’ensemble linéaire pZ® +I'Y%; autrement par la ligne complexe P de dimensions 2 réelles et
qui d’une part possede la topologie de S? et d’une autre part joint les points Y et Z. Des lors, ce point

2 ]) noté P%? tel que

P se réalise par un twisteur & deux indices (cad de valence [ 0

paB = zoyB _yazh

./ —1_ab :

-’ ( T €Y Peep™ WP )

=T b .
—1P, €ab

oll p* ~ p® est le vecteur position du point P. De cette analyse découle le fait que les points de M
correspondent auz twisteurs a 2 indices. Notons que le twisteur dual défini par P,g = %Eagp(,Pp” donne
la description géométrique duale de la méme ligne.

De fagon générale une ligne (projective complexe) dans 1’espace twistoriel (projectif) T(C) corre-
spond & un point dans ’espace complexifié de M appelé CM- De plus une ligne dans N correspond & un
point réel dans M, cependant un point dans M correspond & une ligne nulle dans N.

Cette correspondance géométrique se résume comme suit

point dans T +—  CP?’cM
CP'C T +— point dans M

Ainsi il est possible de reconstruire I'espace CM & partir de ’espace twistoriel T. Le lien profond entre les
deux espaces se traduit par la correspondance twistorielle de Penrose'®. Cette derniére décrit les espaces
twistoriels comme étant des variétés complexes de dimension 3 associées aux géométries Riemanniennes
spéciale conforme sur des variétés & 4 dimensions.

L’exemple le plus simple qui concrétise cette correspondance est la variété S* dont CP? est I’espace
twistoriel qui lui est associée via la transformation naturelle de Hopf. En réalisant S* comme une ligne
projective quaternionique HP!, la correspondance s’écrit:

HE —

e () R e ()

3
CP - I

E. Courbes algébriques

Les courbes algébriques jouent un réle important dans la construction des amplitudes de diffusion de
la théorie de Yang-Mills. Cette partie aborde les lignes droites holomorphes connues aussi comme les
courbes de degré 1 dans ’espace twistoriel.

En général, une courbe est dite algébrique lorsqu’elle possede une équation cartésienne polynomi-

ale & coefficients réels. Dans le cas ou elle est non algébrique, elle est dite transcendante. Le degré (ou
Pordre) d d’une courbe algébrique plane d’équation P(z,y) = 0 n’est autre que le degré du polynéme
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P. Autrement dit, c’est le nombre de points d’intersection, comptés avec les multiplicités, de la courbe
avec une droite quelconque dans le plan projectif complexe. D’autre part, le genre (génus) d’une courbe
algébrique de degré n est ’entier W diminué des ordres de multiplicité des points singuliers de la
courbe dans le plan projectif complexe.

En adoptant les idées de'%, une courbe algébrique ¥ dans I’espace RP® est définie comme étant un
ensemble zéro d’une collection d’équations polynomiales dont les coefficients des coordonnées homogenes
Z1 de RP? sont réels. Le degré et le genre de ces courbes sont définis en complexifiant Z?, suite auquel
devient une surface de Riemann dans CP?, dont le degré et le genre sont définis de la maniére habituelle
déja évoquée.

D’autre part, & partir de deux polynomes homogenes F(ZT) de degré d; et G(ZT) de degré ds
s’obtient le type le plus simple des courbes algébriques et qui n’est autre que ’intersection complete
réalisée quand F' et G sont tout les deux nuls. Le degré d d’une telle courbe est le produit des deux
degrés

d - dl.d2.
Parmi ce type de courbes, nous citons les courbes de degré 1 et celles de degré 2 obtenues respectivement
via (dy,ds) = (1,1) et (1,2). Pour rendre ces idées plus concrétes, considérons I’espace CP® de dimension
3 complexes. Afin d’obtenir une ligne dans I’espace twistoriel, il s’avere évident d’imposer deux conditions

complexes. Par conséquent, une ligne dans l’espace twistoriel s’établit comme solution de ’ensemble des
équations:

Azt =0, BrZ' =0 (2.13)

ott A7, Br sont des twisteurs constants qui indiquent le placement de la ligne dans CP®.
Les équations (2.13) se réécrivent sous la forme

AN +biput =0, i=1,2 (2.14)
tel que a et b sont des matrices 2 x 2 dont les éléments vérifient

Ar = (at,b}) et Br=(a?,b3)

a’Ya a’Ya

de telle maniere que det a et det b sont tout les deux non nuls ou au moins 'un d’eux est nul. De (2.13), il
parait suffisant qu’au moins I'un des deux déterminants soit non nul afin de réduire I’espace a une ligne.
Dans le cas ou det b # 0; alors b est inversible et la solution de (2.14) est donnée par

Nd = _(b_la)ad)‘a
= Zaa A’
Cette méme procédure s’effectue pour le cas det a # 0. En conclusion, pour chaque z,; réel, la paire des
équations

o+ Taa)* =0; a=1,2 (2.15)

définit une courbe algébrique réelle A dans RP®; ou bien dans CP? si les variables sont complexifiées.
Cette courbe est une intersection complete puisqu’elle parvient d’une paire de polynémes homogenes
linéaires chacun de degré 1 (cad: d; = d2 = 1). De plus, le genre de A est nul.

Par ailleurs, les équations (2.15) se résoudrent quand ug est une fonction de A*. Ainsi, les \°
servent de coordonnées homogenes pour A qui devient alors une copie de RP! ou CP! selon si les vari-
ables sont réelles ou complexes, tandis que z,, déterminent le placement et ’orientation de la ligne dans
Iespace twistoriel. Ainsi, les z,, forment les modules de la ligne.

Dans la version réelle de 'espace twistoriel qui est associée a la signature (+ + ——); cette courbe
se décrit par une ligne droite. En effet; en définissant dans RP? les coordonnées affines suivantes:

A
=2 =8 2= 2
A A1 Ao

qui paramétrisent une copie de R3, il s’ensuit que A représente simplement une ligne droite dans R3.

et
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F. Extension supersymétrique de I’espace twistoriel

L’étude nte est consacrée au cas purement bosonique. Or noté intérét concerne les théories super-
symétriques dans l’espace twistoriel d’ol la nécessité d’effectuer une extension de ce dernier baptisée
I’espace supertwistoriel. Pour cette raison, il faut introduit tout d’abord la notion de supervariété.

Le mot supervariété a été utilisé dans la littérature avec différentes expressions. Or c’est la
définition de Roger-De-Witt qui nous importe dans notre analyse. Dans ce cadre, une supervariété
est définie comme étant une extension naturelle, dans R™!" ou C™", de la définition usuelle des variétés
ordinaires.

En général, une supervariété complexe ou réelle de dimension (m|n) (ou de superdimension (m—n))
se constitue de deux parties :

(i) Une variété complexe ordinaire X de dimension m paramétrée par une partie purement bosonique
appelée ainsi variété bosonique ou corps dans le langage mathématique.

(ii) Une classe des fonctions S sur X localement isomorphes aux fonctions holomorphes & valeurs dans
I’algebre de Grassmann tel que
S = O(®j=0"ANE*)
ou FE est un fibré vectoriel holomorphe de rang k appelé le fibré tangent fermionique dont E* est son
dual. Le fibré en ligne Berezinien B de ces supervariétés est définie par
B=L®AE=0(m-n-1).
Elle n’est autre qu’une généralisation du fibré en ligne canonique L = A™° de la variété X & la simple

différence que cette généralisation tient compte des coordonnées fermioniques. D’apres'®, les directions
fermioniques contribuent avec un signe opposé a celui des contributions des directions bosoniques.

L’exemple le plus important des supervariétés'® dans C™I" est ’espace superprojectif cp™in
obtenu par:

X =Cp™ a m + 1 coordonnées bosoniques
E=01)®---®0O(1) amn coord fermioniques

n
Les coordonnées homogenes de CP™™ sont données par
1 mt1), 1 n
(252" ™)

ol z% = Az% et n® — An“.

Dans ce cas, la ligne fibrée Berezinienne correspondante est B = O(n — (m + 1)).
Un autre exemple trés intéressant'® est le superespace WCP (k1,- -+, kny1ll1,---1,) qui est vu
comme une extension évidente du cas précédent avec z® — AFaz% et n® — Aen®. Dans le contexte du
modele B de la théorie des cordes topologiques qui est ’objet d’intérét de ce papier, I’'espace twistoriel
doit étre une supervariété de Calabi-Yau afin que la théorie posséde des anomalies libres, d’ou ’exigence
d’avoir une forme volume globale holomorphe et non nulle!®. Autrement dit, selon'®, une supervariété
complexe est une super Calabi-Yau si sa ligne fibrée Berezinienne est holomorphe triviale. Or, il est clair
que le fibré ligne de I’espace twistoriel CP® est non triviale puisque K = O(—4)!. Afin d’y remédier & ce
probleme, Witten a inséré dans I’espace CP?, un fibré vectoriel complexe fermionique de rang 4

E=01)e0(1)e0(1)0(1) (2.16)

L’espace résultant, nommé le superespace twistoriel, n’est autre que le cp3i qui obéit la condition de
super Calabi-Yau du fait que

B=K®A\'E (2.17)
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avec A*E = O(4). Etant donné lattention portée aux espaces supertwistoriels; il s’avere nécessaire de
présenter brievement une extension supersymétrique des résultats traités dans les parties précédentes.
Tout d’abord, selon la correspondance de Penrose, CP?!* est associé a la version supersymétrique de S*.
D’autre part et de maniere analogue au cas bosonique, pour tout z et 8; les équations

Mo+ TaaA" =0; a=1,2
A 404N =0, A=1,...,4

déterminent une courbe dans le superespace twistoriel CP3*. Ces équations admettent une solution pour
1 et ¥ s’écrivant en termes de A . Ainsi, cette courbe a pour coordonnées homogenes les A% et représente
une copie de CP'. De plus, elle est de degré 1 et ses modules bosonique et fermionique sont z et . Dans
la version réelle de ’espace supertwistoriel; et plus particulierement pour les coordonnées affines; cette
courbe est une ligne droite.

En se basant sur cette construction, les courbes de degré d quelconque sont données par

Y= X ag A A
A = ZOBA]."'ad)\aI ... )\

ot les coefficients xil,,,a 4 et 0A1,_a 4 constituent les modules de la courbe.

A noter que chacun des indices a prend les valeurs 1 et 2. De plus, le fait que les coefficients
sont symétriques en ay, ... ,aq fournit 4(d + 1) coefficients bosoniques et fermioniques. D’autre part,
lidentification p— &u et — & tel que £ € C— {0} qui implique x— £x et §— £, nous apprend que

Iespace des modules de la courbe n’est autre que CP44+314d+4,

Le dernier résultat 3 citer concerne la correspondance géométrique supertwistorielle (N -extension
supersymétrique de I’espace twistorielle) qui est donnée par!?

point dans P3V — CPAIN c MmN (2.18)
CP'° dans P3NV — point dans MAN,

III. SUPER VARIETES DE CY ET LA DUALITE-T

L’intérét attribué & la supervariété CP?1* est dii au fait que cet espace est simultanément un espace su-
pertwistoriel et une supervariété de Calabi-Yau'4. Or; ces supervariétes fournissent une aréne intéressante
pour ’étude des cordes topologiques puisqu’elles sont considérées comme ’espace cible du modele-B. Une
conjecture remarquable qui concrétise cette idée est la dualité entre le modele-A topologique sur Ccp?t
et le modele-B topologique sur un quadrique & ’'intérieur du superespace ambi-twisteur CP3I13 x CP31328,
Dans cette conjecture, 'ingrédient crucial se résume dans le terme ”symétrie miroir”.

A. Dualité-T et Coordonnées fermioniques
En se basant sur I’analyse effectuée dans?® et des résultats de'6:28:23 cette partie vise & présenter
les techniques qui permettent d’obtenir le miroir des supervariétés de Calabi-Yau en tant que théories de
Landau-Ginzburg; par le biais du concept de la dualité-T pour les champs fermioniques.

Inspirés par I’étude du cas bosonique étalée dans?%:27-29, 1a méme stratégie est suivie dans?® ot la
présentation s’effectue en deux étapes. La premiere consiste & reprendre la méme stratégie que celle du
cas bosonique en remplacant le champ chiral & dont le dual est un champ chiral twisté Y défini par la
condition

|®|? = ReY,
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par un champ chiral © dont la composante supérieure est fermionique et qui satisfait
00" = —ReX
pour un multiplet chiral twisté noté X. Le dual de la phase provenant de la rotation de © selon
0 — O exp(iw)
oll w est bosonique, est donné par un angle bosonique qui peut étre assimilé & la partie imaginaire de X.

Cependant, la deuxieme étape étudie le superpotentiel effectif pour lechamp © conformément & la
méthode exhibée dans®C. Par une simple extension du cas bosonique le superpotentiel s’écrit:

W(E,X)=-QXX + exp(—X).
ol ¥ est le superchamp chiral twisté du multiplet vectoriel U(1), N’ = 2 couplé au champ chiral ®.

Il faut noter que cette théorie doit avoir une charge centrale ¢ = —1, cependant la dimension
nette du champ bosonique chiral twisté X est +1. Pour compenser cette ambiguité, il faut joindre & la
théorie deux champs fermioniques additionnels nommés 1 et x. En outre, notre objectif est d’avoir le
méme spectre dans les deux cotés, tout en commencant par le champ © qui posséde une masse QY. La
seule maniere pour réaliser ce but dans la théorie miroir revient & considérer un boson et un fermion qui
s’annule en paire a partir de la fonction de partition. Ceci exige aux champs 7 et x d’avoir tout les deux
une masse @Y. En posant X — X + ny, le superpotential W prend la forme

Or le superpotentiel effectif obtenu apres:

1) application de la dualité-T & tout les champs chiraux chargés, bosoniques et fermioniques, de la théorie.
2) suppression du champ ¥ devient

W= S e Y e )
K3 K3

tel que les Y; et les X; satisfont la condition

ZQiYi—ZQg‘Xg’ =1

ou t est le parametre de K&hler complexifié par Pangle théta de la théorie de jauge U(1) et se note
t = r + i6. Finalement, Cette théorie de Landau-Ginzburg résultante est liée aux géométries miroir des
supervariétés de Calabi-Yau.

B. Miroir des supervariétés de CY

L’analyse développée précédemment se concrétise dans des exemples concernant 1’étude des miroirs
des supervariétés de CY qui a attiré beaucoup d’attention récemment. Plusieurs fructueux résultats sont
apparus dans cette direction?® 42 parmi lesquels nous présentons quelques uns.

1. Miroir de CP?*

D’apres!$, le miroir du Calabi-Yau CP?/ est équivalent & un quadrique de CP?® x CP3I3 3 la limite ot
le parametre de Kahler ¢ de CP?!* vérifie t — +o0.

En effet, CP3* est décrite par un modele sigma linéaire contenant quatre champs chiraux
bosoniques et quatre fermioniques notés respectivement ®/ et ©1,I = 0,...,3 tous de charges +125.
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Etant donné que les sommes des charges bosoniques et fermioniques sont égales, alors il se déduit que
CP%!* est une supervariété de Calabi-Yau. La condition du D-terme s’écrit

3 3
Sl +> e =r (3.1)
I=0 I=0

ou le parametre de kahler r est complexifié par ’angle 6 et donne ¢t = r + if. Comme déja vu, le miroir
du modele Landau-Ginzburg associé a CP?* est donné par

3 3
/ I avidXidnidx6(>_ ¥ — X, —t) x
I=0 I=0

3
exp(z e +e X+ e X inrxg) (3.2)
1=0

oll ReY; = |&' |2 et ReX; = |0©7 |2. Cette théorie est invariante par la symétrie Zo qui vérifie
Xre VY, nr—eXixr, xr—eVigr, t— —t

Afin de reproduire le modéle sigma correspondant, il faut redéfinir les champs pour i=1,2,3 comme suit
X; = X;+Yy et Y; =Y, + Y, Par conséquent, la fonction § (3.2) donne Xy = Z?:o(yi - X;) +
Yo — t. L’utilisation de ces résultats ainsi que 'intégration sur les champs fermioniques 7y et xo mene &
I’expression suivante:

3
/ e Yo XY= X0) gy, T dVidXdndx: »
i=1
3 ~ ~ - ~ -
exple (D (€7 + e Xt 4 14 KTV 4 e Xipy, )]
=1

ott A = e~¥° joue le réle d’un multiplicateur de Lagrange.

Soit les nouveaux champs z; et y; a valeurs dans C, définis par

e Xi=m, V= yu

tel que 1; — eXi ;. Dans ce cas, I’équation (??) prend la forme
U] U]

3
/ dA / 1 dyididnidx; x
i=1
3
eXp[A(Z ziyi + xi + 1+ e'yiyays +nixi)]
i=1

34

Ainsi localement, le miroir de CP°'* est vu comme une hypersurface de super-Calabi-Yau

3
D @iy +zi+ 1+ e'yiyays +nixi = 0. (3.3)

i=1

Dans cette version, la symétrie Z, évoquée auparavant n’est pas apparente. Cependant, elle peut
réapparaitre par un simple échange des roles de X et Y; en tant que multiplicateur de Lagrange, ainsi que
les champs qui lui sont associés. Par conséquent nous avons x; <> y;, t <> —t. En particulier, ’application
de ce changement & I’équation (3.3) implique

3
Z Ty +yi + 1+ e trixows + nixi = 0. (3.4)

i=1
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Par ailleurs, il est intéressant de mentionner que I’équation (3.3) représente une description locale d’un

quadrique de CP®? x CP3P® pour la limite ¢ = —oo. En effet, aprés une redéfinition des coordonnées,
(3.3) devient

3
Do wyi+1+7ixi =0

i=1

qui coincide pour g = 1 = yo avec une partie du quadrique

3
szyz +mixi =0
I=0

de CP®? x CP31® ayant pour coordonnées (z!,n%) et (y!,x?) respectivement. En plus, la symétrie Z de
la théorie originale est tout simplement la symétrie qui s’échange entre les deux facteurs de CP°B. A
Iinstar de ce qui précede, I'usage de ’extension fermionique de la technique de T-dualité montre que le
miroir de CP® est une hypersuface de SCY donnée par ’eq (3.4), assimilée localement & un quadrique
dans CP3P x CP®? pour la limite ¢ — —oo.

2. Géométrie du superconifold

Une autre classe des exemples concernant les miroirs des SCY est étalée dans®® dont les grandes lignes
sont présentées ci-dessous. L’intérét est figé sur la supervariété CP™™*1) qui est une SCY coincidant
avec ’espace des vides de 1’équation des D-termes d’un modele sigma linéaire de groupe de jauge U(1)
décrit par les champs chiraux bosoniques et fermioniques ¢! et ©F respectivement. Afin de trouver son
miroir, il faut procéder avec la méme stratégie qu’auparavant. L’intégrale de chemin pour le modele de
LG dual est donné par

n+1

/ [ dvidXidnidxis(>_Yi = > Xi —t) x
=1 i i
exp(z e Vi 4 Z e Xi(1+nixi))-

L’étape suivante repose sur 3 opérations fondamentales:

1) Résoudre la contrainte octroyée par la fonction delta en intégrant le champ X; et puis & intégrer tout
les champs fermioniques a ’exception des deux 7,41, Xnt1-

2) Redéfinir des champs y; = e~ Yi et z; = e~ Xi et poser §; = y1 et §; = y;/x; pour j = 2,...,n+ 1.

3) Introduire des champs auxiliaires bosoniques u et v.

Il découle alors que le facteur 1/z,41 s’écritl/z,41 = [ dudve™® +1 et que les intégrations des champs
U1, Ti=2,....n+1 menent & des fonctions delta. Ainsi, la formule résultante correspond &

n+1
/ H dﬂidudvé(l + Mn41Xn4+1 +uv + gn-ﬁ-l) X
i=2
n n+1
[I6@: +vs(1+€ ] 3)-
=2 1=2
La derniere fonction delta donne
< (35)
gn 1= = 3.5
* H?:z Yi

qui se réécrit §, 11 = et or en appliquant les contraintes H?:z 0(g;+1). Les signes + et — correspondent
respectivement au fait que n est pair ou impair. Par conséquent, la premiere fonction delta de (3.5) se
résoud comme suit

L+ Png1Xns1 +uv et =0. (3.6)
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1l est clair que nous avons abouti & une géométrie contenant deux variables bosoniques w,v, contraintes
par ’équation précedente, ainsi que deux coordonnées fermioniques. Autrement dit, la superdimension de
cette géométrie est bien —1 et elle égale a celle de la supervariété de départ Cpinth), Subséquemment,
cette géométrie miroir ne dépend du nombre n que pour déterminer si le signe du dernier terme de (3.6)
est positif ou négatif. A part cette raison, la variété résultante ne dépend pas réellement de n mais
seulement de la superdimension. Finalement, 1’éq(3.6) s’écrit sous la forme

w+nx =a (3.7
dans le superespace C(2?) avec

t=0 & mnpair

a=0 pour { t=ir & mnimpair

se concordant ainsi avec 1’équation du conifold déformé zy + uv = a dans ’espace ordinaire C*. De ce
fait; la variété décrite par (3.7) est baptisée “superconifold”.

Vu PPampleur de cette variété dans le cas ordinaire au niveau des compactifications des théories
des cordes, il est nécessaire d’attribuer & son correspondant étendu les propriétés le caractérisant. En
s’inspirant du cas usuel du conifold, auteur du®® réécrit 1'’éq(3.7) comme

w4 ud A\ =a

avec les identifications x = v/2A! et § = v/2A2. Soient les décompositions en parties réelles et imaginaires
suivantes: u; = v; + iw; et Ay = N + ixa- L’éq (3.7) est alors équivalente a

2 2
S —wi + Y nan® — xax* =a,
i=1 a=1

2 2
Zviwi + Z NaXx® = 0.
i=1 a=1

11 s’ensuit donc que les coordonnées (w;, x*) s’intérprétent comme des coordonnées de la fibre, tandis que

(vi,n™) paramétrisent la supersphere S(112), et Ele v? + 22:1 NaN® = a dans la base. Par ailleurs, de

maniére formelle uv +n) = a peut étre assimilée au superfibré cotangent 3 la supersphere noté T*(S(12)).

En outre, il existe également une extension correspondant & la petite résolution de la singularité
conifold ordinaire®®. En termes des mathématiques, ¢a revient & remplacer le conifold par le fibré O(—1)®
O(—1) — CP'. Pour le cas super, en introduisant (zpair|Zimpair) éléments de C'M /C* = €OV 1a

résolution est décrite par
u n Zpair -0
v Zimpair

de sorte que le superconifold s’obtient & partir du Berzinien ou le superdéterminant

sdet(u 77):0
v o

A B

cD ) dont A, B sont bosoniques, C, D sont fermioniques

Rappelons que pour une supermatrice M (

le superdeterminant est défini par:

B det(A) __ det(A—-BD™'0)
sdet(M) = 3D — CA=TB) ~ det(D)

(3.8)
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Par suite, la singularité & 1’origine est remplacée par C©/1) .

Le dernier commentaire consiste & noter que l’équation du conifold bosonique provient d’une
description en termes de quatre superchamps chiraux (¢1, @2, @3, ¢4) de charges U(1) (1,1,—1,—1). Dans
ce contexte, les combinaisons x = 2123, u = 124, V = T2Z3, Y = T2x4 sont des invariants de jauge qui
satisfont une contrainte: l’équation zy + wv = a du conifold. Cependant pour le superconifold, il faut
modifier le signe des charges & (1,1,1,1) et par conséquent il n’y a plus de description en termes des
invariants de jauge.

8. Supervariétés de CY torique

Cet exemple traite un autre résultat des miroirs des SCY réalisé dans*?> comme la fibration triviale
suivante

WCPP* ! (w}, ..., wy, ) x WCP”2 ™! (w7, ..., w2,
... x WCPP" Y (w}, ..., w] ) (3.9)

et dont les parties bosoniques correspondent aux variétéss compactes toriques qui sont 1’espace cible du
modele-A construit comme un modele sigma linear U (1)®". L’extension & une supervariété Grassmanni-
enne s’obtient par I’adjonction de f champs fermioniques ¥, aux' p 4+ n champs bosoniques

o,y By

p1r

n
5Py
Pour a = 1,...,n; les charges de I’ensemble des champs sont données par une matrice

= (qalQa) = (q(llﬂ "‘5q;+n;QiLa "'aQ?);

ot ¢¢ = (wi, ..., wzl,l; - wl, ..., wp,) et ainsi de suite. Les D-termes sont de la forme

p+n

Zqz |®5” +ZQZI‘I’ =
tel que la condition de SCY est donnée par
> =) Qs
% a

Dans ce cas la dualité-T attribue aux champs ®; les duaux Y; et aux ¥, les triplets (X4, 7a, Xa) €t
par conséquent l'intégrale de chemin du modéle miroir qui est le modele super Landau-Ginzburg s’écrit
comme suit

/ HdY (H dx dnadxa> X
Hazqu Qs - e

exp (Ze P+ Ze +77aXa)> .

'p=30i(pa —1).
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En suivant la méme procédure déja utilisée dans les exemples précédents; dans le cas n = f et pour les
champs y; redéfinis par

f o f
yi = exp(— Y Y (Q 1)agivy),
a=1a=1

la supergéométrie miroir de (3.9) correspond & I’hypersurface

4
P
WCF a3-01 o3-07 ob-o}

Ql-ql Q{—o§+m(Q§—Q%))
g g g ’ g ’ g

9 =pgdc(Q3 — Q1,Q5 — Q1, Q1 — Q3 + m(Q3 — Q7))
= pgdc(Q3 — Q3, Q3 — Q7).

IV. THEORIE DE SUPERGRAVITE CONFORME A =4 ET CORDES TWISTORIELLES

En s’inspirant du travail de Witten'®, Berkovits propose une nouvelle alternative en terme de la
théorie des cordes dans I’espace twistoriel??, dans I’objectif de décrire la théorie de supergravité conforme
N = 4 rien qu’en utilisant des variables twistorielles réelles de la surface d’univers. Afin de mieux illustrer
cette nouveauté, nous commencons par introduire la théorie de supergravité conforme N = 4, D = 4.
En particulier nous nous intéressons & son spectre linéaire dans le superespace, que nous comparons
par la suite avec les résultats fournis par la description de la théorie de corde dans ’espace twistoriel.
Cette théorie qui est constituée de deux versions: ’alternative de Berkovits qui concerne la corde ouverte
twistorielle, en utilisant des variables twistorielles réelles de la surface d’univers, et le modele-B dont
I’espace cible est la supervariété de Calabi-Yau CP?*. En décrivant comment ces deux modeles sont
construits, et en exhibant leurs propriétés nous parvenons & réaliser qu’elles sont duales.

A. Supergravité Conforme dans Superespace

Contrairement aux supergravités ordinaires qui se réalisent pour 1 < N < 8; les théories de
supergravité conforme n’existent que pour 1 < N < 4. En plus du générateur supersymétrique ordinaire
Q. (a=1,...,4) et du générateur supersymétrique conforme S, s’ajoutent les générateurs de l’algebre
conforme bosonique associée a la théorie en question. Ces générateurs sont

e les générateurs de translation P,, (m =0,...,3)
o les générateurs conformes de "boost” K,

o les générateurs de Lorentz M,,,

e les générateurs d’échelle D.

Dans la superalgebre, les transformations chirales de @, et S, exigent un générateur bosonique ad-
ditionnel noté A. En littérature, le groupe de symétrie superconforme de la théorie de supergravité
conforme?” N = 4 est une forme réelle de PSU(4|4) dont la partie bosonique est SU(4) x SU(4), sa
symétrie correspondante est la symétrie R . L’ensemble total des générateurs est constitué de

{Pm;an;DaKm}) {Qa;Sa} et {A}7

qui sont tous a valeurs dans Z. Par conséquent, le commutateur de deux générateurs de degré p et g ne
contient que les générateurs de degré p + q. Etant donné que les degrés des générateurs se présentent
comme suit

générateur| K, | Sq | Mpn, D, A|Q | P
degré -2 |-1 0 1 (2
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alors, les différents commutateurs résultent de ce tableau®®. A titre d’exemple: [Qq, Pr] = 0 et [P, Py] =
0 (idem pour la paire (K,,,S,) et ainsi de suite ... ). D’autre part, la supergravité conforme linéaire
N < 4 se décrit par le biais d’une force de champ chiral caractérisée par*

e 2s indices spinoriels

e une dimension s = 1(4 — \)

Ce superchamp chiral contient les spins s, s + %, ceey, 8+ %f et satisfait plusieurs contraintes parmi
lesquelles: le spin ne doit pas dépasser deux ; autrement dit (s + &) = 2.

Pour la supergravité confo_rme N =4, D =4, qui est 'objet d’intérét de cette section, le super-
champ scalaire chiral usuel W(z%®, 0;;‘, 6%) contient les champs suivants:

(C AAa7 E(AB)J ([ab)B]7 77;1&; ([;é'B]a V;féb Wabcd;

¢D ) AB] =
d{AB]J §[AB My E4B) T([ b) AL, O).

La chiralité du superchamp WN=%(z, 8, 6) s’exprime par la condition
DIWN=4(5,0,0) =0

qui se réduit au simple fait que W est indépendant de #%. Ainsi seul le développement en 87 est pris en
compte. Par conséquent, W(x, §) se développe comme suit:

W =C + 604N, + (62) " Eiup,

(ab) A (abc)
+ (67) [AB] T([ab])g] + (‘93) (an)Zbc)

A A(ab)
[AB]‘E o+ (6") 5 (av)zb)A

+ (%)

(abed) [AB]
(04) Waped + (04)[0D] d{ig]
+(07)20
+(6°)

walfsp) + (6°) (9P) A(abe)

00" B 4 (8%) sy 00" T i)

+ (67) ,, (0"8,,) 8°4AL + (6°) (9,0")° C (4.1)

5\ A(abc)

(AB)

En général, ’action lindaire de la théorie de supergravité conforme N = 4 est donnée par:

- / o / EoW? (4.2)

S = / d*z(C(0"8,)%C + Aga(0"8,)0°% A%

et se réécrit dans notre cas:

+E(4p)0, 0" E4P) + T[AB]aadabi)T(di))[AB]
Jr‘f,[;éB]amfﬁAB] +dapdSo

[CD] [AB]
HOV) By a@V)§7 + Rapeay ROD
+(On) 4y @) "), (4.3)
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1. Contraintes sur le superchamp scalaire chiral

Le superchamp scalaire chiral W (z%¢,64,60%) satisfait la condition
PP D& D, Dyp DWW = eprar D4 DS DP DYV (4.4)

ou DY et Dg‘ sont les dérivées covariantes usuelles du superespace données par:

e 0 _ 0
DY = 207 +640,, D= g (4.5)

Parmi les contraintes déduites de 1’équation (4.4):
1. les champs auxiliaires d%éﬂ = eABCP DY D, Dyp D% W sont réels.

2. le tenseur de Weyl, dont Wopeq = €4BCPD 4, DpyDecDpgWV est la partie auto duale, satisfait les
identités usuelles de Bianchi.
En vertu de I’équation (4.4), les champs composants le développement du superchamp chiral W
obéissent plusieurs conditions parmi lesquelles:

A Wpeq vérifie les identités de Bianchi ce qui revient a le construite & partir d’un Vielbein ez"’.

A la composante d satisfait d{ig]] = 0 et elle est réelle (de méme pour f[i B = 0).

Plus encore d’aprés??, les identités de Bianchi provenant de (4.4) permettent d’exprimer certaines
composantes du développement de W en termes des potentiels 1, V et p qui réalisent:

A _
Via =

X X 1 X
pvaa =043 OuTlya = Oullya + 5eumrnd M)
OV) (s = 0uVifa (0") (ap)
(6n)z4a,bc) = aunf(a (OI“/)bC)
(6p)(abc)A = 6upuA(a (U‘W)bc)

ou la deuxiéme formule relie py4, & fpuaa-

2. Spectre de la supergravité conforme N = 4

L’action (4.3) joue un role crucial dans la détermination du spectre de la supergravité conforme
N = 4. En effet, ’analyse des solutions de ses équations de mouvement meéne aux différentes hélicités
décrites par les champs de la théorie*®, comme nous le développement dans ce suit:
a. Champ scalaire C: L’équation de mouvement du champ scalaire C'(z) est

0*C(z) =0 (4.6)

tel que 00 = §,0" est 'opérateur cinétique usuel d’un champ scalaire non massif.
L’équation de mouvement (4.6) admet pour solutions les ondes planes pour un vecteur E quelconque:

o = exp(ik-z) et o) = E-zexp(ik-z) (4.7)

Afin de construire la solution générale de 02C'(z) = 0,22 s’est limité , pour raison de simplicité & un
vecteur E arbitraire qui obéit la condition E -k # 0 et qui est unitaire dans la direction temporelle. Pour
ce choix, la solution générale de I’équation 02C/(z) = 0 s’écrit:

C(z) = / Ak (ke (co (k) + ii—zcg(k)) . (4.8)
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Les champs Cy (k) et C§(k)? qui forment tout les deux un dipéle, ont les trois caractéristiques suivantes:
définis pour k? = 0, indépendants et portent une hélicité zéro.

b. Champ spinoriel A% : A partir de ’action (4.3) résulte I’équation de mouvement associée au champ
spinoriel A% qui est du troisieme ordre et de la forme

00aA% = 0. (4.9)
En utilisant la méme méthode appliquée pour le champ scalaire, les états d’hélicité de ce champ spinoriel
se déduisent. Pour (4.9), les solutions d’intérét different de (4.7) puisqu’a ce stade ces solutions sont
des fonctions d’onde exp(ik - ) multipliées par un polyndéme. Pour analyser de prés ces ondes planes,
Berkovits et Witten (BW) ont introduit simultanément deux paires de spineurs (w, %) et (r, 7) qui
satisfont

7t =k, 7%, =1, Ty =1

de telle sorte que 7 et 7 constituent une base de I’espace des spineurs de chiralité positive. Dans cette
base, le champ A% se décompose comme

AY = mAY + 700D,
L’équation de mouvement (4.9) devient alors
02AY) =0 et OAY =o0.

11 s’ensuit la solution générale suivante:

/ d* kS (k?) (4.10)
it (W“(A_;A(k) ALy () + 7840 (@.1)

Les états provenant du champ spinoriel A% sont présentés comme suit: Afé aet A” , , se combinent
2

pour donner un champ dipdle d’hélicité —%, tandis que A% 4 décrit un champ ordinaire d’hélicité +%.
c. Autres champs
L’équation de mouvement du champ T([I%B](k) s’écrit
bbp[AB] _
%9 T( b = (4.12)

ce qui implique la forme suivante de T(f:,?]

[AB] _ 4

TP = / A RS(k?)

etk-e <7ra7rb(T[AB] + Zk ot [AB]) + (T )T[ ])
0

A noter que les indices bas des trois 74P indiquent qu’ils décrivent des ondes d’hélicité —1, —1 et 0.
.Le gravitino nﬁ‘a et le graviton e, réalisent les deux équations linéaires suivantes

b b .
0°0 9™ caMbat il = 0;

04N 9* oot e 04 = 0. (4.13)

?la condition de normalisation de Cj est prise comme suit: OC = [ d*k§(k*)e®**C} (k)
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et En procédant avec la méme analyse appliquée aux champ précédents, les solutions générales des
équations (?7) et (4.13) sont de la forme:

n;‘a = UZb/d4k5(k2)ezk.z(7ra7rb7',;(77f% + zk—gnf%’)

+ T Toy Tt y) + TaToTing)

€pia = azb/d4k5(k2)eik'w

(7ra77b7—d7—1', (e—a(k) + z%e 2 (k))

+ W(a'f'b)TdTi,e—l(k) + TaTbW(d’Fi)el(k)
+ Fatvtay(ea(k) + i e (K))).
0

Ce résultat s’obtient également en utilisant le fait que les polarisations de nl‘fa et de ey44, qui emploient
T, ainsi que 74, subissent aux transformations de jauge

bb( A)

mﬂer + €abk}

Jnua =0

5euaa = Ubb(”rb’/rbxaa + 6ablab + eablab)

ou (04, mf, Yaa, l~a1}> l.p) sont les parametres de jauge.

.Finalement de ’action (4.3), il reste les champs E(4p), 56[%3]

et Vlﬁ dont les équations de mouvement
sont les équations usuelles

OEup) =0, 0%eef =
6H6p(0"w)(ab) (o_pa)(ab)va,% =0

qui décrivent respectivement les champs d’hélicité 0, % et 1.

Pour conclure cette partie, il s’avere intéressant de rassembler tout ces résultats dans un seul
tableau exhibant les hélicités ainsi que les représentations irréductibles R du groupe SU (4) (noté SU(4)g)
des états physiques. Ce tableau contient également la R-charge U(1) d’apres laquelle le superchamp chiral
W porte la charge 4 et § possede la charge 1.

S
L~
—
~—v|

hélicité SU@)r
0,0
1

o

hN

ey
olo|o|~|~| |||~
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B. Théories des cordes twistorielles

Cette section décrit les opérateurs vertex de la corde twistorielle dans deux versions. La premiere
concerne la corde ouverte twistorielle tandis que la seconde développe le modele B dans le superespace

CP*1*. Une fois le spectre obtenu dans le superespace twistoriel, il sera analysé et interprété dans 'espace-
temps de Minkowski.

1. Corde ouverte twistorielle

a. Action: Pour la théorie des cordes ouvertes dans ’espace twistoriel; les variables sont de mouve-
ments gauche (L) et droit (R). Elles comportent

Zi = (A0, 91 Zh = 0% 1 ¥R)
otaeta=1,2et A=1,---,4, ainsi que leurs moments conjugués notés:
Y] et YE,

et les courants de ’algebre de courant satisfaisant I’OPE usuel:

it et jk
pour k = 1,...,dim(G); ou G est l'algébre de Lie. Les conditions au bord pour cette corde ouverte
s’expriment par
Zp =Zy; YL =Yh, jiL=ik (4.14)

D’autre part; comme c’est déja mentionné précédemment, le fait que les variables twistorielles sont réelles
implique que l’espace cible associé & la théorie de SYM est de signature (+ — ——), et par conséquent
(+—) représente la signature de la surface d’univers. Dans ce cas; action de la surface d’univers pour
ces champs de matiere est de la forme

S = /dQZ (YLIVRZ£ + YRIVLZII;c) + Sc (4.15)

tel que S¢ correspond a ’action des courants d’algebre, tandis que Vg et V sont les dérivées covariantes
données par

VR=5A25+A, V=04=0+A4

contenant un GL(1,R) champ de jauge (connection) pour lequel (+1) est la charge associée & Z{ et Z%
alors que Yy1 et Ygr portent la charge (—1). En passant & la version quantique, l’action (4.15) conduit
& des fontomes de mouvement droit et gauche. Les premiers sont ceux de Virasoro notés (br,er) et
(br, er), cependant les seconds sont de type GL(1) et se nomment (ur,vr,) et (ug,vg). Il s’ensuit alors
que de nouvelles conditions de bords s’ajoutent & (4.14)

er = €R, br, =br

ur = uR, UV, = VR.
Avant le twisting, les poids conformes se distribuent respectivement comme suit:

zt «— (0,0), Y; «— (1,0)
(ba 6) — (25 _1)5 (U,’U) — (150)
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b. Etats physiques Utilisons les générateurs de Virasoro 7', le courant J de l'algebre de courant et les
ghosts (b, ¢), (u,v), Popérateur BRST se construit?!:

Q= /dz [eT + vJ + eudv + ebde]
ou le tenseur énergie-impulsion 7" ainsi que J le courant GL(1) contribuent par les formules suivantes:

T=Y;0Z' +T. et J =Y 7"

Ainsi pour avoir des anomalies conformes nulles (Q? = 0), les différents parametres doivent porter des
charge centrales ¢ bien particuliéres qui nous résumons dans le tableau suivant:

T.| (b, e)](u,v)|Y7|ZT
c=|28-26| =2 |00

(autrement il n’y a pas d’anomalie GL(1)). Notons que contrairement & la théorie de corde ouverte usuelle
ou les indices de I’algebre de Lie proviennent des facteurs de Chan-Patton, c’est ’algebre de courant qui
procure ces indices dans cette alternative?°.

Les états physiques de cette corde ouverte sont décrits en termes des opérateurs vertex qui sont
des champs primaires, de dimension 1 et neutres sous ’action de GL(1)?2. Dans cette version, les champs
primaires les plus simples sont les champs ¢y (Z) de dimension 0 invariants sous l'action de GL(1,R)
sur Z!. Autrement dit ¢ est invariant pour Z — tZ avec t € R d’ol ¢ est une fonction quelconque du
super espace twistoriel tel que ¢ (Z) est de charge nulle. Il s’ensuit alors que la multiplication de ces
champs par 1'un des courants j¥, k = 1,... ,dimG conduit aux premiers types des opérateurs vertex de
dimension 1 noté

Vo =5*w (Z). (4.16)

De maniere similaire, d’autres opérateurs vertex se construisent a partir des expressions linéaires en
fonction des Y et 0Z -qui sont tout les deux de dimension 1. Ces autres types d’opérateurs de sont de la
forme:

Vi =Yif1(2), Vy=g1(2)07" (4.17)

Bien qu’ils soient de dimension 1, les deux autres conditions manquantes pour que V; et V; constituent
des opérateurs vertex sont garanties comme suit:

(1) Tls sont GL(1) neutres si respectivement:

f1(Z) est de charge +1; f — tf

g1 (Z) porte la charge —1; g —» t~1g

(2) s sont des champs primaires par rapport aux générateurs de GL(1) et de Virasoro (T et J) si:

o f1 satisfait la condition 8rf! = 0 qui implique que f! est un volume préservé d’un champ vectoriel.
e g; vérifie la contrainte Z7g; = 0 ce qui signifie que g;dZT est une 1-forme bien définie.
Par surcroit, ces fonctions f! et gy sont invariantes de jauge tel que
SfI=2'A et 8gr =0rx.

Finalement, cette partie se cloture par une intéressante idée évoquée dans?!. Celle-ci nous informe que
grace a la transformation de Penrose, qui sera bien explicité dans la section suivante, ¢y, (Z) décrit les
états de la théorie super Yang-Mills ' = 4 alors que f1(Z) et g;(Z) décrivent les états de la supergravité
conforme N = 4. Cette idée sera explicitée par la suite.
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2. Spectre dans l’espace de Minkowski

Cette partie utilise les résultats précédents afin de présenter le spectre des champs non massifs dans
I'espace-temps de Minkowski caractérisé par les champs twistoriels. L’idée de base!® repose sur le fait
qu’une fonction de coordonnées homogénes Z' de ’espace twistoriel (ou plus précisément homogéne en
Z1 de degré k) décrit un état non massif dans l’espace-temps de Minkowski portant une hélicité (1 + %)
[transformation de Penrose].

Afin de mieux illustrer cette idée, il vaut mieux traiter les exemples des champs ¢y, f et gr déja
mentionnés et qui sont des fonctions des variables bosoniques A%, % et fermionique ¢4.
Les champs ¢y, (4.16) sont des superchamps & valeurs dans les lignes fibrés O, O(-1), O(-2), O(-3) et
O(—4), caractérisés par les charges (0,—1,—2,—3,—4). Alors en tenant compte de la transformation de
Penrose, ces champs décrivent respectivement les particules ayant les hélicités (1, %, 0, —%, —1).

Dans ce méme esprit, le développement de la fonction f! (4.17) en puissance de 9 que nous notons
FI(\, p,9) est de la forme

F5Oum) + A Wt + fiap(h wpie®
+ fiasc (A, pApBy© + fiasep(\, p)p Byl

tel que ff est homogene en A et p de degré (1 — k). Cette fonction décrit un état non massif d’hélicité

(% — %) lorsque nous ignorons le moment angulaire porté par I'indice I. Ceci se résume comme suit
k |degré de fl|hélicité de I'état
0 1 3
1 0 1
9 1 1 (4.18)
2
3 -2 0
1
4 -3 —1

Dans le cas 4 = 0, pour chaque valeur I, fI(\, 1) est homogene en Z de degré 1; avec I qui admet
3 choix possibles I = (a,a, A). En outre, les cas I = a ou a sont des états bosoniques alors que I = A
correspond & des états fermioniques. Ainsi en ignorant le spin porté par l'indice I, il résulte 8 états dont
4 d’hélicité bosonique et les autres d’hélicite fermionique tel que selon ’idée de base de'® prescrite avant,
chacun de ces états est d’hélicité %

Mais signalons qu’il n’est pas du tout correct d’ignorer le spin porté par I. En effet, a et @ prennent
chacun deux valeurs possibles et leurs deux états portent I’helicité % et —% respectivement. Cependant
I'indice A ne porte aucune helicité mais il se transforme comme la représentation 4 du groupe SU (4) des
symétries R. Par conséquent en tenant compte du spin de U'indice I, les états résultants de la fonctions
FE (X, 1) deviennent comme suit :

2 états bosoniques d’hélicité 2
2 états bosoniques d’hélicité 1

4 états fermioniques d’hélicité 2 se transformant en 4 de SU(4)g.

Par ailleurs, les deux états d’hélicités 1 sont éliminés en considérant les contraintes suivantes:
(i) linvariance de jauge ff — f! + ZA qui nous informe qu’un état décrit par la fonction A(\, ) est
homogene de degré 0. Par conséquent il décrit un état bosonique d’hélicité 1
(ii) la contrainte 07 fI = 0 qui est homogene de degré 0 et qui décrit un état bosonique d’hélicité 1.

Il s’ensuit que pour le cas 1) = 0; le spectre se constitue de:
2 états bosoniques d’hélicité 2.

4 états fermioniques d’hélicité 2 se transformant en 4 de SU(4)g.

Finalement, la collection totale des états décrits par le champ f/(Z), en tenant en compte aussi
bien du moment angulaire associé & I que de Iinvariance de jauge et des contraintes, est donné par?2
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[y

Aaf®:(2,1),(

/‘flfh : (27 1)7(
3

A, 50 ™ 4
f -(574)7(1715691)7(5720@4)

1
) (07 100 6)7 (_554)

71)7 (17 6)7 (_74)7 (07 1)

71)7(176)7(_74)7(071) (419)

NN
- N

[y
[

ot le premier élément de chaque paire décrit I’hélicité quand au second, il correspond a la représentation
de SU(4)r - De plus les fonctions A, f* et p;f® nous parviennent simplement des f et f. En effet, les
deux fonctions f* et de méme pour les deux f“ sont équivalentes aux fonctions invariantes de Lorentz

A S, g/\L: pour f% et usfe, %’:—Z pour f%. Par conséquent nous obtenons deux correspondants de degré 2

et deux de degré zéro qui s’associent respectivement, selon la regle de base, & 2 états bosoniques d’hélicité
2 et deux autres d’hélicité 1913,

Cette analyse ne concerne que la fonction f!(Z). Dans ce qui suit, nous fixons I'intérét sur la
fonction gr(Z) en procédant de maniére similaire.
*Quand ¢ = 0; les scalaires de Lorentz (Z%g,, Z%g4, 0,9%, 829%) sont homogenes de degré (0,0, —2, —2)
puisque g, et g; sont homogenes de degré —1. Or, en considérant I'invariance de jauge g; — gr + O1A
ainsi que la contrainte Z!g; = 0, les deux champs de degré 0 sont éliminés. Ainsi, il reste deux champs
twistoriels de degré —2 décrivant des états d’helicité 0 dans ’espace de Minkowski, sans oublier les champs
g4 homogenes de poids —1 associés aux champs massifs d’hélicité +%.
*Quand la dépendance du )* intervient; elle fait aboutir au spectre non massif complet décrit par
gr et qui se présente comme suit

(-1,150 1),(-%,21) (4.20)

Les spectres présentés dans les éqs(4.19) et (4.20) montrent que les champs f et g ont les hélicités et
les représentations de SU(4) de valeurs conjuguées I'une de 'autre. Cette dualité sera explicitée par la
suite via ’éq(4.52).

3. Modéle B dans CP3*

L’objectif de cette sous-section est de reproduire les opérateurs vertex élucidés précédemment en trai-
tant une autre version de la théorie des cordes twistorielle. Cette derniere concerne le modele B dans le
super espace twistoriel CP** comme il est décrit dans?2.

a. Secteur de Yang-Mills D’apres'®, les états de la corde ouverte du modele B sont en étroite liaison
avec les champs de jauge dans l’espace-temps. Plus encore, Penrose suggere qu’ils correspondent aux
éléments de H'(CP **, 0)!! ot le superespace CP"®/* représente une région de CP*'* dans laquelle les A
ne sont pas tout les deux nuls. Un élément de ce faisceau de groupe de cohomologie est représenté par
une fonction d’onde qui satisfait les trois propriétés suivantes

1. ¢ =dZ'w;i(Z, Z) autrement dit ¢ est une (0,1)-forme
$=0

3. qz — <73+5a cette équivalence de jauge est vérifiée pour toute fonction a dans le superespace Cp*4,

Qi

2.
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1l s’ajoute & ceci que les valeurs de ¢ ainsi que du paramétre de jauge a sont dans la représentation
adjointe du groupe de jauge. Les démarches suivies dans'® décrivent en détail les opérateurs vertex
associés & ces états. L’un des résultats surprenants de'® nous informe que dans 'espace twistoriel cette
méthode de décrire les champs de jauge en utilisant le modeéle B est reliée avec celle poursuivie dans
la version de la corde ouverte traitée antérieurement. Par conséquent, l’auteur de'® postule la formule
suivante:

¢ = p0(I(Im(2)) (4.21)
ou

{1 pour Im(z)>0
o(Im(z) = { 0 pour Im(z) <0 -

1l s’ensuit de ceci le résultat suivant: les opérateurs vertex décrivant les champs de Jauge dans la version

théorie des cordes ouvertes twistorielles sont liés & ceur du modéle B dans CP®!* par le biais de la
transformation

p— ¢
b. Secteur de supergravité conforme: Le mode de corde fermée le plus évident dans le modele B est
la déformation de la structure complexe de CP"*. Cette déformation doit préserver la forme volume
holomorphe notée Q. Ainsi, il faut donner le type des déformations possédant cette propriété. Pour cette
cause, des ensembles d’ouverts U; sont introduits de telle sorte qu’ils soient individuellement non déformés
et qu’ils couvrent le superespace CP”*. Dans le cas de 2 ensembles ouverts; U; se caractérise par A # 0

alors que U, est défini pour A2 # 0. Au 1°¥ ordre, la déformation se décrit via le difféomorphisme de la
forme

Z' > 7"+ ef; (4.22)

qui permet de rassembler les ensembles U; dans leurs intersections U;;. Dans (4.22), € est un parametre
infinitésimal et f;; = —f;. Puisque fin 82, est un champ vectoriel holomorphe, alors les structures
complexes de U; et U; sont égales au niveau de leur intersection. En plus f;; doit étre le volume préservant
le champ de vecteur afin que la mesure ) soit définie sur la variété déformée. De maniere explicite, ceci

s’interprete par la formule

0
a7 fo ="

Par conséquent les f décrivent un élément du faisceau du groupe H?! ((CIP”3‘4,T’ ) ot T' est un faisceau
des volumes préservant les champs vectoriels.

Dans la cohomologie 8, un élément de ce groupe de cohomologie est décrit par la fonction d’onde
J =dz'j¥
qui obéit les criteres suivants:
o 8J = 0 autrement 9pj% — 855K =0
o 8Kj§—( =0, ce qui signifie que J est une préservation de volume.
o J = J + Ba est linvariance de jauge usuelle valable pour toute section a de T".

Par analogie aux résultats (4.21), il s’avere évident que la fonction J de ce modele-B soit liée & I’objet
lui correspondant de la corde ouverte. Cet objet n’est autre que f¥ et la relation s’écrit

dZTiK = K. 5(9(Im(z))). (4.23)
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L’opérateur vertex correspondant 3 J est de la forme
Vi =T jK 0k (4.24)
ot ' et Ok sont les fermions de la surface d’univers du modele B.

Un autre résultat de la transformation de Penrose se résume par ce qui suit: un volume préservant
la, déformation de la structure complexe dans I'espace twistoriel décrit une solution des équations de Weyl
anti-auto duale dans l'espace temps. Autrement il décrit une hélicité de la supergravité conforme. La
référence?? postule un autre type de mode de la corde fermée pour lequel ’opérateur vertex by se couple
aux D1-branes via

/ bixdZ! A dZ¥ (4.25)
D

ou D est le volume d’univers d’une D1-brane. Dans ce modele B,22 impose & b les conditions suivantes:

* P’équation de mouvement 0b = 0

* Iinvariance de jauge b — b+ 9.
Par conséquent, b est un élément de H'(CP *1*, T*) tel que T* est le fibré cotangent.
De plus, le couplage (4.25) est invariant par la transformation:

brx — brx + Okwr, (4.26)
ainsi b satisfait une troisieme condition d’ol la formule
dZTrr = gx d(W(Im(z)) (4.27)

qui relie b au champ de jauge abélien g de la corde ouverte twistorielle.
L’action effective postulée dans?? s’écrit

i

/@34 dXTdX7dX¥ bf; 05 jLO. (4.28)

7 4 T
Les XT sont des coordonnées locales complexes dans CP3* tel que les X! sont leurs complexes
conjugués. Cette action effective est linéaire en j, or son extension non linéaire est donnée par

/WM dXTdX7dX%by; NI Q (4.29)

ou N 5—[—{ est le tenseur de Nijenhuis. Ce tenseur invariant est construit a partir de la structure
presque complexe J. Cette derniere est un tenseur Jg contraint par la condition J? = —1 et dont
les composantes J} au 1°" ordre de perturbation de J coincident avec les j}.

Dans ce cas, I’approximation linéaire de N est

Ni'; = 0rij =951

Notons que d’apres le théoreme [Penrose, Atiyah-Hitchin-Singer], la structure présque compleze J
est dite intégrable si et seulement si N = 0. Des lors, I’équation de mouvement de b déduite de
Paction (4.29) affirme ce résultat N = 0.

Cette derniere condition N = 0 correspond, d’apres la transformation de Penrose, & W,p.q = 0 dans
Pespace de Minkowski. Les Wypca, W, sont les parties symétriques auto duale et anti auto duale
du tenseur de Weyl. Il s’ensuit alors que I'interprétation de laction (4.29) dans I’espace-temps n’est

autre que 'action

/ d*z/gU W 4peq (4.30)

ot U4 est le champ de Lorentz symétrique en tout ses indices de spin (2,0) et qui correspond en
partie au champ twistoriel b selon?2.
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Dans le but de requérir la supergravité conforme, il faut tenir en compte une interaction U? provoquée
par les D-instantons. L’action résultante

1
/ d*\/g(U W g — §eU2) (4.31)

est équivalente & celle de la gravité conforme apres élimination de U qui donne

1
5o [ AoV ). (4.32)
Enfin, 'un des résultats principaux déduit de tout ce qui précéde se résume dans les 3 équations suivantes:
1. ¢ = ¢d(¥(Im(2))
2. dZ1jK = X . 9(9(Im(2))).

3. dZijK = 90K 5(19(Im(z))
qui permettent de relier, dans ’espace twistoriel, entre les opérateurs vertex de la corde ouverte
(4.17,4.16) et ceux du modele B (4.24).
Par conséquent, quelque soit la théorie de départ: corde ouverte twistorielle ou bien modele B Cp?*
dans le choix n’affecte pas les résultats aboutis qui seront similaires pour ces deux alternatives de
corde twistorielle.

C. Identification des champs SGC et CT

Cette tranche est consacrée a vérifier que le secteur du singulet de jauge de la théorie des cordes twisto-
rielle (CT) posséde les mémes états physiques que ceux de la supergravité conforme (SGC). En effet, les
résultats du tableau qui donne les états physiques de la supergravité conforme A" = 4, D = 4 s’adaptent
avec les résultats des équations (4.19) et (4.20) énongant les champs de 1’espace-temps décrits par les
superchamps twistoriels f! et gr.

Au lieu de comparer les termes un & un, BW ont jugés plus illuminant d’admettre que le super-
champ chiral W(z,8), qui constitue la variable de base de la supergravité conforme linéaire, coi ncide
avec un champ qui lui soit similaire dans la corde twistorielle.

Pour cette raison; ayant déja postulé le couplage du champ b au D1—brane de telle maniere que
la contribution de cette derniére soit proportionnelle & exp(— [, b), BW ont procédé comme suit :
1) Etendre ce qui précede en puissance de b.
2) Intégrer sur les modules. Ainsi, la partie de I’action effective quadratique en b, donnant le terme U2,

s’écrit
1/ dp (—/b)2. (4.33)
2 Jum D

M est la composante de ’espace des modules des courbes dans Ccp3i4 qui contient D. Le cas adéquat est

lorsque D correspond & un instanton de degré 1, qui n’est autre qu’une copie de CP' linéairement insérée
dans le superespace twistoriel Ccp3l, Or, la transformation de Penrose fait correspondre D & un point de
I’espace-temps de Minkowski ou plus exactement & un point d’un superespace de Minkowski chiral ayant
pour coordonnées z%* et #4%. Ainsi, une fonction de ce superespace est définit par:

W(z,8) = /D b (4.34)

6

ou I, ¢ est la courbe de module z et 6.
11 s’ensuit alors que le développement de W par apport a 6 s’exprime par :

1
W=C+---+ EGABCDHA‘ZOBbHCC@DdUabcd 4o (4.35)
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ou C est un dilaton chiral.

D’autre part, dans ’approche de la théorie de la corde ouverte twistorielle, 1a forme de I'opérateur
vertex V, = g; (Z) 8Z' provoque le couplage [;, 91 (Z) dZ' entre le champ g et le bord D de la surface

d’univers D de la corde ouverte. Selon?2, lorsque ce bord est une ligne D dans IRIP’3|4, associée a un
point dans le superespace réel de Minkowski de signature + + ——; alors le champ du superespace lui
correspondant est défini par

W= /D g g1 (Z)dz?!. (4.36)

Ce champ W(z,0) qui coincide avec W de la supergravité conforme, fut introduit afin de donner une
interprétation aux champs twistoriels dans l’espace-temps. Dans (4.36), D o est défini via les équations
twistorielles

(%, ™) = (2 Xa, 04 N,) (4.37)

ou les variables sont réelles.
De maniere explicite, W(x, §) s’écrit

W(z,6) = / dX\* [ga(Z) + 2009°(Z) + 02 9a(2)] (4.38)
tel que dZT est évaluée en utilisant
(dX%, dp®, dyp?) = (dX, dhpaz®®, dX.6°Y)

pour des Z! dans D, . Ceci signifie que ces Z! sont assimilées & des fonctions de A% pour z et 6 fixées
via les équations twistorielles (4.37).

A partir de l’action dans le super espace (4.3), I’équation de mouvement concernant W s’écrit
eAPCP D2 Do Dyp DEW =0 (4.39)
qui est équivalente & AgpAcpW =0 avec Agp = D4,D%.
L’équation de mouvement (4.39) est satisfaite par toute fonction W du superespace s’exprimant en
termes d’un champ twistoriel g via (4.36) ou bien (4.38). Ainsi La partie suivante est destinée & décrire

les trois étapes permettant de déterminer le champ twistoriel gr en termes du superchamp W(z, 8).
c. La forme de g;: La formule (4.36) implique:

oW = / dX* (0"0,,) Taag® (A, zA, 0)
= / d\* X\, Da gt (4.40)
En utilisant les champs dipéles ainsi que le développement de W présenté dans (4.1), il résulte
9a9"(2) = Cy + QPA[\L%A + (¢2)[AB]Tl_[fB]
+ (¢3)Aﬁf% +ytel, (4.41)

ot C} est le champ twistoriel de GL(1) portant la charge —2 correspondant au champ C}, de I'espace-
temps ayant une hélicité zéro. En plus, A’ , , n’est autre que le champ twistoriel de GL(1) de charge —3
2

dont A’ , , est le champ de I’espace-temps associé et qui porte une hélicité —%, ainsi de suite.
2

Afin d’obtenir g% & partir de (4.41), il est indispensable d’employer la description des
champs twistoriels dans ’espace des moments usuelle ou g® dépend de p; par le biais du terme

(7 A) exp(iudﬁd(g—i)) avec
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* Lot — 7ont représente le moment
1 .

* <%) est un covariant de Lorentz.

Par conséquent

0a9® = i(—=)7%ga. (4.42)

L’invariance de jauge dg; = 0;§ permet de choisir la jauge. Ainsi il se déduit

/\a 0
94(2) = =i (Cy + ALy 4 + ()am T
+ ()il + 0'ey). (4.43)

d. L’expression de ga: 1l est clair que (4.36) implique

9
72 ppA O

oW = / A Ao (Dag2 (A, 2, ) (4.44)
— 0aga(A, 2, 0N)). (4.45)
En comparant ce résultat & (4.1) et (4.11) et en utilisant le fait que

1
0aga = l()\l )7ga, (4.46)

I’expression de g4 résultante prend la forme
94(2) = Ay s + P Topan) + " Eoam) (4.47)
+ @) api?; + W) ap€! Bfl‘ +
+(@%) a1 + () BVE 4 + 9 34-

e. La détermination de g,: 1l reste a déterminer g,. Pour cette raison, il faut utiliser encore une fois
(4.36) qui relie g, & W suivant la relation

/d)\aga =W- /d)\a [€aag® + 621 94] - (4.48)
Par la suite,

90(Z) = Xa(Co + 9 A_y 4 + (¥ ap T
+ (W) ity +9es) + .. (4.49)

u ... dépendent des champs qui apparaissent dans g; et g4.
En conclusion, les équations (4.43), (??) et (4.49) permettent de décrire g, en terme des composantes
du développement de W(z, ). . o
Cette méme procédure relie également le superchamp antichiral W(z + 60,6) au champ dual §'(Z2)

Wi(2,6) = / AL P (4.50)
- / X% (a8 11, D) + Baad® (N, 1, D) (4.51)
ol $2¢ = x4 4 92494
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f. Le champ f!: Dans ce qui précéde nous avons signalé que les résultats présentés dans (4.19) et
(4.20) montrent que les champs non massifs provenant de g; posseédent des hélicités opposées et des
représentations de SU(4)r conjuguées en les comparant & ceux de f!. Ceci signifie qu’il existe une
dualité entre f et g qui se traduit en définissant la transformation de Fourier

ql(v) = /R s dQexp(ZEVi)f1(Z). (4.52)

ol Vi sont les coordonnées homogenes sur un nouveau RP3/ qui est dual au superespace d’origine et df2
est la mesure exprimée par \°d\, d?u d*i.

En profitant du résultat (4.52) qui exprime le champ ff en terme de §’, (4.50) mene aux expressions
suivantes

~ ~ o1 ~I
XNfo(Z) =<y + ¢Aﬁl_g,4 + W) T _ipap + @%)ad_1 4 +9'C

1

~ S ~ ~[BC] ~B =
FH2) =0+ 0PV + 9P + (W) améia + @) amyis + %) aEoan)
+ (¢3)BT0[AB] + 1/)41_\%1A

. ~ ~I1[AB] ~1 ~
f4(2) = 8(& + 0 T5 + WDamTy + @) aky, +9*Co) + ...

ol 9, = a—fa, 0y = % et ...dépend des champs qui apparaissent dans f, et f4.
Nous avons finalement démontré que les champs de ’espace-temps décrits par les superchamps twisto-
riels contiennent des états physiques de la théorie de supergravité conforme N' = 4 D = 4. De ce fait,

nous retrouvons une autre confirmation de la relation entre ’espace twistoriel et 'espace de Minkowski.

V. CONCLUSION

Ce papier a défilé plusieurs idées concernant les twisteurs ainsi que des sujets récents qui leur sont
liés. Cette tentative qui avait pour but de connecter entre le passé et I'actuel, a présenté tout d’abord une
étude concernant les twisteurs, ’espace qui leur est associés ainsi que son extension supersymétrique, tout
en introduisant les courbes algébriques dans ces espaces. Ayant exhibé tout le matériel mathématique
nécessaire, la suite était consacrée a la théorie des cordes twistorielles. Cette dernieére repose sur 'union
entre la géométrie twistorielle et la géométrie de la supervariété Ccp3l4 qui est simultanément un espace
supertwistoriel et une supervariété de Calabi-Yau. Ainsi jouant le réle des espaces cibles de la théorie,
Iextension de la dualité miroir a la supergéométrie a également été traitée. De cette conjecture, nous
avons présenté quelques exemples des variétés de Calabi-Yau dualles par la symétrie miroir qui constituent
un intérét particulier dans 1’étude des théories de cordes. Dans leur version twistorielle; nous avons la
corde ouverte twistorielle ainsi que le modele B dans CP**. Au bout de ces deux alternatives, nous avons
retrouvé le spectre non massif de la supergravité conforme A" = 4, D = 4. Ce résultat constitue une nou-
veauté inattendue puisque c’est la corde ouverte twistorielle qui produit les états physiques semblables &
ceux de la supergravité conforme A = 4 3 quatre dimensions.

Ayant jugé intéressant d’aller au deld de ’analyse des opérateurs vertex dans le superespace (C]P’3|4,
une bonne partie de cet article s’est destinée & interpréter ce spectre obtenu dans ’espace-temps R!:3.
L’idée qui a permis ce passage se résume dans le fait qu’une fonction de coordonnées homogenes Z! de
degré k de I’espace twistoriel décrit un état non massif dans I’espace-temps de Minkowski portant une
hélicité (1 + £).
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