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Abstract

We give various aspects of Hamilonian mappings associated to the k—symplectic struc-
tures and also to a non degenerate systems of closed two forms.
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I. INTRODUCTION

L’une des motivations principales qui ont conduit a introduire la géométrie k—symplectique en tant
qu’extension de la géométrie de polarisation’, est de proposer un support géométrique des équations de
Nambu-Hamilton'3, & I'instar du formalisme hamiltonien classique, qui est une géométrie de ’espace de
phase (fibré tangent T'M, d’une variété différentiable M, muni de la forme de Liouville \).

Les équations de Hamilton

dx? _ OH dyt OH

dt — Oyi’  dt ~ o

proviennent de la dualité X —— i(X)0, entre les fibrés des reperes et des corepéres, ol § = d; et que les
applications hamiltoniennes H sont a valeurs réelles et sont reliées aux systemes hamiltoniens Xy par la
relation :

i (Xy)0 = —dH.

Les équations de Nambu-Hamilton régissant le mouvement de la mécanique statistique de Nambu en
dimension 3 sont données par :

de _ D(HG) dy
dt — D(y,z)  dt

D(H,G) dz _ D(HG)
D(z,x) * dt —  D(z,y) (11)

ou H et G sont deux fonctions réelles définies sur I'espace de phase M décrit par le systeme de coor-
données (z,y, 2).

Dans cette optique, la géométrie k—symplectique propose une structure géométrique dans laquelle
cohabitent des 2—formes différentielles fermées 6!, ..., 0%, de telle sorte que les applications hamiltoni-
ennes H soient & valeurs dans R”, et dont les composantes HP soient liées au systemes hamiltoniens Xz
par les relations :

i (Xy) 0P = —dH?,
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afin de retrouver les équations de Nambu-Hamilton tout en conservant les traits spécifiques de la géométrie
symplectique classique.

Une structure k—symplectique est un (k+ 1)—uplet (6*,...,0%; E) dans lequel §*,.. ., 6% forment
un systeme non dégénéré s’annulant sur les champs tangents aux feuilles. Le théoréme de Darboux montre
que tout point zo de M possede un voisinage ouvert de coordonnées locales (2P, z%)1<p<k 1<i<n tel que
les formes différentielles 6P soient représentées dans U par

9‘pU = Zdazm A dzt
i=1

et le sous-fibré E soit défini par les équations dz' = ... = da" = 0.

Depuis son introduction en 1984 (1), la géométrie k—symplectique a connu beaucoup de
développements (2,4,7), comme elle a joué le support la quantification géométrique de Kostant-Souriau-
Puta (%) et elle fut utilisée dans les travaux de M. de Léon®, Michael McLean et L.K. Norris'4,
P.R. Rodriguez'¢, Angel Rey Roca et Modesto Salgado et I.V. Kanachikov!'®.Systémes hamiltoniens

k—symplectiques.

Soit M une variété différentiable de dimension p + ¢ muni d’un feuilletage § de codimension q.
Le sous fibré de T'M défini par les vecteurs tangents aux feuilles de § sera désigné par E, I’ensemble des
sections du M —fibré TM — M (resp.E — M) sera désigné par X(9M) (resp.I' (E)) et Pensemble des
r—formes différentiables sur M sera désigné par 4U* (9N).

Une fonction réelle f de classe C°° sur M est dite basique pour § si, pour toute Y € I'(E), la
dérivée Y (f) de f suivant YV est identiquement nulle. L’ensemble des fonctions basiques pour § sera
désigné par 42 (MM, F) est un sous anneau de U° (M) des fonctions réelles différentiables. Rappelons (12)
qu’une fonction différentiable f € 41° () est basique si et seulement si f est constante sur chaque feuille
de § .

Dans ce travail, nous mettons en évidence différents types de systemes hamiltoniens et
d’applications hamiltoniennes dans le cadre d’une structure k—symplectique, et nous montrons aussi
que 'ajout du feuilletage dans cette structure n’est pas le seul facteur qui entrainé la forme restrictive
des applications hamiltoniennes k—symplectiques.

A. Systémes hamiltoniens k—symplectiques

Rappelons qu’une structure k—symplectique sur une variété différentiable M de

dimension n(k + 1) est un (k4 1) —uplet (91,...,6"“;E)7 tel que, pour tout x € M, les conditions
suivantes sont satisfaites :

(i) Co (0Y) N...NC, (6%) = {0}

(#4) 6P(X,Y) = 0 pour tous X,Y € I'(E) et p(p =1, ..., k).

Rappelons aussi (2,7), que si (91,...,9’“;E) est une structure k—symplectique sur M, alors, pour
tout point = de M, il existe un voisinage ouvert U de M contenant x de coordonnées locales
(2P%, 2")1<p<k1<i<n, dites adaptées, tel que les formes différentelles 67 soient représentées dans U par :

0f, = da?’ Ada'
i=1

et le sous fibré E soit défini par les équations dz! = ... = da" = 0.
Soit M une variété différentiable de dimension n(k + 1) munie d’une structure k—symplectique
6',...,60% E)
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Soit j : X(9M) — §FH(IN) x ... x f*(W) définie par :
J(X) = (GHX), .. 3NX)) = (X)L i(X)6F)

pour tout X € X(9M).
Un champ de vecteurs X sur M est appelé automorphisme infinitésimal de § (ou de FE') si au
voisinage de tout point de M , le groupe a un parametre local associé a X respecte le feuilletage §.
Pour tout champ de vecteurs X € X(9M) les propriétés suivantes sont équivalentes :

Proposition 1.1 i) X est un automorphisme infinitésimal pour §,

ii) [X,Y] € T(E) pour tout Y € T'(E).
i11) Dans un systéme de coordonnées locales distinguées

7
(qu, &€ )1§u§nk, 1<i<n

le champ de vecteurs X prend la forme

nk n
S n 8 n 6
X = Zf (1. Tpp, 2t )3x + Znt(xl,...,x )%
s=1 s t=1

On notera Z(M,§) lalgebre de Lie des automorphismes infinitésimaux pour §.
Un champ de vecteurs X sur M est appelé systeme hamiltonien si X est un automorphisme in-
finitésimal pour § et pour les 2—formes 6P a la fois; autrement dit, s’il satisfait les conditions suivantes

Dfinition I.1 1. X est un automorphisme infinitésimal pour § ,
2. les formes de Pfaff i(X)0',...,i(X)0F sont fermées.
Le champ de vecteurs X sera appelé automorphisme infinitésimal pour la structure k-symplectique
6',...,6% E).

Soit X un systéme hamiltonien. Il résulte du lemme de Poincaré, que pour tout = € M , il existe un
voisinage ouvert U de M contenant x et une application différentiable H de U dans R vérifiant sur
U la relation

§(X)=—dH.

Inversement, si H est une application différentiable de M dans RF telle que dH € j(Z(M,g)), il
existe un unique champ de vecteurs sur M noté Xp, et appelé systéeme hamiltonien associé a H , tel
que j(Xpg)=—dH.

Les applications différentiables H de M dans R* telles que dH € j(Z(M,F)) sont appelées
applications hamiltoniennes de la structure k-symplectique (6*,...,60%; E).

Soit H = (HP)1<p<k une application hamiltonienne et Xy le systéme hamiltonien associé. Dans
un ouvert U de M muni d'un systéme de coordonnées locales adaptées (zP',2")1<p<k,i<i<n , les com-
posantes HP de H et Xy s’écrivent respectivement :

n
HP = ij(zl,...,x”)zpj + gP(xt, .. 2™)
j=1

et
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ou f; et gP sont des fonctions différentiables dans U .

Supposons que k > 2. Il résulte du théoreme précédent que si les formes de Pfaff i(X)01, ..., i(X)0F
sont fermées, X est nécessairement un automorphisme infinitésimal pour §.

Soient H, K deux applications hamiltoniennes et Xpg, Xi les systémes hamiltoniens associés.
Le crochet [Xpg,Yx] est un systéme hamiltonien. Plus précisément lapplication notée {H, K} de M
dans RF définie par:

{H,K} = + (0" ( Xy, Xk),...,0"(Xu, Xk))
satisfait

(Xu, Xk] = XKy

Soit $(9M) I’ensemble des applications hamiltoniennes de la structure k-symplectique (6*,...,0%; E).
La correspondance (H,K) — {H,K} de H(9M)xH(IM) dans H(M) est une application R-bilinéaire
antisymétrique satisfaisant 'identité de Jacobi.

Proposition 1.2 (H(9M), {,}) est une algébre de Lie réelle de dimension infinie.

B. Lien avec la mécanique statistique de Nambu.

Munissons I’espace M = R3 de la structure 2—symplectique canonique (91, 62; E) définie par

0' = dx A dy
02 =dy Ndz
FE = kerdz.

Les applications hamiltoniennes de la structure 2—symplectique sont les applications du type
H:M — R?
dont les composantes sont données par
H'=f(z)z+g"(2), H*=f(z)y+g°(2)

ol f,g', g% sont des fonctions différentiables basiques définies sur espace M. Les trajectoires du systeme
hamiltonien X de la structure 2—symplectique sont données par les équations suivantes :

dr _8H1
dt 9z
dy _ oH*

dt 0Oz

dz OH' OH?
dt  0x Oy’

Proposition 1.3 Soient H = (Hl, H2) avec H' = f (2) z+g' (2) et H? = f (2) y+g° (2) , une application

hamiltonienne de la structure 2— symplectique. Alors le systéme hamiltonien X g et le systeme dynamique

de Nambu X7 sont liés par la relation

Cela résulte directement des relations suivantes :
D (H', H? OH' D (H', H? OH?
DEHLHY) _ ., 0H DI ) _ i
D (y,z) 0z D (z,x) 0z
D (H', H? OH1 OH?2
DULIE) _ _po 2 o212
D (z,y) Ox dy
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Corollaire 1.1 Si f (z) # 0, la fonction
(f () H = (z+h"(2),y+h*(2))

avee bt (2) = (f (2)) " g* (2) et h2(2) = (f (2)) " g2 (2) est une solution des équations du mouvement de
la mécanique statistique de Nambu.

C. Exemples de champs hamiltoniens associés a un systéeme de 2—formes

L’exemple suivant montre que ’ajout du feuilletage dans la structure k—symplectique n’est pas la cause
principale qui a implosé la forme restrictive locale des applications hamiltoniennes.
Considérons le corps dans R* les formes de Pfaff A;, Ay, A3 définies par :
A = 21dxs — zodxy + r3dry — radxs
A2 = xydas — x3dry — xodry + T4dTs

A= rv1dry — x4dxy + X2dw3s — T3dTo.

Et considérons 61, 62,03 les 2—formes différentielles définies par :

1
o' = §d)\1 = dxq1 N dxo + dxs A dxy

1
6% = §d)\2 =dx1 Ndxs — dxo N\ dxy

1
6% = §d>\3 = dxq1 AN dxyg + dxo A dxs.

Proposition 1.4 Soit H = (Hy, Hs, Hs) € C* (R4,R3) s’il existe un champ de vecteurs

0 0 0 0
P +Xo— + Xa— + Xy —

X=Xg 05 O3 O

tels que :

alors on a

H' (x1,22,23,24) = ax1 + bxo + cxs + dzg + k1
H? (21,20, 3, 14) = —dxy — cy + brs + axy + ko

H? (21,72, 73,74) = cx1 — dvo — ax3 + bry + k3

et X est un champ de vecteurs constant défini par :

0 0 0 3

En effet, soient H = (Hy, Ha, H3) € C° (R4,R3) et
0 0 0 0

X=X X X3—+ X
15— o1 + Xo— O + X3 O3 + Xa7— 914
un champ de vecteurs tel que

i(Xy) 0! = —dH!
i (Xy) 0% = —dH?
i(Xpg)0® = —dH3.

107



A.Awane and A. Chkiriba African Journal Of Mathematical Physics Volume 4 (2007)103-115

Le systeme précédent donne les équations suivantes :

dH' _ 9H? _  9H?
Ox1 ~  Oxyg Ox3
8H]1 _ 8H42 _ 9H*
Oxy ~ Oxz _ Oxa
oHT __9H? _ 9H® (E1)
Oxrs Oxo ~  Ox1
oH! _ 76H% ___oH3
Oxry oxr1 Oxo
on déduit aussi
9*H! 9%H! -0
8?HY _ 9%H!
Ox10x3 ~ Ox20x
o2 Bt (E2)
Ox10xs Ox20xs3
o°H' _ 9°H' _ _ 9’°H' _ _ 9’H'
(021)% — (9z2)? (923)? (924)?
et
O3H!
8xi6mj8xk

pour tous i,7,k € {1,2,3,4}.
Des équations (E7) et (F3) on montre que
H' (21,20, 73, 74) = axy + bry + cx3 + doy + Ky
H? (x1, 20,23, 24) = —dxy — cTo + bz + axy + ko
H3 (z1,29,23,24) = ct1 — dxg — axs + bry + k3

et

0 0 0 0
XH——baixl"—aaim—daix?)'f'CaiM,

ce qui montre la proposition.
Proposition 1.5 Soit 0' = dx; A dxy + dxs A dxy, si 02,03 sont des 2—formes telles que :
i(X)0' = —adH"
i(X)60? = —dH?
i(X)0® = —dH?
avec H = (Hy, Ho, H3) une fonctions quelconque de C'™ (R4,R) alors il existe o, B € R tel que
0% = ab' et 0° = 30

Démonstration. Soient 62 = Y a¥dx; Ndzj et 3= > bi¥dx; Adx; telles que :
1<i<j<4 1<i<j<4

On cherche des conditions sur les constantes a/ et b* telles que toute fonction H = (H', H?, H?) €

C® (R*,R?) soit une application hamiltonienne. Posons X = Xla%l + XQ% + X38%3 + X46%4

108



A.Awane and A. Chkiriba African Journal Of Mathematical Physics Volume 4 (2007)103-115

De I’équation (1) on déduit :

Hl
oy =
Hl
68.732 - _Xl
Hl
oy =
Hl
?91‘4 - _X3

et de I’équation (2) on montre que

LOHY  LOH' | 0H' OH?

“ Oxy - Oxy e Ors O (1)
et ()
il R
e

On calcul 88(—]521) — %TE;") on obtient

7(113 82H1 14 aQHl 93 82H1 94 82H1

81‘28.%4 ta 8%28.733 ta 8$18$4 “ 833181‘3 N

puisque H' est quelconque, ce qui n’est possible que si a'? = a'* = a?? = ¢?* = 0. Donc

0% = a'?dzq A dzy + a34dx3 A dzy
de la méme maniere on montre que

0% = b'2dxy A dog + b3 das A day.
Les équations (E1), (E2), (E3) et (E4) deviennent

T
MU0 my
HIL VT,

et de (E}) et (E%) on montre que a'? = a®*. Donc 6% = af! et 03 = 36"

II. K—-SYSTEMES HAMILTONIENS
A. Exemple des 3—systémes hamiltoniens sur R%.

Considérons les deux formes sur R* définies par
0' = dxy A dzo + dzs A dzy
0% = dxy A dxs — das A day
0% = dx1 A dxy + dos A das.
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Proposition II.1 Pour toute application H € C(R4;R), il existe trois champs de vecteurs
Xi, X3, X3 € X (R*) tels que :

i(X}) 0t =—dH
i(X%)0%=—dH (S)
i(X3)0°=—dH
Dans ce cas le champ de 3—wecteurs
Xpg=XEANXENXY

est appelé un 3—systeme hamiltonien associé a lapplication hamiltonienne H.

En effet, localement on peut poser, pour ¢ = 1,2, 3.

_ 0 o O 3 O 4 0
i yil Y 2 Y 3~ 4 ¥
XH N XH 83?1 +XH 8:172 +XH 8.’173 +XH a!E4’
Les équations (.S) donnent
Xy _(LOH O OH 0 O9H 0 0H 9
"= 8.%‘2 8331 8331 8372 81‘4 83?3 8333 8.’174
OH ., 0 0H 0 OH ., 0 O0H ., 0
2 __ TN TN AN N Y
Xir = 8x3)8w1+(8x4)8x2+(8$1)8x3+( 8962)8334
OH ., 0 OH ., 0 OH ., 0 OH ., 0
XL = () (m ) () ()
" ( (91'4)8(E1 +( 8%3)81'2 + (((91'2)(9$3 +(8x1>3x4

2 2 2 2
Posons Ly = (BH) —i—(aH) —I—(aH) —i-(g—ﬁ) et Xy = X AX%,AX3, si Ly ne s'annule pas, alors

8:61 512 813

Ly, = (080 2 0 [ (OHNO 0 =9
LH H = 6374 (9331 8%‘2 81‘3 8333 8.%‘1 81‘2 81’4

_oHN O 09 9  (OHN O 0 - 0
8:102 3$1 5$3 8x4 8x1 61'2 85C3 8x4
Exemple I1.1 Pour H (z1,22,%3,24) = ax1 + bxy + cx3 +dry on a Ly = a? + b2+ 2+ d?, et, done,

Ixy=qlp 0,2, .9,90, 9
LH = (933‘1 8x2 61‘3 Cal‘l 8$2 (31[}4

_bi/\i/\i+ai/\i/\i
81'1 81'3 85U4 31'2 8x3 8$4

B. Rappel sur le crochet de Schouten-Nijenhuis

Soit M une variété différentiable C* et A(M) lalgebre extérieure des champs de tenseurs contravariants
antisymétriques sur M. Il existe une unique application R—bilinéaire

Lly :AM) x A(M) — A(M)
appelée crochet de Schouten-Nijenhuis, qui vérifie :

(i) [f.9ly =0,Vf, g€ A° (M) = C° (M,R),
(#4) pour un champ de vecteur X et un champ de tenseur Q

[X,Qly = £(X)Q

est la dérivée de Lie de @ relativement & X,
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(#i7) pour tout (P,Q) € AP (M) x A? (M)
[P,Qly = — (1" (=1D)*[Q, Ply
(iv) pour P € AP (M), Q € A1 (M) et R€ A(M)
[P.QARly =[P.QIy AR+ ()" QA[P.R]y.

(v) pour tout (P,Q) € AP (M) x A% (M), [P,Q]y € APTI~1 (M),
(vi) pour tous P € AP (M),Q € A7(M) et Re A™ (M)

[PAR,Qly =PAIRQly + (-1 V" [P,Qly AR

Proposition I1.2 St H et K € C (R4;R) sont deux applications hamiltoniennes k—symplectiques et
X, Xi € A% (M) sont les 3—systémes hamiltoniens associés alors le crochet de Schouten-Nijenhuis

[Xp, Xy = 0.

Démonstration. D’apres les propriétés du crochet de Schouten-Nijenhuis, on a [ Xy, Xi]y € A® (R*)donc
nul

C. k—Systémes hamiltoniens sur une variété k—symplectique

On va montrer que les propriétés démontrées dans ’exemple précédent reste valable pour toute fonction
basique sur une variété k—symplectique M.

Proposition I1.3 Pour toute fonction H € C* (M,R) basique sur M, on peut associer un champ de
k—wvecteurs Xg = X}I/\.../\X’;I tel que le crochet de Schouten-Nijenhuis [ X, XK]N des deux k—vecteurs
Xy et Xk associés auz fonctions H et K est nul.

Démonstration. Soit H € C°° (M,R) basique sur M on peut associer k champs de vecteurs X, --->X1k{
tels que

i (X)) 6P = —dH.

Par rapport & un systéme de coordonnés locales adaptées (2%, 2%)1<,<k,1<i<n, le champ de vecteurs X%,
9 4l
s’écrit :

B " 9H 9
P ozt Oxpt’

XP =

Considérons le champ de k—vecteurs Xy = X5 A ... A X Ik{, par un calcul direct on peut montrer que :

oOH O0H 0 0
_ oyl ko k
Xpg=XgN..ANXg= Z (-1 <8x11.”8xik>3x”1 T ki

1<i1,..,i,<n

Soient Xy et X deux champs de k—vecteurs associés aux fonctions H et K. D’apres les formules
précédentes du crochet de Schouten-Nijenhuis, et le faite que les fonctions H et K sont basiques sur M,
on montre que

(Xu, Xk]y =0.
ce qui achevent la démonstration

Soit M une variété différentiable munie d’une structure k—symplectique (91, ...,49’“;&) et on suppose
de plus que le feuilletage § est un feuilletage riemannien. Localement, on a :
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n . .
0, = > daP* Ada’. et tout champ de vecteurs X € X(9M) peut s’écrire localement sous la forme :
i=1

i_0 i _0
X= > Xzt X X
1<g<k,1<i<n 1<i<n
On note par VX et HA respectivement la partie verticale et la partie horizontale de X :
VX = Z Xu>i
g
oo <II<||,00<) <\
et

B
HX = Z X>a—§>.

00<)<\

Dfinition II.1 Soient X!,..,X* € X(M), k champs de vecteurs. On dit que (Xl,...,Xk) est un
k—systéme hamiltonien par rapport (91,...,0k;3') s’il existe H = (Hl,...,Hk) e C* (M, Rk) tel que

i (XP)OP = —dHP
i (VXV) 07 =0, pour q # p.

Dans ce cas on note (Xl, . Xk) par (X},, ...,X’;I) et H est appelée application hamiltonienne associée
i (XL, X5)

Pour p=1,...,k, on a localement Xt = > Xne afqi + > X%’%, et, donc, les équations
1<q<k1<i<n 1<i<n

SR, LTS

de la définition précédente montrent que

oOHP

ot — X"

OH? pi

oxri X

OH?

Hpa = O Pour ¢ #p

X5 =0, pour q #p

par suite,

OH? 0 OH? 0

—  OJxt OzP! —  OxPt Oxt
1<i<n 1<i<n

X0 =

et les composantes HP de 'application hamiltonienne H s’écrivent :
H? = HP (:vpi,xi) .

Notons donc qu’a toute application hamiltonienne H = (H Lo H k) on peut associer un k—vecteur
Xg=XhEN. o ANXE.

Lemme II.1 Soient X € AP (M) un champ de p—vecteurs et Y1, ..., Yy, des champs de vecteurs, alors le
crochet de Schouten-Nijenhuis [X,Y1 A ... ANYy]|n est égal :

k—1 r k
XYL A A Yy = D (D) T (A V) AKX, Yoy AC A Y.
r=0 =1 i=r+2

Démonstration. On sait que, pour P € AP (M), Q € A9 (M) et Re A(M)

[P,QAR]y =[P,QIy AR+ (-1)" 1 QA[P,R]y.
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On démontre le lemme par récurrence sur k. Pour k£ = 2 le lemme découle immédiatement de la formule
précédente. Orona [X, Y1 A .. A Y]y = [X, ViA A v AY+ (D) DDy A Ay, 1/\[X Yk]N,

k—2 r
donc I'hypothése de récurrence : [X, Y1 A .. AYi_1]y = > (=1)" PV (A Vi) A[X, Y]y A( /\ Y;)
r=0 =1 1=r+2
k—1 r k
montre [X,Y; A .. AYi]y = 3 (=) PV (A Y)A X, Yol n AL A YD)
r=0 =1 i=r+2

Lemme I1.2 Soient X1,..., X, Y des champs de vecteurs. Alors on a :

S
Ju

[X1/\ N Xg, Y

s
/\ Xot1, ]N/\Xs+2/\.../\Xk.

I
o

S

Démonstration. D’apres les propriétés du crochet de Schouten-Nijenhuis on a, pour tous P € AP (M) ,Q €
A1 (M) et Re A" (M),

[PAR,Qly =PAIRQly AR+ (-1 V" [P,Q]y

On démontre le lemme par récurrence sur k. D’Apresaprés la formule précédente, le lemme est évident
pour k£ = 2. Or [Xl Ao A Xk,Y]N =Xi AN AXp 1 A [Xk‘,Y}N + [Xl VANPYRIAN kal,Y]N A Xg; donc

k—2
Ihypothese de récurrence : [X1 A ... A X1, YNy = Z ( /\ X)) AN [Xst1, YN A Xspo Ao A Xg—1 montre

que [Xl /\.../\Xk,Y}N =XiN. AXp AN [Xk, ]N+ Z(/\ Xz)/\ [XS+1,Y]N/\X5+2/\.../\X]C d’ou le
=1

lemme.
Des deux lemmes précédents on déduit la proposition suivante :

Proposition I1.4 Si H et K sont deux applications hamiltoniennes alors le crochet de Schouten-
Nijenhuis [ X, Xi]n des deux k—vecteurs Xg = X5 A .. A XE et Xg = XL A ... AN XK associés a
H et K est un 2k — 1 vecteur défini par :

k—1k—-1 T

s k k
SIS AXIOANXID AKX I AC N XD AC N XK
r=0 s=0 i=1 j=1 j=s+2 i=r+42

D. Crochet de Poisson

Proposition I1.5 Soient H, K deuz applications hamiltoniennes et (Xi, ..., X5), ( Xk, .y X&) les
systemes hamiltoniens associés. L’application

{3} - 0% (M,RY) > O (M,RY) — R
définie par :

{{H, K}y = (({H, K53}, {{H, K1)

avec
{{H, K}}P =07 (Xy, X)
satisfait
(X5, X% = Xf{H’K}}.
Démonstration. On a, pour tout (p=1,...,k),

(X0, X260 = (L0 ) (X0 = [(0V(XY, X)) = — [{{H.K}}V.

X\/7
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Montrons aussi que i(V[Xﬁ/ , X,%/ )0 =7 pour p # ¢. Dans un systéme de coordonnées locales adaptées
(@, 2" )1<p<hi<i<n OD &

, dH? 9 dHP 9
X = - ozt OxPl + Ozt Oxt
1<i<n 1<i<n
et
. OKP 9 OK? 9
K — Ozt Ozpi — OzPi Ozt
1<i<n 1<i<n

Or OHP __ 9KP

= 0 pour p # g,donc on peut écrire

Ozt — Ozt
Xp Xp = 3 R Gt )
1<i<n 1<i<n
avec
0
vixy, 1= 3 F
c0<)<\ 8§\/

d’olt i(V[X;{/, X,%/])HH =/ pour p # q.
Soit A(M) l'ensemble des applications hamiltoniennes de la structure k—symplectique (6*,...,0%; E).

Proposition I1.6 La correspondance (H,K)— {{H,K}} de hi(M)xh(M) dans k(M) est une appli-
cation R-bilinéaire antisyméltrique vérifiant les propriétés suivantes :

1. les composantes {{H,K}}" de {{H,K}} s’écrivent, dans un systéme de coordonnées locales
adaptées (xP',x")1<p<p1<i<n, sous la forme :

((H. KV = _i(aﬂp OKP  9H” aKp> '

Oxs OxPps OxPs Oxs

2. {{, }} confére a h(M) une structure d’algébre de Lie de dimension infinie.

Démonstration. On a d’apres la proposition précédente :

OHP OKP  OHP OK?
H K} =0P(X%, XE)= XD KP = g . - — - — | .
{{ ’ }} 0 ( H> K) H = ( ort Oxpi OxPt Oxt )

Montrons que {{, }} vérifie I'identité de Jacobi. On a

{HAK, L} + {K AL, H}}" + {L.{H,K}}"
= —0P(XY, XfK L}) P (XY, XfL H}) o7 (X7, X{pH K})
= 70p(XIp{’ [Xﬁsz]) - GP(X%a [XE’XIZ;]) - op(Xf, [XI;ZHX;)(])
= —dbo® (XZ’ Xf(v Xi)
=0.
Donc (A(M),{{,}}) est une algebre de Lie de dimension infinie. Soient H une application hamiltonien
et (X}{, vy X I’?I) le k—systeme hamiltonien associé, alors on la définition suivante :

Dfinition I1.2 Soient Xy = (X}LI7 e X’;I) yet Xg = (X}(, e X}“() les k—systémes hamiltoniens associés
aux applications hamiltoniennes H et K. Alors le crochet [ X, Xk]] défini par :

[[XH,XKH = ([X}%XII(] ) [XlkivX?(])
vérifie

[ Xm, Xk]| = XK}y
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