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Abstract

En optimisation topologique, on est souvent amener & résoudre un probleme de
grande taille ou parfois un probleme dont le domaine est hétérogene, ainsi la méthode
de décomposition du domaine parait comme une bonne alternative pour résoudre de
tel probleme. Nous présentons dans ce papier une nouvelle approche de 'opimisation
topologique basée décomposition en sous domaines.

Mots clés : Optimisation topologique, SIMP, Méthodes de décomposition du domaine,
Optimisation multi-objective.

I. INTRODUCTION

Le but de I'optimisation topologique est de déterminer le sous-domaine Q™% occupé par la matiere
constitutive d’'un corps, sans a priori sur sa topologie c’est-a-dire sur la nature et la connectivité des
éléments qui le constituent. La recherche du domaine structural Q™% s’effectue au sein d’un domaine
de référence Q plus vaste, inclus dans R? (d = 2,3). Mathématiquement, le probléme d’optimisation
topologique s’écrit sous la forme :

mip f(u(w), ) (L1)

sous les contraintes :

gi(u(w),w) <0 1<i<m
{ hj(u(w),w) =0 1<j<n

ou f est la fonction objectif, g; et h; sont les fonctions définissant les contraintes, en pratique ce sont des
fonctions implicites et non linéaires en w. w est la solution de I’équation d’équilibre.

Il existe différentes méthodes d’optimisation topologique que 'on trouve dans la littérature et
permettant de résoudre le probleme (1.1)!. En dépit de son efficacité en conception des structures,
Ioptimisation topologique n’est pas encore largement répandue dans le domaine industriel, la raison
principale est que le probléeme d’optimisation topologique est un probleme de grande taille.
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Or, au cours des deux derniéres décennies, les ordinateurs paralleles ont connu une grande
évolution, en particulier en puissance de calcul et en capacité de stockage®?. Parmi les méthodes
mathématiques trés bien adaptées aux machines paralleles, et permettant la résolution numérique de
problémes de grande taille, on trouve les méthodes de décomposition du domaine (MDD)?. Le principe
de ces méthodes consiste a décomposer le probleme initial en sous-probléemes de petite taille et sur des
géométries plus simples?.

Ainsi, nous proposons une formulation mathématique du probléme du minimum de la compli-
ance d’une structure élastique linéaire isotrope, en décomposant le domaine de conception en deux sous-
domaines sans recouvrement, on ramene le probleme d’élasticité sur le domaine décomposé a un probleme
de minimisation dont la fonction objectif mesure les sauts de la solution a travers l'interface commune
entre les deux sous-domaines, et les contraintes sont les équations aux dérivées partielles, d’oli notre
probléme d’optimisation topologique se reformule comme un probleme d’optimisation bi-objective.

Le reste de cet article est organisé comme suit : dans la section 2, on choisit un cas simple
d’élasticité linéaire, on donne la formulation du probléme d’optimisation topologique qui assure au moins
I’existence de la solution, puis dans la section 3, on propose une formulation équivalente dans le cas d’une
décomposition du domaine de conception en deux sous-domaines sans recouvrement et on annonce nos
propres résultats d’existence de la solution du probleme décomposé.

II. DESCRIPTION ET FORMULATION DU PROBLEME D’OPTIMISATION
TOPOLOGIQUE.

Le probleme d’optimisation topologique est un probleme d’optimisation non linéaire, souvent non
convexe. La fonction objectif dépend d’une variable d’état décrivant le mode opérationnel et les variables
de conception déterminent la forme et la topologie. La variable d’état doit satisfaire un probleme aux
limites. Dans ce papier, on traite un probléme typique d’optimisation topologique qui consiste a minimiser
la compliance d’une structure élastique linéair isotrope.

On considére un corps élastique dont la configuration de référence est un domaine Q C R4(d = 2,3) de
frontiere I'. Le probleme d’élasticité linéaire se formule comme suit :

Trouver u :  — R? tel que :
(—divo(u)); = fi dans Q,i=1,...,d,
(E U= Qp sur I'p

d
J=1) 05 (u)n; =(pn); sur T'nx i=1,..,4d.

ou n = (nj)i<j<d est le vecteur unitaire de la normale extérieure sur I', f est le vecteur des forces
volumes agissant sur le corps élastique, @p est le déplacement donné sur la partie I'p de la frontiere, ¢y
les tractions de surfaces imposées sur la partie complémentaire ', et ¢ = (045)1<i,j<d le tenseur des
contraintes. Pour simplifier, on prend I'y = 0 et ¢ p = 0. La formulation variationnelle du probleme (F)
est de trouver u € H}(2)? tel que:

a(u,v) = 1(v) Yo € H}(Q)? (2.1)

ot : a(u,v) = [ Eijrigij(u)ep(v)d et 1(v) = [, fodQ.

D’apres®, le probléme (3.5) admet une solution unique. Le milieu supposé non homogene donc on
utilise F;;r(z) au lieu de E;ji; pour chaque x € Q.

Ainsi le probléeme du minimum de la compliance (qui équivaut & une rigidité maximale) prend la forme
suivante dans I’approche SIMP :

min/(u)
P
ap(u,v) = l(’l}) YvoeU g HOI(Q)d (22)
Eijri(z) = pP () By,
Jop(x)dQ <V 0 < pmin < plz) <1Vz €Q
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ou U est 'ensemble des déplacements admissibles, V' est le volume a ne pas dépasser par la forme opti-
male, E?j i sont les propriétés du matériau de départ, p le facteur qui permet de pénaliser les densités in-
termédiaires, et p : 2 — R la fonction densité de matériau (p(z) = 0 (resp. p(x) = 1) correspond au vide
(resp. solide)), les coefficients E;jx; doivent étre presque partout bornés dans 2, ainsi on choisit comme
espace fonctionnel pour notre probléeme p € L%°(Q), or ceci n’assure pas malheureusement 1’existence
d’une solution du probleme (2.2), alors Bendsce® a démontré qu’il est possible d’obtenir I’existence de
la solution du probleme de pénalisation en limitant plus fortement les variations de la fonction artifi-

2
cielle de densité locale p. On choisit p € H(£2) avec ol g1 o) = {fﬂ (p2 + Z@p@xﬁ) dﬁ] <M ou
i

l<p<z4% (QCR?
Ainsi, dans toute la suite nous opterons pour la formulation due & Bendsce :
min  {(u)
w,p€ H' ()
ay(u,v) =1l(v) YoeU
Jop(@)dQU<V 0 < prin < p(z) <1Vz e

1ol 0y = Lo (2 + (Vp)?) d2] * < M
olt ap(u,v) = [, PP (2) Efjpei(w)er (v)dQ

(2.3)

III. METHODE DE DECOMPOSITION DE DOMAINE POUR LE PROBLEME
D’OPTIMISATION TOPOLOGIQUE

On décompose le domaine de conception {2 en deux sous domaines €27 et {23 sans recouvrement c-a-d
01 N ONy =Ty appelé interface.

Le probleme d’élasticité linéaire (2.1) devient:

Trouver u; € HE ()%, i=1,2

Ap, (U:17’U1) = (fv Ul)Ql + (97U1)F0 Vv € Hll‘l (Ql)d (31)
ap, (ug,v2) = (f,v2)0, = (9, v2)r, Vus € Hf,(2)" (3.2)
u; =ug sur [y (3.3)
d d
ol g = Zl oi(ur)ng = — Zl o1 (uz)n3 et g = (gi1)1<1<a avec (g,v)r, = [, gvdlo
J= J=

En utilisant le théoréme de Lax-Milgram?, les problemes (3.1) et (3.2) admettent chacun une solution
unique, en effet : pour le probleme (3.1) la forme a,, est évidemment bilinéaire et continue sur Hf (Q1)%,
de plus elle est coercive d’aprés I'inégalité de KORN, d’autre part : soit Ly (vy) = le fo1dy +fF0 gurdly
Y, € H%l (Ql)d.

11 est clair que Ly est une forme linéaire continue sur H%l (£21)¢ ainsi (3.1) admet une solution unique
uy € H%I(Ql)d, méme raisonnement pour (3.2).

D’autre part, comme a,, est coercive donc 3K; > 0 tel que ||u1||§{1 ()t < K1 ap, (u1,u1) c’est-a-dire
T

2
HU'l”Hl}‘l(Ql)d < Ki([fg, furd + [p, guidl)
< Ka(l 1l 2y lunll o,y + 190 22 gya lwnll e egya)
et d’apres I'inégalité de trace : 3Ky > 0 tel que [Juil| 2 LS K ||u1HH% (qp)¢ Par suite : 3C1 >
(To) 1

0/ Hu1||H% @t < Crlllfllz2ayya + 19l p2(rg)a)- On utilise le méme raisonnement pour uz, d’ou :
1

3C > 0 tel que HuillHlli(Qi)d < Clfll2qapye + 19l 2 (rgya) i =1,2. (3.4)
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Pour découpler les problemes locaux, et résoudre indépendamment (3.1) et (3.2), un choix arbitraire de
g n’assure pas l'autre condition de transmission (3.3), et donc les solutions obtenues ne correspondent pas
aux restrictions sur Qq et Qs de la solution du probleme (3.5), c’est ainsi qu’on considere la fonction qui
mesure ’écart quadratique des deux solutions locales au niveau de 'interface avec un terme régularisateur,
on pose:

1 1)
Js(ui,uz,9) = 5/ (u1 — up)?dlg + 5/ g*dTl
F[) FU

Soit (p1,p2) € HX(Q1) x H'(Qy) on définit alors:

ming J(S(U1,U2,g)
Gp, (ulavl) = (f7 Ul)Ql + (gavl)ro V’Ul € Hll‘l (Ql)d
ap, (U2, v2) = (f,v2)0, = (9,v2)r, Yoo € Hiy(Q2)

L’ensemble des solutions admissibles de (3.5) est:
Uaa = {(u1,u2,9) € HE (1) x HEy(Q2)% x L2(T9)?/(3.1) et (3.2) sont satisfaites}
Par conséquent, (uf,us, g*) € U,q est une solution optimale si :

Js(ui, u3,9%) < Js(u,uz,g) V(ur,uz,g) € Und
Theorem IIL.1 Le probleme (3.5) admet une solution optimale unique.

Preuve : Soit p € H*(Q), on a vu que le probleme (3.5) admet une solution unique v € H{ ()% donc
en posant :
d
ui =u/Q; et p; = p/Qiet gr =3 opj(unjona: (ur,ug,g) € HE ()% x HE, ()% x L2(Tg)? satis-
j=1
faisant (3.1) et (3.2) d’ott (u1,us, g) € Uaq 1.6 Uag # 0, soit alors {u{™,ul™, (™} une suite minimisante
dans U :

lim (ugn), ugn), g(”)) = inf Js(u1,ug,g)

n—-+oo (u1,u2,9)€Uqd

d’ott la suite {g(™} est uniformément bornée dans L?(T)?, et d’aprés (3.4), (u(ln))n et (uén))n sont

. ’ z z . . n;g n; .
uniformément bornées, par conséquent on peut extraire une sous-suite {ug 1), ué l), g(”l)} convergente tel

que :
u{™ —u; dans HE ()¢
ul™ s dans H}, ()"

g™ —g dans L%(I')*

et par passage a la limite (up,us,9) vérifie (3.1) et (3.2) d’ou (uy,us,9) € Uyg, d’autre part, la semi-
continuité inférieure de Js implique que:

inf Js(u1,uz,g) = lim inf J5(u§ni),ugni),g("i)) > Jg({lll,’[llg,g)

(u1,u2,9)EVad

On conclut que Js(u1,u2,9) = (u1,us,g) € Ugginf Js(u1, us, g) d’ott (u1,us,9) est une solution optimale,
I'unicité provient des données du probléme, la convexité de la fonction Js, de 'ensemble U,y et la linéarité
des contraintes.ll
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Theorem II1.2 Soit (uf,u3, g°) la solution optimale du probléme (3.5) pour un § > 0. Siu est la solution

du probléme (3.5), en posant @i:u /U UTy alors ||ul — ul — 0 quand § — 0, pour i =1,2.
Hi (Q)4
N d R
Preuve : Soit ;= ) oy(u1)n; surT'y 1<1<d
j=1

On note (ug,u3, g?) la suite des solutions optimales d’ott Js(u$, u3, ¢°) < J5(u1,us,9) V6 >0, i.e

1 5 5 R
! / (uf — ug)2dTy + / (¢7)2dro < 2 / (9)2dT V5> 0
2 To 2 To 2 To

ainsi H96HL2(r0)d est uniformément bornée dans L?(I'y)? et ||u‘{ — ugHLQ(FO)d — 0 quand § — 0.
Par (3.4), ||u‘fHH%1(Ql)d et ||ug||H%2(QQ)d sont aussi uniformément bornées, d’ou il existe une sous

suite convergeant vers un élément (uj,u3, g%) € Hp ()% x HE,(Q2)? x L*(To)? et quand § — 0
|ug — ug|{L2(F0)d — 0 implique u} = u} sur T'g. Par passage a la limite uj et w} vérifient (3.1) et (3.2).
ui dans 3 UTg

. . *
Soit alors : u = { uy dans QyUT

ainsi u* vérifie (3.5) et vue I'unicité de la solution du probléme (3.5), on a u=u*. W

Remark III.1 Dans le probléme (3.5) pour chaque (p1,p2) et pour chaque § > 0 il existe (uf,u3,g°)
solutionn optimale unique sans que uf = uy sur L'y, mais d’apreés le théoréme 2 quand 6 — 0, la suite des
solutions optimales (uf,u, g’)s tend vers l'unique solution optimale (uf,us,g*) pour laquelle u} = u/Q;
p1 sur

L . . _ _
ou u est l'unique solution du probléme a,(u,v) = (f,v)q avec p= s sur O

Ainsi pour chaque (p1, p2) € H' (1) x H'(£22) on note par (uy, uz, g) la solution optimale du probleme
(3.5) vérifiant u; = ue sur Iy d’ou le corollaire

Corollary IIL.1 Pour chaque (p1,p2) € H* (1) x HY(Q) , une solution admissible (u1,uz,g) est la
solution optimale de (3.5) correspondante (au sens de la remarque précédente) si et seulement si u; = us
sur I'g.

Soit alors le probleme d’optimisation suivant :

min Iy (u1) + l2(u2)
U1,U2,01,P2

ming Js(u1, uz, )

ap, (u1,v1) = (f,v1)q, + (g, v1)r, Yur € HE (Q1)° .
QApy (UQ)U2) = (f7 UQ)QZ — (gaUQ)FO \V/UQ c Hllz(QQ)d

212:1 Jo, pi(2)d% <V 0<pi(x) <1, 2 €Q; i=1,2

HpiHHl(Qi) <M; i=12.

Theorem II1.3 Le probleme (3.5) est équivalent au probléme (2.3)

Pour démontrer ce théoreme, on commence par définir I’ensemble des solutions admissibles pour chaque
probleme :

e Pour le probleme (2.3) : U* = {u € H}(Q)?/3p € G*,a,(u,v) = (f,v)a Vv € HE(Q)?}
o G* = {p € HQ)/ 1ol < M et o p(a)d <V, 0 < pruin < ple) < 1, € 2

u € U* est une solution optimale de (2.3) si :
YoeU* Il(u) <lI(v)

11
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e Pour le probleme (3.5), on définit 'ensemble des solutions admissibles par :

U, = {(u1,u2,9) € Uga/(u1,us2, g) soit la solution optimale de (3.5) correspondante & (p1, p2) € Gy}

2

avec G = {(p1,p2) € H' () x H'(Q2)/ pill g2 0,y < Mi et 3 [, pi2)d% <V 0 < pi(2) <
1=1 )

LreQ,i=12)

(u1,u9,9) € U, est une solution optimale de (3.5) si :

V(ul,uQ,g) S U* l1(ui) + ZQ(UQ) S ll(U1) + l2(u2)

pour démontrer le théoréeme 5 nous avons besoin du lemme suivant:

d
Lemma III.1 uw € U* si et seulement si (u1,us,g) € Uys ot u; =u/Q; et gy = Y or5(u)n;
Jj=1

Preuve du théoréme 5 : -
Soit u€ U* une solution optimale de (2.3), soient w,=u /Q; et p; = p/Q i = 1,2; en posant

~ d N N N
9= 3" oy;(u)n;, d’apres le lemme 2-6 (uq,uy,g ) € U.
j=1
Pour montrer que (2.3) = (3.5), il reste & montrer que (u1,us, 9) est une solution optimale correspondante,
u; dans Q1 UT,

d’olt u1 = ug sur I'p, en posant u =
! 2 0, €L P uy dans Qo UT

Le lemme 6 nous permet de dire que w € U* et comme u est une solution optimale de (2.3) il s’en suit
que I(u) <l(u) dot ly(uy) + la(ug) <li(u) + la(ug)

Réciproquement : Soit (u;,uy,g ) € U, une solution optimale de (3.5) d’olt on peut poser u=

“ dans 2 UTo (car uy=ug sur I'y) ainsi par le lemme 6 ue U,.

ugy dans Qo UT

d
Soit v € U* et soient v; = v/, si on pose g = Zalj(v)nj alors d’aprés toujours le lemme 6
j=1

(v1,v2,9) € U, or (7;1, 1;2,9) est une solution optimale de (3.5) implique que 11({141)4'12 (ug) < Iy (v1)+H2(ve)
ie l(u) <l(v) ceci Vv € U*

D’ot1 u est une solution optimale de (2.3).H

IV. CONCLUSION :

L’intérét industriel de 'optimisation topologique est trés grand vue 1’économie de matiére qu’on
peut faire tout en gardant les bonnes propriétés de résistence de la structure. L’un des handicapes
de l'utilisation de cette approche en grande échelle est les stcructures de trés grande taille. Avec ce
travail, nous avons proposé les méthodes de décomosition du domaine sans recouvrement comme alter-
native naturelle a cet handicape et on a justifié mathématiquement 1’existence de la solution du pobleme
décomposé. La formulation finale obtenue dans cet article est un probleme d’optimisation bi-objectifs
dont la résolution appel aux techniques d’optimisation multi-objetcifs qui sera le but de notre prochain
travail.
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