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I. INTRODUCTION

Une structure symplectique d’ordre k sur une variété différentiable M, de dimension c(n, k) =
n + Ck

n, est définie par la donnée d’une forme différentielle fermée Ω, de degré k + 1, non dégénérée qui
s’annule sur les couples de champs de vecteurs tangents à un feuilletage donné de codimension n.

L’exemple fondamental d’une structure symplectique d’ordre k est donné par l’existence sur
l’espace

∧
k(T ∗B) des k−formes différentielles, au dessus d’une n−variété B, d’une (k + 1)−forme

généralisant la forme de Liouville sur le fibré tangent, et qui a pour modèle local
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

dxi1i2...ik ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik .

Le cas particulier k = 1 correspond à une structure symplectique classique dotée d’un feuilletage la-
grangien; cette dernière structure est usuellement appelée polarisation réelle au sens de Molino, Clark et
Goel.

Les structures de contact d’ordre supérieur au sens de1, développées au sein du Laboratoire de
Mathématique de Mulhouse dont l’idée mâıtresse a été suggérée depuis longtemps par G. Reeb, sont
reliées à la géométrie multi-symplectique par analogie avec les liens classiques entre les structures sym-
plectiques et de contact, ou bien, avec les liens entre la géométrie k−symplectique et celle définie par un
k−système de contact (4,3).

Dans ce contexte, G. Martin a donné une extension du théorème de Darboux-Moser-Weinstein et
a présenté une nouvelle classe de structures dynamiques (9 et10).
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Historiquement, la géométrie multi-symplectique fut introduite pour la première fois par Dedecker
en 195311, et a connu des développements ultérieurs (Tulczyjew, Gawedzki, Kondracki, Krupka, etc
. . .). Par la suite, G.C. Magdalina et O. Zbigniew ont mis en relief l’analogie formelle qui existe entre
la mécanique newtonienne, l’électrodynamique de Maxwell et la géométrie multi-symplectique11 d’une
part, et d’autre part, S.Kijowski et W.Szczyrba ont développé les crochets de Poisson dans la théorie des
champs sur une variété munie d’une structure multi-symplectique.

Dans ce travail on s’interresse aux algèbres de Lie symplectiques d’ordre k, cette notion se dégage
de la définition d’une structures symplectique d’ordre k invariante à gauche sur un groupe de Lie. Nous
donnerons des propriétés des algèbres de Lie symplectiques d’ordre k nilpotentes, ainsi que leur clas-
sification en petites dimensions. Les techniques déployées pour l’étude des algèbres de Lie nilpotentes
symplectiques d’ordre k sont empruntées du livre des Professeurs M. GOZE et Y. KHAKIMDJANOV7.

On étend également cette étude aux algèbres de Lie symétriques à gauche, compatibles avec une
structure symplectique d’ordre k, par analogie au cas usuel d’une structure symplectique étudiée par
A.Aubert dans14.

II. ALGÈBRES DE LIE SYMPLECTIQUES D’ORDRE K

Soit G une algèbre de Lie de dimension c(n, k) sur K, Ω une (k + 1)− forme extérieure fermée sur G,
et H une sous algèbre de Lie de G de codimension n. On dit que (Ω,H) est une structure symplectique
d’ordre k sur G si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Ω est non dégénérée, c’est à dire, l’application

X 7−→ i(X)Ω

de G dans
∧k (G) , est injective.

2. La sous algèbre de Lie H est un sous espace totalement isotrope par rapport à la (k + 1)−forme Ω,
c’est à dire la (k − 1)-forme i(x)i(y)Ω est nulle pour tous x, y appartenant à H.

Exemples II.1 :

1. [X1, X4] = X4 (les crochets non définis sont nuls) et H la sous algèbre de Lie de G engendrée par
X4, X5, X6.

Soit Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω4 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω5 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω6, où
{
ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6

}
est la base duale.

Le couple (Ω,H) définit une structure symplectique d’ordre 2 sur G.

2. Exemples triviaux d’algèbres de Lie symplectiques d’ordre k :

(a) Algèbre de Lie symplectique d’ordre 1.

Soit G une algèbre de Lie de dimension c(n, 1) sur K, une structure symplectique d’ordre 1
n’est rien d’autre qu’ une structure 1−symplectique.

(b) Algèbres de Lie symplectiques d’ordre n (n ≥ 2).
Une structure symplectique d’ordre n sur une algèbre de Lie G de dimension n + 1 sur K est
définie par un couple (Ω,H) dans lequel Ω est de degré n + 1 (forme volume) et H est tout
simplement une droite.

A. Algèbres de Lie symplectiques d’ordre 2, de dimension 6, complexes.

Soient G une algèbre de Lie de dimension 6 sur C munie d’une structure symplectique d’ordre 2, (Ω,H) ;
le théorème de classification montre qu’il existe une base {X1, X2, . . . , X6} de base duale {ω1, ω2, . . . , ω6}
telle que la sous algèbre de Lie H est engendrée par {X4, X5, X6} et la 3−forme Ω s’écrit sous la forme :
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Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω4 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω5 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω6,

qui est non dégénérée6. La fermeture de Ω donne lieu aux équations suivantes :

(S)





−C1
13 − C2

23 + C4
34 − C5

24 + C6
14 = 0

C1
15 + C2

25 + C4
45 − C3

24 = 0
C1

16 + C2
26 + C4

46 + C3
14 = 0

−C1
35 − C1

24 + C6
45 = 0

−C1
36 − C2

24 − C3
34 + C6

46 = 0
C2

35 − C1
14 − C3

34 + C5
45 = 0

C2
36 + C5

46 − C2
14 = 0

C4
35 + C1

12 − C3
23 − C5

25 + C6
15 = 0

C4
36 − C5

26 + C2
12 + C3

13 + C6
16 = 0

C4
56 + C3

26 + C3
15 = 0

C1
16 + C3

36 + C5
56 − C2

15 = 0
C1

26 − C2
25 − C3

35 + C6
56 = 0.

Les Ck
ij dénotent les constantes de structures de l’algèbre de Lie G. Si on se place dans le cas où H est

un idéal, c’est dire que [G,H] ⊂ H. On a le résultat suivant : L’idéal H est abélien et l’algèbre de Lie G
est résoluble.

III. ALGÈBRES SYMPLECTIQUES D’ORDRE K NILPOTENTES EN PETITE DIMENSION

Soit G une algèbre de Lie de dimension Ck
n + n munie d’une structure symplectique d’ordre k définie

par (Ω,H) , on suppose que G est nilpotente.
Rappelons que la structure symplectique d’ordre 1 sur une algèbre de Lie G n’est autre que la structure

1−symplectique sur G. On conclut alors que toute algèbre de Lie symplectique nilpotente est
symplectique d’ordre 1 nilpotente. Et la classification en dimension ≤ 6 est celle donnée dans4.

A. Algèbres de Lie symplectiques d’ordre 2 nilpotentes

Dans ce cas dimG =
n (n + 1)

2
. On se base dans cette classification sur la liste donnée dans7, qui

concerne les algèbres de Lie complexes.

1. Cas où dimG = 3 (n = 2)

Comme toute algèbre de Lie de dimension n + 1 est symplectique d’ordre n, alors toute algèbre de Lie
de dimension 3 est symplectique d’ordre 2.

Soit G l’algèbre de Lie engendrée par {X1, X2, X3}, H la droite KX3, et Ω la forme volume donnée
par:

Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω3

La classification des algèbres de Lie nilpotentes de dimension 3, symplectiques d’ordre 2 est la suivante:
n3

1 : l’algèbre abélienne.
n3

2 : l’algèbre de Heisenberg définie par [X1, X3] = X2.
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2. Cas où dimG = 6 (n=3)

Considérons l’algèbre de Lie G nilpotente de dimension 6 engendrée par
{X1, X2, X3, X4, X5, X6} , et H sa sous algèbre de Lie engendrée par {X4, X5, X6}. On va montrer que

toute algèbre de Lie nilpotente de dimension 67 est symplectique d’ordre 2. Pour celà on donne pour
chaque classe une 3−forme Ω qui définit avec H une structure symplectique d’ordre 2 sur G.

La classification des algèbres de Lie nilpotentes de dimension 6, symplectiques d’ordre 2 est la suivante:

n6
0 : l’algèbre de Lie abélienne,

n6
1 :

{
[X1, X2] = X3; [X1, X3] = X4;
[X1, X4] = X5; [X1, X5] = X6,

Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω6 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω5 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω4

n6
2 :

{
[X1, X2] = X3; [X1, X3] = X4; [X1, X4] = X5;
[X1, X5] = X6; [X2, X3] = X6,

Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω6 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω5 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω4

n6
3 :

{
[X1, X2] = X3; [X1, X3] = X4; [X1, X4] = X5;
[X1, X5] = X6; [X2, X3] = X5; [X2, X4] = X6.

Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω6 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω5 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω4

n6
4 :

{
[X1, X2] = X3; [X1, X3] = X4; [X1, X4] = X5;
[X1, X5] = X6; [X3, X4] = X6; [X2, X5] = −X6.

Ω = ω4 ∧ ω1 ∧ ω3 + ω6 ∧ ω1 ∧ ω2 + ω5 ∧ ω3 ∧ ω2

n6
5 :





[X1, X2] = X3; [X1, X3] = X4; [X1, X4] = X5;
[X1, X5] = X6; [X3, X4] = X6; [X2, X3] = X5;
[X2, X4] = X6; [X2, X5] = −X6.

Ω = ω1 ∧ ω3 ∧ ω4 + ω1 ∧ ω2 ∧ ω6 + ω3 ∧ ω2 ∧ ω5

n6
6 :

{
[X1, X2] = X3; [X1, X3] = X4; [X1, X4] = X6;
[X2, X3] = X5; [X2, X5] = X6.

Ω = ω1 ∧ ω3 ∧ ω4 + ω1 ∧ ω2 ∧ ω6 + ω3 ∧ ω2 ∧ ω5

n6
7 :

{
[X1, X2] = X3; [X1, X3] = X4;
[X1, X4] = X6; [X2, X5] = X6.

Ω = ω1 ∧ ω3 ∧ ω4 + ω1 ∧ ω2 ∧ ω6 + ω3 ∧ ω2 ∧ ω5

n6
8 :

{
[X1, X3] = X4; [X1, X4] = X5; [X1, X5] = X6;
[X2, X3] = X5; [X2, X4] = X6.

Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω4 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω6 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω5

n6
9 :

{
[X1, X2] = X3 + X5; [X1, X3] = X4;
[X1, X4] = X6; [X1, X5] = X6.

Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω4 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω6 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω5

18



A. Awane et al African Journal Of Mathematical Physics Volume 5(2007)15-23

n6
10 :

{
[X1, X3] = X4; [X1, X4] = X6;
[X2, X3] = X5; [X2, X5] = X6.

Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω6 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω5 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω4

n6
11 :

{
[X1, X2] = X5; [X1, X3] = X4;
[X1, X4] = X6; [X2, X5] = X6.

Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω6 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω5 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω4

n6
12 : [X1, X3] = X4; [X1, X4] = X6; [X2, X5] = X6.

Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω6 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω5 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω4

n6
13 :

{
[X1, X2] = X3; [X1, X3] = X4;
[X1, X4] = X5; [X2, X3] = X6.

Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω4 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω5 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω6

n6
14 :

{
[X1, X2] = X3; [X1, X3] = X4;
[X1, X5] = X6; [X2, X3] = X6.

Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω4 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω6 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω5

n6
15 : [X1, X2] = X3 + X5; [X1, X3] = X4; [X2, X5] = X6.

Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω4 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω5 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω6

n6
16 : [X1, X3] = X4; [X1, X4] = X5; [X2, X3] = X6.

Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω4 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω5 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω6

n6
17 :

{
[X1, X2] = X6; [X1, X3] = X4;
[X1, X4] = X5; [X2, X3] = X5.

Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω4 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω5 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω6

n6
18 : [X1, X2] = X5; [X1, X3] = X6; [X2, X4] = X6.

Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω4 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω5 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω6

n6
19 : [X1, X2] = X6; [X1, X3] = X4; [X1, X4] = X5.

Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω4 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω5 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω6

n6
20 : [X1, X2] = X3; [X1, X3] = X4; [X1, X5] = X6.

Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω4 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω6 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω5.

Pour les algèbres de Lie réelles, nous avons n6
0, . . . , n

6
20 et

n6
21 :

{
[X1, X3] = X5; [X1, X4] = X6;
[X2, X4] = X5; [X2, X3] = −X6.
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Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω4 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω5 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω6

n6
22 :

{
[X1, X2] = X3; [X1, X3] = X5; [X1, X4] = X6;
[X2, X4] = X5; [X2, X3] = −X6.

Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω4 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω5 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω6

n6
23 :

{
[X1, X3] = X4; [X1, X4] = X6;
[X2, X3] = X5; [X2, X5] = −X6.

Ω = ω1 ∧ ω3 ∧ ω4 + ω1 ∧ ω2 ∧ ω6 + ω3 ∧ ω2 ∧ ω5

n6
24 :

{
[X1, X2] = X3; [X1, X3] = X4; [X1, X4] = X6;
[X2, X3] = X5; [X2, X5] = −X6.

Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω6 + ω1 ∧ ω3 ∧ ω5 + ω2 ∧ ω3 ∧ ω4

On conclut alors que toute algèbre de Lie nilpotente de dimension 6 est symplectique d’ordre 2, de plus
la sous algèbre de Lie H définissant cette structure est un idéal abélien.

IV. ALGÈBRES DE LIE SYMPLECTIQUES D’ORDRE K, SYMÉTRIQUES À GAUCHE

Soit G une algèbre de Lie de dimension n+Ck
n , sur K (K = R ou C) munie d’une structure symplectique

d’ordre k, (Ω,H) et d’une structure d’algèbres symétriques à gauche définie par µ : G × G −→ G.
On dit que µ est compatible avec la structure symplectique d’ordre k, (Ω,H) si la propriété suivante

est satisfaite :

i (µ (X,Y )) i(Z)Ω = −i(Y )i([X,Z])Ω, (4.1)

pour tous X,Y et Z dans G.
Une algèbre de Lie G symplectique d’ordre k munie d’une structure symétrique à gauche compatible

est dite algèbre de Lie symplectique d’ordre k symétrique à gauche.
Nous étudions par la suite l’existence d’un produit symétrique à gauche compatible avec une structure

symplectique d’ordre k, dans tout ce qui suit si
(
e1, ..., eCk

n+n

)
désigne une base de G.

Remarque IV.1 Soit G une algèbre de Lie symplectique d’ordre 1,donc G est une algèbre de Lie (de
dimension 2n) symplectique, par conséquent G possède une structure symétrique à gauche compatible18.

A. Algèbres de Lie de dimension n + 1 symplectiques d’ordre n, symétriques à gauche

Dans le cas où n ≥ 2, on a :

Proposition IV.1 Si G est munie d’une structure symétrique à gauche µ compatible avec la structure
symplectique d’ordre n, alors G est abélienne et µ est triviale sur G.

Démonstration. Pour montrer que [ei, ej ] = 0 pour tous i 6= j ∈ {1, 2, . . . , n + 1} , il suffit de montrer
que i ([ei, ej ]) Ω = 0 et utiliser la non dégénéréscence de Ω.

Soient i, j, s ∈ {1, 2, . . . , n + 1} tel que s 6= i ou s 6= j, alors on a

i ([ei, ej ]) Ω (e1, . . . , ěs, . . . , en+1)
= Ω ([ei, ej ] , e1, . . . , ěs, . . . , en+1)
= εΩ(el, [ei, ej ] , ej , e1, . . . , ěl, . . . , ěj , . . . , ěs, . . . , en+1) avec ε = ±1, l 6= s et l 6= j

= εΩ(µ(ei, el), ej , ej , e1, . . . , ěl, . . . , ěj , . . . , ěs, . . . , en+1)
= 0
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donc [ei, ej ] = 0, pour tous i, j = 1, . . . , n + 1, et le fait que la structure symétrique à gauche soit
compatible avec la structure symplectique d’ordre n implique que µ est triviale sur G, ce qui achève la
démonstration.

Remarque IV.2 Soit G une algèbre de Lie symplectique d’ordre 1,donc G est une algèbre de Lie (de
dimension 2n) symplectique, par conséquent G possède une structure symétrique à gauche compatible18.
Ceci montre que le résultat démontré dans la proposition précédente tombe en défaut dans le cas où n = 1.

B. Algèbres de Lie symplectiques d’ordre k symétriques à gauche avec k ≥ 2.

Proposition IV.2 Soit G une algèbre de Lie symplectique d’ordre k, munie d’une structure symétrique à
gauche définie par µ compatible avec la structure symplectique d’ordre k. Alors on a la propriété suivante
:

µ (X,Y ) = −µ (Y, X) ,

pour tous X,Y ∈ G.

Pour démontrer cette proposition on a besoin du lemme suivant :

Lemme IV.1 Pour tous X, Y, Z, T ∈ G on a :

i (µ (X, Y )) i (Z) i (T )Ω = i (X) i (Y ) i (µ (Z, T ))Ω.

Démonstration (de la proposition). Le lemme précédent donne

i (µ (Y,X)) i (Z) i (T ) Ω = i (Y ) i (X) i (µ (Z, T ))Ω
= −i (µ (X, Y )) i (Z) i (T )Ω.

Et de la non dégénéréscence de la forme Ω on déduit que

µ (X, Y ) = −µ (Y, X)

pour tous X,Y ∈ G.

Corollaire IV.1 Pour tous X,Y, Z ∈ G, on a :

i ([X, Y ]) i (Z) Ω = −i (X) i ([Y, Z]) Ω
i (µ (X, Y )) i (Z) Ω = −i (X) i (µ (Y,Z))Ω

Corollaire IV.2 Pour k = 2, l’algèbre de Lie (G, [, ]) est abélienne et µ est triviale.

Proposition IV.3 Soit G une algèbre de Lie symplectique d’ordre k, munie d’une structure symétrique
à gauche définie par µ compatible avec la structure symplectique d’ordre k. Alors on a les propriétés
suivantes :

1. µ (X, µ (Y,Z)) = µ (µ (X, Y ) , Z) = 0

2. [µ (X,Y ) , Z] = 0

3. µ (X, [Y, Z]) = 0

4. [X, [Y, Z]] = 0

pour tous X,Y, Z ∈ G.
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Proposition IV.4 Soit G une algèbre de Lie symplectique d’ordre k, munie d’une structure symétrique
à gauche définie par µ compatible avec la structure symplectique d’ordre k. Alors on a :

[X,Y ] = −µ (X,Y )

pour tous X,Y ∈ G.

Preuve.Soient X, Y, Z ∈ G, de la relation (4.1)et celle donnée par le corollaire (2) , on écrit :

i (µ (X,Y )) i (Z)Ω = i ([X,Z]) i (Y )Ω
= −i ([Z, X]) i (Y )Ω
= i (Z) i ([X,Y ]) Ω
= −i ([X, Y ]) i (Z)Ω.

Et de la non dégénéréscence de Ω, on déduit que [X,Y ] = −µ (X, Y ) pour tous X, Y ∈ G.

Théorème IV.1 Toute algèbre de Lie symplectique d’ordre k (k ≥ 2) symétrique à gauche est abélienne.

Démonstration.Soient X,Y, Z1, . . . , Zk ∈ G, On a :

dΩ(X, Y, Z1, . . . , Zk)
= −Ω([X, Y ] , Z1, . . . , Zk)

+
k∑

i=1

(−1)i+1 Ω
(
[X, Zi] , Y, Z1, . . . , Ži, . . . , Zk

)

+
k∑

i=1

(−1)i Ω
(
[Y, Zi] , X, Z1, . . . , Ži, . . . , Zk

)

+
∑

1≤i<j≤k

(−1)i+j Ω
(
[Zi, Zj ] , X, Y, Z1, . . . , Ži, . . . , Žj , . . . , Zk

)

= −Ω([X, Y ] , Z1, . . . , Zk) +∑

1≤i<j≤k

(−1)i+j (−1)j−1 (−1)i−1 Ω([X,Y ] , Z1, . . . , Zi, . . . , Zj , . . . , Zk)

+
k∑

i=1

Ω(µ (X, Y ) , Z1, . . . , Zk)

−
k∑

i=1

Ω(µ (Y, X) , Z1, . . . , Zk)

= −Ω([X, Y ] , Z1, . . . , Zk) +
∑

1≤i<j≤k

Ω([X,Y ] , Z1, . . . , Zk)

+
k∑

i=1

Ω(µ (X, Y ) , Z1, . . . , Zk) +
k∑

i=1

Ω(µ (X,Y ) , Z1, . . . , Zk)

= −Ω([X, Y ] , Z1, . . . , Zk) +
(

k (k − 1)
2

)
Ω([X, Y ] , Z1, . . . , Zk)

+2kΩ(µ (X,Y ) , Z1, . . . , Zk)

=
1
2

(
k2 − 5k − 2

)
i ([X, Y ]) Ω (Z1, . . . , Zk)

Ω étant fermée et l’équation k2 − 5k − 2 = 0 n’admet pas de solution dans N donc

[X, Y ] = µ (X, Y ) = 0

pour tous X,Y ∈ G, ce qui achève la démonstration du théorème.

Remarque IV.3 Notons qu’une algèbre de Lie symplectique d’ordre k non abélienne ne peut être munie
d’une structure symétrique à gauche.
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9 G. MARTIN A Darboux Theorem for multi-symplectic Manifolds. Lectures in Mathematical Physics. 16,1988,

133-138. Kluwer Academic Publishers.
10 G. MARTIN Dynamical structure for k-vector fields. Int. Journal of Theoretical physics. Volume 27, N5, 1988,

571-585
11 M. GUSIEW-CZUDZAK (1993), Formalizm multisymplektyczny w mechanice i elektrodynamice klasycznej,

Diploma Thesis, Univesity of Wroclaw
12 Vergne M. Variétés des algèbres de Lie nilpotentes.
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