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Résumé

Dans ce travail le critere d’invariance est appliqué a 1’équation de Fokker-Planck
(FP). La résolution du systéme correspendant conduit & ses symétries ponctuelles. Un
exemple de solutions sera traité. Comme I’équation de Fokker-Planck peut s’écrire sous
une forme conservative, nous considérons un systéme auxiliaire associé a cette équation
dont la détérmination des symétries ponctuelles conduit aux symétries potentielles de
I’équation de Fokker-Planck.

I. INTRODUCTION

Récemment D’application de la méthode des symétries de Lie dans la résolution des équations aux
dérivées partielles a connue une forte progression®24. Cette méthode a été introduite par Sophus Lie!.
Elle a été premierement appliquée pour déterminer les symétries ponctuelles. Par suite la généralisation
de ces symétries a permis d’obtenir de nouvelles type de symétries a savoir les symétries potentielles et
les symétries de Lie-Backlund. Le probleme de classification des solutions invariantes et des équations
aux dérivées partielles selon leurs groupes de symétries a été sujet de plusieurs travaux®%7-8. L’objectif
de ce travail est de déterminer toutes les symétries ponctuelles ainsi que les symétries potentielles et de
donner un exemple de solutions de I’équation de Fokker-Planck considerée sous la forme suivante :

u(,t) = uge (2, 1) + zus(z,t) + u(z, t), (1.1)

ou uy(x,t), est une fonction qui dépend des variables z et ¢, & déterminer et u, désigne la dérivation
par rapport a la variable a. L’équation de Fokker-Planck est apparue pour la premieére fois en théorie
cinétique plus précisément dans la discription de I’évolution de la fonction de distribution®-1%!! d’une
particule. En probabilité, elle est appelée aussi I’équation de Kolmogorov et elle décrit la densité de
probabilité de transition en processus de diffusion.
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II. RAPPELS SUR L’INVARIANCE INFINITESIMALE ET LES SYMETRIES
PONCTUELLES

Considérons un groupe G, de transformations infinitésimales & un parametre sur les variables (x, ¢, u)
donné par :

&=+ e(x,t,u) + O(?), (2.1)
t=t+en(z,t,u) + O(?),
i = u+ ep(x,t,u) + O(e?), (2.3)

ou e désigne le parametre du groupe et les fonctions &, 7, ¢ sont des fonctions arbitraires a valeurs réelles
définies sur un sous ensemble de X x R des variables indépendantes X =< z,t > et la variable dépendante
R =< u >. Le générateur associé a ce groupe de transformations est donné par :

+ ot u)5- 0 (2.4)

0

0
sz(xatau)i 8t

ox

La détermination de V revient a déterminer les coefficients &, 7, et .
Définition 1

Soit G, un groupe de transformations, A = 0 une équation différentielle et IIn ’espace de solutions de

A
A={zeX xR:A(z) =0}
lespace de solutions de A est dit Ge-invariant si :
geJIan = {ge.x € X X R: A(ge.x) =0} =TIa
Théoreme

Soit G, un groupe de transformations infinitésimales a un paramétre, l’espace IIa est G-invariant si
et seulement si :

P’I“(Q)V(A) =0, chaque fois que A =0, (2.5)

ol A = Up — Ugpy — TUy — U,
PrV désigne le prolongement d’ordre 2 de V. donné par :

0 . 0 ww O o O 0
Pr(2)V:V+<pta—ut+g0 Gu tE g T tau t +g0“autt,
ou

@' = Dy(p — Eug — nug) + Euge + Nuae, (2.6)

QOI == Dz(‘P - Euz - nut) + gumr + Ny, (27)

@zx = sz(‘P - 5% - nut) + gua:mc + NUgzt, (28)

@zt - Dwt(‘P - guz - nut) + guztm + NUgtt, (29)

" = Dy(p — Eug — nug) + Euger + Muse. (2.10)

Par conséquent le critere (2.5) devient
(—€uz — ¢ — 29" + 9" = ¢"")|a=0, =0,

donc la résolution de ce systeme revient a résoudre le systeme suivant :
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N = 0, (2.11)

Nz =0, (2.12)

§u =0, (2.13)

—Q = TPg + P+ UPy — U — Paz =0, (2.14)
=+ a8 — & — 2N — 20au + oo =0, (2.15)
—n¢ + 28, =0, (2.16)

Puu = 0. (2.17)

L’équation, ¢,,, = 0 entraine que ¢ est linéaire en u, donc
¥ = A(‘T,t)u + B(xa t),
avec A et B sont des fonctions de = et t. Et puisque 1, = 0, et —n; + 2£, = 0, alors
1
§= 577%‘ + a(t)’

ol « est une fonction qui dépend uniquement du temps. Par conséquent &,, = 0.

En substituant ¢ et & par leurs expressions dans (2.15) et en dérivant 1’éxpression obtenue par rapport
a x on obtient la relation —n; — %ntt —2A,, =0, ainsi

Az, t) = (—im - %mt)x? + Ay (t)z + As(), (2.18)
a(t) + o (t) + 24, (t) = 0, (2.19)

avec Aj et Ay sont des fonctions du temps uniquement.
Revenant & I’équation (2.14) on trouve que

—B — 2B, + By — Byy =0, (2.20)

—xAy + Ay —m — Age = 0. (2.21)
L’équation (2.21) et expression (2.18) entrainent
AL(t) = arel, n(t) = age® +aze ™ + oy, Ax(t) = aze™* + as,
avec g, ..., a5 sont des constantes arbitraires, et d’apres I'équation (2.19) on obtient :
a(t) = —are’ + ag,

ol ag est une constante arbitraire. D’ou la solution générale du systeme est donnée par :

E(x,t,u) = (e — aze™ )z — arel + age™, (2.22)
n(x,t,u) = aze® + aze " + ay, (2.23)
o(x,t,u) = (—age®z? + arels + aze ™ + as)u + (x, t), (2.24)

ou fB(xz,t) est une solution quelconque de 1’équation (1.1). Par conséquent Palgebre de symétries de
Péquation (1.1) est engendrée par les générateurs :

Vi = —et% + etxu%, (2.25)
Vo = thz% + th% - thxQU%, (2.26)
Vs = —e’ztx% + e*%% + 672%%, (2.27)
Vi= %, (2.28)
Vs = ua%, (2.29)
Ve = e*t%, (2.30)
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et d’une infinité de générateurs de la forme :

- (2.31)

A. Table de commutations de 1’algébre des symétries de ’équation Fokker-Planck

Dans ce paragraphe, nous donnerons les relations du commutations des générateurs de l’algebre de
symétries de I’équation Fokker-Planck

V1, V2] =0, [Va, V3] = =4V — 2V5, [Vs, V5] =0,

V1, V3] =0, [Va, Va] = 2V, [V3, Vs] =0,

Vi, V4] = Vi, [Va, V5] =0, Vi, V5] = 0,

V1, V5] =0, [Va, Vo] = 214, [V, Vo] = =V,

Vi, Vo] = =V, [V, Va] = 2V3, [Vs, Vs] =0,

Vi, Vel = Verwprs)s V2 Vel = Ver(g,4a8, 4028, [Va: Vel = Ve-2e(a,—p-ap,),
[Va, Vsl = V3, [Vs, V] = = V3, [Ve, Vsl = Verg, -

Comme les V; et le Vg forment une algebre de Lie, la stabilité du crochet entraine que si 8(z,t) est une
solution de I’équation de Fokker-Planck, alors les fonctions

e' (x5 + Br), (2.32)
(B + xf. +2°B), (2.33)
e (B — B — 2f), (2.34)

Bt (2.35)
e By, (2.36)

seront aussi des solutions de ’équation (FP).

B. Exemples de solutions

Considérons une solution particuliere par exemple u(z,t) = e, alors les fonctions:

fi(z,t) = ze?t,

falz,t) = (mz + 1)63t,

sont aussi solutions de 1’équation (1.1). Par application de générateur de symétries Eq.(34) & la solution
obtenue fy, on obtient une autre solution:

fa(z,t) = (2* 4 622 4 3)e™,

de I’équation de Fokker-Planck (1.1). On constat alors qu'une famille de solutions peuvent-étre construite
d’une solution triviale.
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C. Détermination des groupes G; associés aux générateurs V;

La détermination du groupe de transformations correspondant a chaque générateur revient a la
résolution du systeme d’équations différentielles du premier ordre suivant :

dt ~

—_— = T U 2.

= n(Z,t, ), (2.38)
du ~

—_— T U 2.

= o(Z,t,u), (2.39)

avec la condition initiale

(2(0) = @, t(0) =t, (0) = u).

1. Application au générateur Vi

0
Vi=—-et—+ etxu—,

ox ou

alors il faut résoudre le systeme :

d~ - -

d% = €(&,1,1) = —e, (2.40)
% =n(z,1,7) =0, (2.41)
Zi; = o(z,1,0) = e'7q, (2.42)

avec la condition initiale

(#(0) = =, t0) =t, @(0) = u).

g—f =0, donc t = cte et d’aprés la condition initiale #(0) = ¢ on aura £ = ¢.
e = —ef, donc & = —e'e + cte, or #(0) = z, alors & = —e'e + x.
48 = (—e®*e + e'x) @, ce qui implique que @ = cte exp{—%te2 + e'ze}, et d’apres la condition 4(0) = u,

on obtient le groupe de transformation engendré par V; qui est le suivant

7= —ele+ 2,
t,

o
|

o2t
U= uexp{—762 + we'e}.

ce groupe de transformations est un groupe de symétrie pour ’équation (FP). D’ou si u(x,t) est une
solution de (1.1) alors

2t
up(z,t) = u(x + e'e, t) exp{—e7e2 + zele + eel,

sera solution de ’équation de Fokker-Planck (1.1).
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2. Application au générateur Va

On a:
0 0 0
Vs = 62tz% +62t§ _e2tx2u%,
le systeme correspondant est :

d~ -

d—f = 2z, (2.43)
dt o

— = 2.44
e (2.44)
L (2.45)
de

de la méme maniere on commence par la détermination de t puis Z et enfin @ en prenant en considération
la condition initiale ¢(0) = ¢, Z(0) = x, et @(0) = u, on trouve que le groupe de transformations engendré
par V5 est donné par

re~t

T — 2.46
Ve 2t — 2 ( )
~ 1
t=—5 In(e™% — 2¢), (2.47)
2
~ ET

c’est aussi un groupe de transformation qui laisse invariant I’ensemble des solutions IIn. Par consequent
si u(x,t) est une solution de I’équation de Fokker-Planck alors la fonction

—t

ze 1
,In
Ve 2t 42 e 2t 4+ 2¢

ex?
2¢ + e~ 2t

) exp{ }

ug(z,t) = u(

est aussi solution.

III. LES SYMETRIES POTENTIELLES
A. Rappels sur les symétries potentielles

La méthode de détermination des symétries potentielles pour une équation aux dérivées partielles
est d’écrire celle-ci qu’on note par R(x,t,u) sous forme conservative. Un systeme noté S(x,t,u,v) avec
un potentiel considéré comme une nouvelle variable est alors obtenu. Si (u(x,t),v(x,t)) est une solution
de S(z,t,u,v), alors u(x,t) sera une solution de R(x,t,u).

Définition 2
Etant donné une symétrie ponctuelle définie par un générateur V = f% —+ n% + gp% + Ha% d’une
équation S(x,t,u,v). Une telle symétrie donne naissance a une symétrie potentielle de R(x,t,u) si la
condition

0%¢ 0%y

0%
PR— 2 —_—
(8112) + (8v2

)2+(w

)2 # 0. (3.1)

est vérifice. Dans ce cas la symétrie f% +7]% + 90% sera appelée une symétrie potentielle de I’équation.
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B. Les symétries potentielles de ’équation de Fokker-Planck

Comme I’équation (1.1) notée R(z,t,u) peut-étre écrite sous une forme conservative

(W) — (ug + )5 =0, (3.2)
alors on lui associe le systeme
{ Uy i Uy + TU, (3.3)
Uy = U,

que l'on note par S(x, ¢, u,v). Appliquons la méthode de la section précédente & ce systeme en considérant
le groupe de transformations suivant :

T =2+ ez, t,u,v) + O(?), (3.4)
t=t+en(z,t,u,v) + O0(?), (3.5)
0= u+ ep(x,t,u,v) + O(e?), (3.6)
¥ =v+eH(x, t,u,v) + O(e?). (3.7

L’algebre de symétries associée au groupe de transformations ci-dessus est formée des générateurs de la
forme

Y = €, )5 4 (o, 1 0,0) 0,1 ,0) o H b)) (39

ot o’
En posant  A; = v —u, —xu, et Ay = v, —u, on a d’apres le critere (2.5) le groupe de transformations
(3.4),(3.5),(3.6),(3.7) est un groupe de symétrie pour le systeme (3.3) ssi :

PriY (A:)|a,—o,i=1,2 = 0, (3.9)

ot Pr(Y désigne le prolongement d’ordre 1 de Y donné par :

0 0 0
t_ x 7 t_
e Ouy +H Ovg +H ov,’

)
Pry =YV + o5
Uy

avec

@' = Dy — up Di& — u Dy, ( )
0" = Dy — uz Dp& — up Dy, (3.11)
H® = D,H — v, D £ — vy Dyn, (3.12)
H' = DiH — v, Di{ — v Dy, (3.13)

et D désigne la dérivée totale. Par conséquent le critére (3.9) est équivalent &

—ué —xp — " + H' =0,/(a,=0,i=1,2)
H* —¢ = 0,)(a,=0,i=1,2)

En substituant & ¢%, ¢!, H® et H' leurs expressions on obtient le systéme suivant :

e = 0, (3.14)

—u — T — Py — wpy + Hy + (Hy — ny)wu — uéy — (wu)’n, — zusy, =0, (3.15)
o — u + Hy — 1 — 2xum, =0, (3.16)

&u— 1w =0, (3.17)

Ny +uny + Hy —ué, =0, (3.18)

H, +uH, — ué, — u?¢, — zun, — zu’n, — ¢ =0, (3.19)

H, —u&, — 1z —un, =0, (3.20)
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apres un long calcul on obtient la solution du syseme (3.14),(3.15),(3.16),(3.17),(3.18) et (3.19) qui est :

= (k1e®'2® + kpela + 2k1e* — ke ™ + ky)u + (2k1e'x + kel v + L (z, 1),
= (=k1e* 4 kre*'a? + koelw + 2k €% 4 ky)v + L(x, t), (3.21)

ou ki, ..., kg sont des constantes arbitraires et L(x,t) est une solution quelconque de 1’équation
Vi = Vgg + TV (3.22)

Ainsi lalgebre des symétries de systéme (3.3) est engendrée par les générateurs

Y, = —thx% - ezt% + [(e*x? + 2e*)u + Qeztxv](,% + (e*a? + ezt)v(,%,
Y, = —et% + (e'zu + etv)(,% + etxv%,
Ys = e_ztxa%c — e_Qt% —e % aau,
Y, = u% + vaﬁ,
Yo = %, (3.23)
et d’une infinité de générateurs de la forme
Y., = Lm(x,t)% + L(x,t)%,

Péxistence de cette symétrie est die a la linéarité du systeme (3.3).

On voit bien que pour les générateurs Y7 et Y, la condition Eq.(3.1) est satisfaite, par conséquent de
telles symétries donnent naissance a des symétries potentielles de ’équation de Fokker-Planck

0 0 0
_ 2. 9 29 2,2 2t 2,19
Y1 =—e¢ T e o + [(e“*z” + 2e*")u + 2e~"av] 0 (3.24)
Y = fet2 + (efzu + etv)2 (3.25)
oz ou’ '

Pour ces symétries, le coefficient ¢ ne dépend pas uniquement de (z,t,u) mais aussi d’une autre variable
qui est le potentiel v. Par conséquent ces symétries obtenues sont d’un autre type.

IV. CONCLUSION

Dans ce travail on a déterminé toutes les symétries de Lie ponctuelles de I’équation de Fokker-Planck.
Nous avons donné aussi un exemple de solutions de cette équation. Ensuite, on a considéré un systeme
auxiliaire du a la forme conservative de 1’équation pour lequel la détérmination des symétries ponctuelles
donne naissance a des symétries potentielles pour I’équation de Fokker-Planck.
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