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Résumé

Dans ce travail le critère d’invariance est appliqué à l’équation de Fokker-Planck
(FP). La résolution du système correspendant conduit à ses symétries ponctuelles. Un
exemple de solutions sera traité. Comme l’équation de Fokker-Planck peut s’écrire sous
une forme conservative, nous considérons un système auxiliaire associé à cette équation
dont la détérmination des symétries ponctuelles conduit aux symétries potentielles de
l’équation de Fokker-Planck.

I. INTRODUCTION

Récemment l’application de la méthode des symétries de Lie dans la résolution des équations aux
dérivées partielles a connue une forte progression2,3,4. Cette méthode a été introduite par Sophus Lie1.
Elle a été premièrement appliquée pour déterminer les symétries ponctuelles. Par suite la généralisation
de ces symétries a permis d’obtenir de nouvelles type de symétries à savoir les symétries potentielles et
les symétries de Lie-Bäcklund. Le problème de classification des solutions invariantes et des équations
aux dérivées partielles selon leurs groupes de symétries a été sujet de plusieurs travaux5,6,7,8. L’objectif
de ce travail est de déterminer toutes les symétries ponctuelles ainsi que les symétries potentielles et de
donner un exemple de solutions de l’équation de Fokker-Planck considerée sous la forme suivante :

ut(x, t) = uxx(x, t) + xux(x, t) + u(x, t), (1.1)

où ut(x, t), est une fonction qui dépend des variables x et t, à déterminer et ua désigne la dérivation
par rapport à la variable a. L’équation de Fokker-Planck est apparue pour la première fois en théorie
cinétique plus précisément dans la discription de l’évolution de la fonction de distribution9,10,11 d’une
particule. En probabilité, elle est appelée aussi l’équation de Kolmogorov et elle décrit la densité de
probabilité de transition en processus de diffusion.
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II. RAPPELS SUR L’INVARIANCE INFINITÉSIMALE ET LES SYMÉTRIES
PONCTUELLES

Considérons un groupe Gε de transformations infinitésimales à un paramètre sur les variables (x, t, u)
donné par :

x̃ = x + εξ(x, t, u) + O(ε2), (2.1)
t̃ = t + εη(x, t, u) + O(ε2), (2.2)
ũ = u + εϕ(x, t, u) + O(ε2), (2.3)

où ε désigne le paramètre du groupe et les fonctions ξ, η, ϕ sont des fonctions arbitraires à valeurs réelles
définies sur un sous ensemble de X×R des variables indépendantes X =< x, t > et la variable dépendante
R =< u >. Le générateur associé à ce groupe de transformations est donné par :

V = ξ(x, t, u)
∂

∂x
+ η(x, t, u)

∂

∂t
+ ϕ(x, t, u)

∂

∂u
. (2.4)

La détermination de V revient à déterminer les coefficients ξ, η, et ϕ.

Définition 1

Soit Gε un groupe de transformations, ∆ = 0 une équation différentielle et Π∆ l’espace de solutions de
∆

Π∆ = {x ∈ X ×R : ∆(x) = 0}

l’espace de solutions de ∆ est dit Gε-invariant si :

gε.Π∆ = {gε.x ∈ X ×R : ∆(gε.x) = 0} = Π∆

Théorème

Soit Gε un groupe de transformations infinitésimales à un paramètre, l’espace Π∆ est Gε-invariant si
et seulement si :

Pr(2)V (∆) = 0, chaque fois que ∆ = 0, (2.5)

où ∆ = ut − uxx − xux − u,
Pr(2)V désigne le prolongement d’ordre 2 de V donné par :

Pr(2)V = V + ϕt ∂

∂ut
+ ϕx ∂

∂ux
+ ϕxx ∂

∂uxx
+ ϕxt ∂

∂uxt
+ ϕtt ∂

∂utt
,

où

ϕt = Dt(ϕ− ξux − ηut) + ξutx + ηutt, (2.6)
ϕx = Dx(ϕ− ξux − ηut) + ξuxx + ηuxt, (2.7)

ϕxx = Dxx(ϕ− ξux − ηut) + ξuxxx + ηuxxt, (2.8)
ϕxt = Dxt(ϕ− ξux − ηut) + ξuxtx + ηuxtt, (2.9)
ϕtt = Dtt(ϕ− ξux − ηut) + ξuttx + ηuttt. (2.10)

Par conséquent le critère (2.5) devient

(−ξux − ϕ− xϕx + ϕt − ϕxx)|∆=0, = 0,

donc la résolution de ce système revient à résoudre le système suivant :
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ηu = 0, (2.11)
ηx = 0, (2.12)
ξu = 0, (2.13)

−ϕ− xϕx + ϕt + uϕu − uηt − ϕxx = 0, (2.14)
−ξ + xξx − ξt − xηt − 2ϕxu + ξxx = 0, (2.15)

−ηt + 2ξx = 0, (2.16)
ϕuu = 0. (2.17)

L’équation, ϕuu = 0 entrâıne que ϕ est linéaire en u, donc

ϕ = A(x, t)u + B(x, t),

avec A et B sont des fonctions de x et t. Et puisque ηx = 0, et −ηt + 2ξx = 0, alors

ξ =
1
2
ηtx + α(t),

où α est une fonction qui dépend uniquement du temps. Par conséquent ξxx = 0.

En substituant ϕ et ξ par leurs expressions dans (2.15) et en dérivant l’éxpression obtenue par rapport
à x on obtient la relation −ηt − 1

2ηtt − 2Axx = 0, ainsi

A(x, t) = (−1
4
ηt − 1

8
ηtt)x2 + A1(t)x + A2(t), (2.18)

α(t) + α
′
(t) + 2A1(t) = 0, (2.19)

avec A1 et A2 sont des fonctions du temps uniquement.
Revenant à l’équation (2.14) on trouve que

−B − xBx + Bt −Bxx = 0, (2.20)

−xAx + At − ηt −Axx = 0. (2.21)

L’équation (2.21) et l’expression (2.18) entrâınent

A1(t) = α1e
t, η(t) = α2e

2t + α3e
−2t + α4, A2(t) = α3e

−2t + α5,

avec α1, ..., α5 sont des constantes arbitraires, et d’après l’équation (2.19) on obtient :

α(t) = −α1e
t + α6,

où α6 est une constante arbitraire. D’où la solution générale du système est donnée par :

ξ(x, t, u) = (α2e
2t − α3e

−2t)x− α1e
t + α6e

−t, (2.22)
η(x, t, u) = α2e

2t + α3e
−2t + α4, (2.23)

ϕ(x, t, u) = (−α2e
2tx2 + α1e

tx + α3e
−2t + α5)u + β(x, t), (2.24)

où β(x, t) est une solution quelconque de l’équation (1.1). Par conséquent l’algèbre de symétries de
l’équation (1.1) est engendrée par les générateurs :

V1 = −et ∂

∂x
+ etxu

∂

∂u
, (2.25)

V2 = e2tx
∂

∂x
+ e2t ∂

∂t
− e2tx2u

∂

∂u
, (2.26)

V3 = −e−2tx
∂

∂x
+ e−2t ∂

∂t
+ e−2tu

∂

∂u
, (2.27)

V4 =
∂

∂t
, (2.28)

V5 = u
∂

∂u
, (2.29)

V6 = e−t ∂

∂x
, (2.30)
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et d’une infinité de générateurs de la forme :

Vβ = β(x, t)
∂

∂u
. (2.31)

A. Table de commutations de l’algèbre des symétries de l’équation Fokker-Planck

Dans ce paragraphe, nous donnerons les relations du commutations des générateurs de l’algèbre de
symétries de l’équation Fokker-Planck

[V1, V2] = 0, [V2, V3] = −4V4 − 2V5, [V3, V5] = 0,

[V1, V3] = 0, [V2, V4] = 2V2, [V3, V6] = 0,

[V1, V4] = V1, [V2, V5] = 0, [V4, V5] = 0,

[V1, V5] = 0, [V2, V6] = 2V1, [V4, V6] = −V6,

[V1, V6] = −V5, [V3, V4] = 2V3, [V5, V6] = 0,

[V1, Vβ ] = Vet(xβ+βx), [V2, Vβ ] = Ve2t(βt+xβx+x2β), [V3, Vβ ] = Ve−2t(βt−β−xβx),

[V4, Vβ ] = Vβt , [V5, Vβ ] = −Vβ , [V6, Vβ ] = Ve−tβx
.

Comme les Vi et le Vβ forment une algèbre de Lie, la stabilité du crochet entrâıne que si β(x, t) est une
solution de l’équation de Fokker-Planck, alors les fonctions

et(xβ + βx), (2.32)

e2t(βt + xβx + x2β), (2.33)

e−2t(βt − β − xβx), (2.34)

βt, (2.35)

e−tβx, (2.36)

seront aussi des solutions de l’équation (FP).

B. Exemples de solutions

Considérons une solution particulière par exemple u(x, t) = et, alors les fonctions:

f1(x, t) = xe2t,

f2(x, t) = (x2 + 1)e3t,

sont aussi solutions de l’équation (1.1). Par application de générateur de symétries Eq.(34) à la solution
obtenue f2, on obtient une autre solution:

f3(x, t) = (x4 + 6x2 + 3)e5t,

de l’équation de Fokker-Planck (1.1). On constat alors qu’une famille de solutions peuvent-être construite
d’une solution triviale.

36



A. Ouhadan et al. African Journal Of Mathematical Physics Vol 5(2007)33-41

C. Détermination des groupes Gi associés aux générateurs Vi

La détermination du groupe de transformations correspondant à chaque générateur revient à la
résolution du système d’équations différentielles du premier ordre suivant :

dx̃

dε
= ξ(x̃, t̃, ũ), (2.37)

dt̃

dε
= η(x̃, t̃, ũ), (2.38)

dũ

dε
= ϕ(x̃, t̃, ũ), (2.39)

avec la condition initiale

(x̃(0) = x, t̃(0) = t, ũ(0) = u).

1. Application au générateur V1

On a :

V1 = −et ∂

∂x
+ etxu

∂

∂u
,

alors il faut résoudre le système :

dx̃

dε
= ξ(x̃, t̃, ũ) = −et̃, (2.40)

dt̃

dε
= η(x̃, t̃, ũ) = 0, (2.41)

dũ

dε
= ϕ(x̃, t̃, ũ) = et̃x̃ũ, (2.42)

avec la condition initiale

(x̃(0) = x, t̃(0) = t, ũ(0) = u).

dt̃
dε = 0, donc t̃ = cte et d’après la condition initiale t̃(0) = t on aura t̃ = t.

dx̃
dε = −et̃, donc x̃ = −etε + cte, or x̃(0) = x, alors x̃ = −etε + x.

dũ
dε = (−e2tε + etx)ũ, ce qui implique que ũ = cte exp{− e2t

2 ε2 + etxε}, et d’après la condition ũ(0) = u,

on obtient le groupe de transformation engendré par V1 qui est le suivant

x̃ = −etε + x,

t̃ = t,

ũ = u exp{−e2t

2
ε2 + xetε}.

ce groupe de transformations est un groupe de symétrie pour l’équation (FP). D’où si u(x, t) est une
solution de (1.1) alors

u1(x, t) = u(x + etε, t) exp{−e2t

2
ε2 + xetε + e2tε},

sera solution de l’équation de Fokker-Planck (1.1).
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2. Application au générateur V2

On a :

V2 = e2tx
∂

∂x
+ e2t ∂

∂t
− e2tx2u

∂

∂u
,

le système correspondant est :

dx̃

dε
= e2t̃x̃, (2.43)

dt̃

dε
= e2t̃, (2.44)

dũ

dε
= −e2t̃x̃2ũ, (2.45)

de la même manière on commence par la détermination de t̃ puis x̃ et enfin ũ en prenant en considération
la condition initiale t̃(0) = t, x̃(0) = x, et ũ(0) = u, on trouve que le groupe de transformations engendré
par V2 est donné par

x̃ =
xe−t

√
e−2t − 2ε

, (2.46)

t̃ = −1
2

ln(e−2t − 2ε), (2.47)

ũ = u exp{ εx2

2ε− e−2t
}, (2.48)

c’est aussi un groupe de transformation qui laisse invariant l’ensemble des solutions Π∆. Par consequent
si u(x, t) est une solution de l’équation de Fokker-Planck alors la fonction

u2(x, t) = u(
xe−t

√
e−2t + 2ε

, ln
1√

e−2t + 2ε
) exp{− εx2

2ε + e−2t
},

est aussi solution.

III. LES SYMÉTRIES POTENTIELLES

A. Rappels sur les symétries potentielles

La méthode de détermination des symétries potentielles pour une équation aux dérivées partielles
est d’écrire celle-ci qu’on note par R(x, t, u) sous forme conservative. Un système noté S(x, t, u, v) avec
un potentiel considéré comme une nouvelle variable est alors obtenu. Si (u(x, t), v(x, t)) est une solution
de S(x, t, u, v), alors u(x, t) sera une solution de R(x, t, u).

Définition 2
Etant donné une symétrie ponctuelle définie par un générateur V = ξ ∂

∂x + η ∂
∂t + ϕ ∂

∂u + H ∂
∂v d’une

équation S(x, t, u, v). Une telle symétrie donne naissance à une symétrie potentielle de R(x, t, u) si la
condition

(
∂2ξ

∂v2
)2 + (

∂2η

∂v2
)2 + (

∂2ϕ

∂v2
)2 6= 0. (3.1)

est vérifiée. Dans ce cas la symétrie ξ ∂
∂x + η ∂

∂t +ϕ ∂
∂u sera appelée une symétrie potentielle de l’équation.
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B. Les symétries potentielles de l’équation de Fokker-Planck

Comme l’équation (1.1) notée R(x, t, u) peut-être écrite sous une forme conservative

(u)t − (ux + xu)x = 0, (3.2)

alors on lui associe le système
{

vt = ux + xu,
vx = u,

(3.3)

que l’on note par S(x, t, u, v). Appliquons la méthode de la section précédente à ce système en considérant
le groupe de transformations suivant :

x̃ = x + εξ(x, t, u, v) + O(ε2), (3.4)
t̃ = t + εη(x, t, u, v) + O(ε2), (3.5)
ũ = u + εϕ(x, t, u, v) + O(ε2), (3.6)
ṽ = v + εH(x, t, u, v) + O(ε2). (3.7)

L’algèbre de symétries associée au groupe de transformations ci-dessus est formée des générateurs de la
forme

Y = ξ(x, t, u, v)
∂

∂x
+ η(x, t, u, v)

∂

∂t
+ ϕ(x, t, u, v)

∂

∂u
+ H(x, t, u, v)

∂

∂v
. (3.8)

En posant ∆1 = vt−ux−xu, et ∆2 = vx−u, on a d’après le critère (2.5) le groupe de transformations
(3.4),(3.5),(3.6),(3.7) est un groupe de symétrie pour le système (3.3) ssi :

Pr(1)Y (∆i)|∆i=0,i=1,2 = 0, (3.9)

où Pr(1)Y désigne le prolongement d’ordre 1 de Y donné par :

Pr(1)Y = Y + ϕx ∂

∂ux
+ ϕt ∂

∂ut
+ Hx ∂

∂vx
+ Ht ∂

∂vt
,

avec

ϕt = Dtϕ− uxDtξ − utDtη, (3.10)
ϕx = Dxϕ− uxDxξ − utDxη, (3.11)
Hx = DxH − vxDxξ − vtDxη, (3.12)
Ht = DtH − vxDtξ − vtDtη, (3.13)

et D désigne la dérivée totale. Par conséquent le critère (3.9) est équivalent à
{ −uξ − xϕ− ϕx + Ht = 0,|(∆i=0,i=1,2)

Hx − ϕ = 0,|(∆i=0,i=1,2)

En substituant à ϕx, ϕt,Hx et Ht leurs expressions on obtient le système suivant :

ηu = 0, (3.14)
−uξ − xϕ− ϕx − uϕv + Ht + (Hv − ηt)xu− uξt − (xu)2ηv − xu2ξv = 0, (3.15)

ξx − ϕu + Hv − ηt − 2xuηv = 0, (3.16)
ξu − ηv = 0, (3.17)

ηx + uηv + Hu − uξu = 0, (3.18)
Hx + uHv − uξx − u2ξv − xuηx − xu2ηv − ϕ = 0, (3.19)

Hu − uξu − ηx − uηv = 0, (3.20)
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après un long calcul on obtient la solution du sysème (3.14),(3.15),(3.16),(3.17),(3.18) et (3.19) qui est :

ξ(x, t, u, v) = (−k1e
2t + k3e

−2t)x + k5e
−t − k2e

t,

η(x, t, u, v) = −k1e
2t − k3e

−2t + k6,

ϕ(x, t, u, v) = (k1e
2tx2 + k2e

tx + 2k1e
2t − k3e

−2t + k4)u + (2k1e
2tx + k2e

t)v + Lx(x, t),
H(x, t, u, v) = (−k1e

2t + k1e
2tx2 + k2e

tx + 2k1e
2t + k4)v + L(x, t), (3.21)

où k1, ..., k6 sont des constantes arbitraires et L(x, t) est une solution quelconque de l’équation

vt = vxx + xvx. (3.22)

Ainsi l’algèbre des symétries de système (3.3) est engendrée par les générateurs

Y1 = −e2tx
∂

∂x
− e2t ∂

∂t
+ [(e2tx2 + 2e2t)u + 2e2txv]

∂

∂u
+ (e2tx2 + e2t)v

∂

∂v
,

Y2 = −et ∂

∂x
+ (etxu + etv)

∂

∂u
+ etxv

∂

∂v
,

Y3 = e−2tx
∂

∂x
− e−2t ∂

∂t
− e−2tu

∂

∂u
,

Y4 = u
∂

∂u
+ v

∂

∂v
,

Y5 = e−t ∂

∂x
,

Y6 =
∂

∂t
, (3.23)

et d’une infinité de générateurs de la forme

YL = Lx(x, t)
∂

∂u
+ L(x, t)

∂

∂v
,

l’éxistence de cette symétrie est dûe à la linéarité du système (3.3).

On voit bien que pour les générateurs Y1 et Y2, la condition Eq.(3.1) est satisfaite, par conséquent de
telles symétries donnent naissance à des symétries potentielles de l’équation de Fokker-Planck

Y1 = −e2tx
∂

∂x
− e2t ∂

∂t
+ [(e2tx2 + 2e2t)u + 2e2txv]

∂

∂u
, (3.24)

Y2 = −et ∂

∂x
+ (etxu + etv)

∂

∂u
. (3.25)

Pour ces symétries, le coefficient ϕ ne dépend pas uniquement de (x, t, u) mais aussi d’une autre variable
qui est le potentiel v. Par conséquent ces symétries obtenues sont d’un autre type.

IV. CONCLUSION

Dans ce travail on a déterminé toutes les symétries de Lie ponctuelles de l’équation de Fokker-Planck.
Nous avons donné aussi un exemple de solutions de cette équation. Ensuite, on a considéré un système
auxiliaire dû à la forme conservative de l’équation pour lequel la détérmination des symétries ponctuelles
donne naissance à des symétries potentielles pour l’équation de Fokker-Planck.
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